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را رساله این تا داد توفیق اش ͳربان الطاف با که را خدای سپاس و ش΋ر سپاسΎزاری: و تقدیر
و حمد از پس خواهانم. را دانش و علم رهروان و پویندگان همه سعادت و توفیق منان خداوند از و ببرم پایان به

: شریف حدیث مصداق به ͳاله ثنای

الخالق یش΋ر لم المخلوق، یش΋ر لم من

در را من که ͳکسان همه از را صمیمانه ͳقدردان و سپاس مراتب احترام و ادب کمال در که دانم ͳم لازم برخود

: ویژه به داشته ابراز اند نموده یاری رساله این

بهره نامه پایان این در ایشان ی ها رهنمود از که ͳطالب ͳیحی دکتر آقای جناب ارجمندم راهنمای استاد از

خشیارمنش کاظم دکتر آقای جناب و عامری رضا دکتر آقای جناب مشاورم اساتید از سپاسΎزارم. بسیار بردم

اصغر ͳعل دکتر تقوی، ͳعل دکتر ،ͳهاشم ابراهیم دکتر آقایان، بزرگوار اساتید از همچنین دارم. را تش΋ر کمال

متش΋رم. گرفتند، عهده به را نامه پایان داوری که ͳهدایت حسین دکتر و ͳطالب

سپاسΎزارم. نهایت ͳب کشیدند من برای که ͳزحمات تمام خاطر به عزیزم مادر و پدر از نیز و



چ΋یده

مدولهای ی رده بین قوی ارتباط Έی که دهیم ͳم نشان و کنیم ͳم ͳمعرف بئر دوگان مدولهای مفهوم رساله این در

دوگان مدولهای مستقیم مجموع این΋ه برای لازم شرط Έی دارد. وجود بالابرنده مدولهای ی رده و بئر دوگان

ری΋ارت دوگان مدولهای و بئر p-دوگان مدولهای مفهوم جا این در دهیم. ͳم ارائه باشد، بئر مدول Έی بئر،

مورد را τ-FI-بالابرنده قوی طور به مدولهای همچنین کنیم. ͳم ͳبررس را مدولها این بین ارتباط و ͳمعرف را

قوی طور به τ-FI-بالابرنده، قوی طور به مدول Έی مستقیم جمعوند که دهیم ͳم نشان دهیم. ͳم قرار مطالعه

τ-FI-بالابرنده، قوی طور به مدول Έی های ͳکپ از ͳمتناه مستقیم مجموع این΋ه و است τ-FI-بالابرنده

دهیم ͳم نشان و کنیم ͳم ͳمعرف را پذیر τ-⊕-م΋مل (کاملا) مدولهای است. بالابرنده -τ-FI قوی طور به

است. پذیر τ-⊕-م΋مل Mکاملا آنΎاه باشد، D٣ شرط دارای و پذیر τ-⊕-م΋مل مدول ΈیM اگر که

-τ-FI مدول رادی΋ال، پیش ، ͳریخت درون حلقه بالابرنده، مدول بئر، دوگان مدول کلیدی. کلمات

پذیر. τ-⊕-م΋مل مدول بالابرنده،

آ�
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مقدمه

مدولهای بالابرنده، مدولهای دوگان، طور به و هستند ͳتزریق مدولهای از ͳهای تعمیم یافته توسعه مدولهای

پوشش دارای لزوما” اما است ͳتزریق یΈغلاف دارای مدول هر چه گر دهند. ͳم تعمیم را تصویری پذیر م΋مل

بالابرنده مدولهای به یافته توسعه مدولهای کردن دوگان در ͳناتقارن آمدن بوجود باعث مطلب این و نیست تصویری

لزوما” ͳول است ١ متمم Έی دارای مدول زیر هر که شود ͳم ͳاش حقیقت این از امر این و میباشد وبرع΋س

توسط ١٩٧۶ درسال بار اولین برای بالابرنده مدولهای ندارد. وجود دلخواه یΈمدول زیرمدولهای برای م΋مل٢

۵ کلارک ، ۴ واناجا چون افرادی ادامه در شد. ͳمعرف [٢٧] در مستقیم هم مدولهای عنوان تحت ٣ ͳتاکیوش

بالا مدولهای از ͳوتعمیمهای داده انجام بسیاری کارهای زمینه این در دیΎران و ٨ لامپ ٧ کس΋ین، ویزبایر،۶ ،

مدولهای ١٩٨۶ سال در دارد. ادامه مختلف دانشΎاههای در تحقیقات این هم هنوز که دادند ارائه را برنده

پذیری م΋مل از متعددی حالات ادامه ودر شد تعریف [٣٩] در ٩ زوشینΎر توسط بار اولین ضعیف پذیر م΋مل

ͳکل حالت در قرارگرفت. ͳبررس مورد دیΎران توسط یΈمدول برای پذیری وفرام΋مل قوی پذیری م΋مل مانند

ونامنفرد منفرد ١٩۶٠مدولهای دهه در است. بالابرنده نتیجه ودر گسسته تصویری، پذیر فرام΋مل مدول Έی

تحت مدولها این دوگان اخیر سالهای در قرارگرفت([١٣]). ͳبررس و مطالعه مورد ١٠ گودرل چون افرادی توسط

کریستین بایر، ویز چون افرادی توسط برنده بالا مدولهای با آنها رابطه و منفرد ناهم و منفرد هم مدولهای عنوان

توجه مورد بئر شبه و بئر های حلقه مفهوم .([٣٧ است([٣۴، گرفته قرار مطالعه مورد ͳطالب و واناجا لامپ،

گرفته قرار (٢٠٠٠) ١٢ مایر بیرکن کلارک(١٩۶٧)و و (١٩۶٨) ١١ͳ΋کاپلانس جمله از ریاضیدانان از ͳبرخ

کردند([٢۴]). ͳمعرف را بئر شبه و بئر مدولهای ١۴ رومن و ١٣ ریزوی ،٢٠٠۴ سال در .([٨ ،٩ است([١۶،
١complement
٢supplement
٣Takeuchi
۴Vanaja
۵Clark
۶Wisbauer
٧Keskin
٨ Lomp
٩Zoschinger

١٠Gooderl
١١Kaplansky
١٢Birkenmeier
١٣Rizvi
١۴Roman

ت



از ͳمثالهای و ساده نیمه گروههای و یافته توسعه نامنفرد مدولهای توان ͳم بئر مدولهای از ͳمثالهای عنوان به

این در برد. نام را تاب بدون ͳآبل گروههای و یافته FI-توسعه نامنفرد مدولهای توان ͳم را بئر شبه مدولهای

برنده FI-بالا و بالابرنده مدولهای با را مدولها این ارتباط و کرده ͳمعرف را بئر شبه و بئر مدولهای دوگان رساله،

مدولها این ارتباط و کرده تعریف را منفرد ناهم - T -FI و منفرد ناهم -T مدولهای همچنین کنیم. ͳم ͳبررس

کنیم. ͳم ͳبررس بئر وشبه بئر مدولهای دوگان با را

کنیم. ͳم بیان را گیرند ͳم قرار استفاده مورد بعد های فصل در که ͳمقدمات قضایای و مفاهیم اول فصل در

(کاملا) و پذیر τ-م΋مل مدولهای FI-τ-بالابرنده، قوی) طور (به مدولهای ͳبررس به دوم فصل در

دهیم ͳم نشان جمله از دهیم. ͳم ارائه مدولها این مورد در متعددی نتای; و پردازیم ͳم پذیر τ-⊕-م΋مل

همچنین .(٨.١.٢ (قضیه است FI-τ-بالابرنده FI-τ-بالابرنده، مدولهای از ͳمتناه مستقیم مجموع که

(نتیجه باشد τ-بالابرنده مدول Έی پذیر، τ-⊕-م΋مل مدول هر آن تحت که کنیم ͳم فراهم را ͳشرایط

.(١١.۶.٢

مجموع آن΋ه برای ͳکاف و لازم شرط مدولها این از استفاده با و شوند ͳم ͳمعرف پژکتیو مدولهای سوم فصل در

بالابرنده مدولهای از تعمیم Έی فصل این دوم بخش در یابیم. ͳم را باشد بالابرنده بالابرنده، مدولهای مستقیم

شود. ͳم ͳبررس و ارائه

فصل این دوم بخش در و دهیم ͳم قرار مطالعه مورد را منفرد T-ناهم مدولهای چهارم فصل ابتدای در

قضیه در را بالابرنده و بئر دوگان مدولهای بین ارتباط شود. ͳم داده شرح آن کاربردهای و بئر دوگان مدولهای

دید: خواهیم زیر مهم

.(٧.٢.۴ (قضیه باشد بئر دوگان K-مدول ،M اگر تنها و اگر است منفرد T-ناهم و Mبالابرنده یΈمدول

ͳبررس مورد را ی΋دیΎر با مدولها این ارتباط و ری΋ارت مدولهای و بئر p-دوگان مدولهای پنجم فصل در

دهیم. ͳم قرار

Έی مدول، از منظور و است ناصفر ͳضرب ͳهمان عنصر با حلقه Έی دهنده نشان R رساله این سر تا سر در

΀تصری آن خلاف که این مΎر هستند، ͳناجابجای ͳکل حالت در ها حلقه باشد. ͳم ͳان΋ی راست مدول - R

مجموعه ،΀صحی اعداد حلقه دادن نشان برای ترتیب به E(M) و Z(M) ،Rad(M) ،N ،Z نمادهای از شود.

کنیم. ͳم Mاستفاده مدول انژکتیو غلاف Mو مدول منفرد مدول زیر ،M مدول رادی΋ال ،ͳطبیع اعداد

ث



١ فصل

ͳمقدمات قضایای و مفاهیم

پردازیم. ͳم گیرد ͳم قرار استفاده مورد رساله این در که ͳمقدمات قضایای و اولیه مفاهیم بیان به فصل این در

تصویری و ͳتزریق مدولهای ١.١

مدول زیر هر برای هرگاه نامیم ͳم ١ ͳتزریق-M Nرا مدول باشد. MیΈمدول فرضکنید تعریف١.١.١.

داد. توسعه ψ :M −→ N ͳهمریخت Έی به بتوان را ϕ : X −→ N ͳهمریخت هر ،M از X

هر ازای به هرگاه شود ͳم نامیده ٢ ͳتزریق مدول Έی ،M باشد. مدول Έی M کنید فرض تعریف٢.١.١.

باشد. ͳتزریق -M هرگاه گوییم ٣ ͳتزریق شبه Mرا مدول است. ͳتزریق -N ،M باشیم داشته N مدول

ͳریخت΋ت Nهر مدول هر ازای به اگر تنها و اگر است، ͳتزریقM باشد. MیΈمدول فرضکنید لم٣.١.١.

شود. ش΋افته N Mبه از

شود. رجوع [٢٠] مرج΄ از ٢.١ لم به برهان.

اگر تنها و اگر است ͳتزریق
∏
i∈Λ

Mi آنΎاه باشد. ها مدول از ای خانواده (Mi)i∈Λ کنید فرض .۴.١.١ گزاره

باشد. ͳتزریقMi ،i ∈ Λ هر ازای به

شود. رجوع [٢٠] مرج΄ از ۶.١ گزاره به برهان.
١M -injective
٢injective
٣quasi-injective

١



ازای به هرگاه نامند ͳم ۴ M-تصویری را N مدول باشد. مدول Έی M کنید فرض .۵.١.١ تعریف

موجود h : N −→ M ͳهمریخت Έی ،f : N −→ B ͳهمریخت هر و g : M −→ B ͳهربروریخت

.gh = f که طوری به باشد

ͳهمریخت هر Mو از X مدول زیر هر ازای به هرگاه نامند، ͳم تصویری -M را N مدول معادلا˦ یا

باشد: ͳجابجای زیر نمودار که طوری به باشد موجود ψ : N −→M ͳهمریخت Έی ،ϕ : N −→M/X

N
ψ

↙ ↓ ϕ
M

π−→ M/X −→ ٠

است. ͳکانون ͳبروریخت π :M −→M/X آن در که

N مانند مدول هر ازای به هرگاه گویند ۵ تصویری را M باشد. مدول Έی M کنید فرض .۶.١.١ تعریف

باشد. تصویری -M هرگاه نامند ͳم ۶ تصویری شبه Mرا مدول است. N-تصویری ،M باشیم داشته

هر ازای به هرگاه گویند ٧ تصویری ͳنسب طور به را {Mi}i∈I مانند ها مدول از ای خانواده تعریف٧.١.١.

است. تصویری -Mj مدول ΈیMi باشیم داشته I در متمایز j و i دو

Mمعادلند: مدول Έی برای زیر عبارات .٨.١.١ گزاره

است؛ Mتصویری (١)

شود؛ ͳم ش΋افته N −→M −→ ٠ ͳبروریخت هر (٢)

است. آزاد یRΈ-مدول مستقیم Mجمعوند (٣)

شود. رجوع [۵] مرج΄ از ١٧.٢ گزاره به برهان.
۴M -projective
۵projective
۶quasi-projective
٧relatively projective

٢



برقرارند: زیر اح΋ام .٩.١.١ گزاره

-N/K و K-تصویری ،M آنΎاه ،K ≤ N اگر باشد. تصویری -N مدول Έی M کنید فرض (١)

است. تصویری

Mi ،i ∈ I هر ازای به اگر تنها و اگر است، تصویری -N مدول Έی
⊕

i∈IMi مستقیم مجموع (٢)

باشد. N-تصویری مدول Έی

Έی N ،i = ١,٢, · · · , n هر ازای به اگر تنها و اگر است تصویری -
⊕n

i=١Ni ،N مدول Έی (٣)

باشد. تصویری -Ni مدول

شود. رجوع [٢٠] مرج΄ از ٣٣.۴-٣١.۴ گزاره به برهان.

Mمعادلند: =M١ ⊕M٢ مدول Έی برای زیر موارد .١٠.١.١ گزاره

است. تصویری -M١ مدول ΈیM٢ (١)

به است موجود N از N ′ مدول زیر ،M = N +M١ که طوری به M از N مدول زیر هر ازای به (٢)

.M = N ′ ⊕M١ که طوری

شود. مراجعه [٣٧] مرج΄ از ١۴.۴١ گزاره به برهان.

ناچیز مدولهای زیر ٢.١

علامت با و گوییم M در ٨ ناچیز را M از N مدول زیر باشد. مدول Έی Mکنید فرض .١.٢.١ تعریف

طور به یا N +L ̸=M باشیم Mداشته از Lمحض مدول زیر هر ازای به هرگاه دهیم، ͳم نمایش N ≪M

.L =M شود نتیجه N + L =M از ،M از L مدول زیر هر ازای به معادل،

دارای Z Z-مدول و است Q گویا اعداد در ناچیز زیرمدول Έی ،Z ΀صحی اعداد که است ͳبدیه .١ مثال

نیست. صفر غیر ناچیز زیرمدول
٨ small

٣



: آنΎاه باشند. Mمدول و N ،L ،K کنید فرض .٢.٢.١ گزاره

.L/K ≪M/K و K ≪M اگر وتنها اگر L≪M آنΎاه K ⊆ L ⊆M اگر (١)

M از ناچیز زیرمدول Έی K١ + ...+Kn آنΎاه Mباشند، از ناچیز زیرمدولهای Kn ،... ،K١ اگر (٢)

است.

که است برقرار ͳزمان مطلب این ع΋س .f(K) ≪ N داریم f : M → N و K ≪ M هر برای (٣)

.Kerf ≪M

.K ≪ L اگر وتنها Kاگر ≪M آنΎاه Mباشد، در مستقیم یΈجمعوند L Kو ⊆ L ⊆M اگر (۴)

باشد. شده تولید M/Kمتناهیا” اگر وتنها اگر است شده تولید Mمتناهیا” آنΎاه ،K ≪M اگر (۵)

شود. رجوع [١٠] مرج΄ از ٢.٢ به برهان.

Mباشد. در ناچیز صفر غیر مدول زیر هر هرگاه نامند ٩ پوچ Mرا صفر غیر مدول Έی تعریف٣.٢.١.

است. پوچ مدول Έی Zp∞ مدول -Z .٢ مثال

Έی K آنΎاه ،L/K ≪ M/K اگر باشد. K ≤ L ≤ M و مدول Έی M کنید فرض تعریف٢.١.۴.

شود. ͳم Mنامیده در L از ١٠ ناچیز هم زیرمدول

معادلند: زیر عبارات آنΎاه باشد. K ⊆ L ⊆M و مدول ΈیM کنید فرض .۵.٢.١ گزاره

Mاست. در L از ناچیز هم زیرمدول K (١)

. K +X =M که دهد ͳم نتیجه L+X =M ،X ⊆M زیرمدول هر برای (٢)

شود. رجوع [١٠] مرج΄ از ٣.٢ به برهان.

٩ hollow
١٠ cosmall

۴



K مانند محض مدول زیر L گاه هر گوییم M در ١١ بسته هم را M از L زیرمدول Έی .۶.٢.١ تعریف

Mباشد. در L از ناچیز هم زیرمدول K بطوری΋ه باشد نداشته

آنΎاه: باشند. مدول زیر K ⊆ L ⊆M کنید فرض .٧.٢.١ گزاره

M/Kاست. در بسته هم L/K آنΎاه Mباشد، در بسته هم L اگر (١)

Mاست. در بسته هم L آنΎاه M/Kباشد، در بسته هم L/K و K ≪ L اگر (٢)

.K ≪ L که دهد ͳم نتیجه K ≪M آنΎاه باشد، بسته هم L ⊆M اگر (٣)

بسته هم L که است برقرار ͳزمان ع΋س و است L در بسته هم K آنΎاه Mباشد، در بسته هم K اگر (۴)

Mباشد. در

شود. رجوع [١٠] مرج΄ از به٣.٧ برهان.

بالابرنده و پذیر م΋مل های مدول ٣.١

برای ١٢ یΈم΋مل Nرا Mباشند. های مدول زیر L Nو و باشد MیΈمدول فرضکنید تعریف١.٣.١.

M = N+L معادل طور به یا باشد، مینیمال خاصیت این به Nنسبت Mو = N+L هرگاه Mگویند، در L

.N ∩ L≪ N و

ضعیف١٣ یΈم΋مل Nرا Mباشند. های مدول Nزیر و L و MیRΈ-مدول فرضکنید تعریف٢.٣.١.

.N ∩ L≪M و N + L =M گاه هر گویند L برای

است. ضعیف م΋مل مدول زیر Έی م΋مل مدول زیر هر که است ΀واض

یΈم΋مل(ضعیف) خلاصه طور به یا م΋مل(ضعیف) مدول یΈزیر Mرا Nاز مدول یΈزیر تعریف٣.٣.١.

Mباشد. از ͳمدول زیر برای م΋مل(ضعیف) Έی N هرگاه نامند
١١ coclosed
١٢ supplement
١٣weak supplement

۵



یΈم΋مل Mدارای از مدول زیر هر هرگاه شود ͳم نامیده ١۴ پذیر(ضعیف) Mم΋مل مدول تعریف٣.١.۴.

Mباشد. در (ضعیف)

هستند. پذیر م΋مل های مدول از ای نمونه ͳآرتین های مدول

Έی دارای M از مدول زیر هر هرگاه نامند، ١۵ پذیر م΋مل - ⊕ مدول Έی را M مدول .۵.٣.١ تعریف

ΈیM از مستقیم جمعوند هر اگر Mاست. از مستقیم یΈجمعوند م΋مل آن که طوری به Mباشد در م΋مل

نامند. ͳم ١۶ پذیر م΋مل - ⊕ کاملا̈ مدول Έی Mرا باشد، پذیر م΋مل - ⊕ مدول

معادلند: زیر Mعبارات از N زیرمدول Έی برای .۶.٣.١ گزاره

Mاست. در م΋مل Έی N (١)

Mاست. در بسته هم که Mاست در ضعیف م΋مل Έی N (٢)

.K ≪ N آنΎاه ،K ≪M و K ⊆ N هرگاه و Mاست در ضعیف م΋مل Έی N (٣)

شود. رجوع [١٠] مرج΄ از به٢٠.٢ برهان.

بΎیرید: نظر در را زیر شرایط .N ≤M و مدول ΈیM کنید فرض .٧.٣.١ گزاره

Mاست. در م΋مل مدول زیر Έی N (١)

Mاست. در بسته هم N (٢)

.K ≪ N آنΎاه ،K ≪M اگر ،K ⊆ N هر برای (٣)

(٣) ⇒ (١) آنΎاه باشد، ضعیف پذیر م΋مل MیΈمدول اگر و هستند برقرار (١) ⇒ (٢) ⇒ (٣) آنΎاه

است. برقرار

شود. رجوع [١٨] مرج΄ از ١.١ لم به برهان.
١۴(weakely) supplemented
١۵⊕- supplemented
١۶completely ⊕- supplemented

۶



: آنΎاه Mباشد. در U از م΋مل Έی V و Mباشند زیرمدولهای V و U کنید فرض .٨.٣.١ گزاره

Wاست. از م΋مل Έی V آنΎاه ،W ⊆ U ͳبعض Wبرای + V =M اگر (١)

است. شده تولید متناهیا نیز V آنΎاه باشد، شده تولید Mمتناهیا اگر (٢)

است. U +K از م΋مل Έی V آنΎاه ،K ≪M اگر (٣)

Mباشد. در بسته Wهم اگر وتنها اگر است V در بسته Wهم آنΎاه .W ⊆ V کنید فرض (۴)

Mاست. در V از م΋مل Έی U آنΎاه Mباشد، در م΋مل Έی U اگر (۵)

شود. رجوع [١٠] مرج΄ از به۴.٢٠ برهان.

: آنΎاه باشد. مدول ΈیM کنید فرض .٩.٣.١ گزاره

برای م΋مل Έی اگر باشد. پذیر م΋مل M١ ونیز باشند M از ͳزیرمدولهای U و M١ کنید فرض (١)

Mاست. در م΋مل Έی دارای نیز U آنΎاه باشد، داشته Mوجود M١در + U

است. پذیر م΋مل Mنیز آنΎاه ،M =M١ +M٢ و باشند پذیر م΋مل M٢مدولهای M١و اگر (٢)

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.٢ به برهان.

معادلند: زیر عبارات ،M شده تولید متناهیا مدول Έی برای .١٠.٣.١ گزاره

است. پذیر Mم΋مل (١)

Mاست. در م΋مل Έی Mدارای از ماکسیمال زیرمدول هر (٢)

است. ناچیز مدولهای زیر Mمجموع (٣)

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.۶ به برهان.

و U مدول زیر دو هر ازای به هرگاه شود، ͳم نامیده ١٧ پذیر فرام΋مل مدول ΈیM مدول تعریف١١.٣.١.

است. V از م΋مل Έی شامل U باشیم داشته ،M = U + V که طوری Mبه از V
١٧amply supplemented

٧



است. ضعیف پذیر م΋مل مدول Έی پذیر م΋مل مدول هر و پذیر م΋مل مدول Έی پذیر فرام΋مل مدول هر

: آنΎاه باشد. پذیر فرام΋مل مدول ΈیM کنید فرض .١٢.٣.١ گزاره

است. پذیر فرام΋مل مدول ΈیM از زیرمدول Έی از م΋مل هر (١)

هستند. پذیر Mفرام΋مل از ͳقسمت خارج مدولهای و جمعوندها (٢)

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.٧ به برهان.

معادلند: زیر Mعبارات مدول Έی برای .١٣.٣.١ گزاره

است. پذیر Mفرام΋مل (١)

Y ≪M و پذیر م΋مل X آن در که نوشت U = X + Y بصورت میتوان را U ⊆M مدول زیر هر (٢)

باشند. ͳم

بطوری΋ه دارد وجود X ⊆ U پذیر م΋مل زیرمدول Έی ،U ⊆M زیرمدول هر برای (٣)

.U/X ≪M/X

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.٩ به برهان.

هر برای هرگاه نامند ( K ≤e M نماد با ) ١٨ M در ͳاساس را M از K زیرمدول Έی .١۴.٣.١ تعریف

. K ∩ A ̸= ٠ باشیم Mداشته از A غیرصفر زیرمدول

بΎیرید: نظر Mدر بر را زیر شرایط باشد. مدول ΈیM کنید فرض

است؛ ͳاساسM مستقیم جمعوند Έی Mدر از مدول زیر هر :(C١) •

مستقیم جمعوند Έی خود باشد، ی΋ریخت M مستقیم جمعوند Έی با که M از مدول زیر هر :(C٢) •

Mاست؛
١٨essential

٨



آنΎاه ،M١ ∩ M٢ = ٠ که طوری به باشند M از ͳمستقیم جمعوندهای M٢ و M١ اگر :(C٣) •

Mاست. مستقیم جمعوند ΈیM١ ⊕M٢

C٢ و C١ شرط در که مدول Έی ،١٩ یافته توسعه را کند صدق C١ شرط در که مدول Έی تعریف٣.١.١۵.

گویند. ٢١ پیوسته شبه را کند صدق C٣ و C١ شرط در که مدول Έی و ٢٠ پیوسته را کند صدق

،ͳتزریق مدولهای و ساده نیمه های مدول و هستند پیوسته شبه پیوسته، مدولهای و ی΋نواخت های مدول

باشند. ͳم پیوسته

است: برقرار همواره زیر مراتب سلسله

یافته. توسعه ⇐ پیوسته شبه ⇐ پیوسته ⇐ ͳتزریق شبه ⇐ ͳتزریق

بΎیرید: نظر زیر صورت Mبه مدول برای را بالا شرایط دوگان

و M١ ⊆ N بطوری΋ه دارد وجود M = M١ ⊕M٢ تجزیه Έی M از N زیرمدول هر برای :(D١) •

N؛ ∩M٢ ≪M

Έی N آنΎاه باشد Mی΋ریخت از مستقیم جمعوند Έی M/Nبا که طوری به N ≤M اگر :(D٢) •

Mاست؛ از مستقیم جمعوند

آنΎاه ،M = M١ +M٢ که طوری به باشند M از ͳمستقیم های جمعوند M٢ و M١ اگر :(D٣) •

Mاست. از ͳمستقیم جمعوند M١نیز ∩M٢

D٢ و D١ شرط در که مدول Έی ،٢٢ بالابرنده را کند صدق D١ شرط در که مدول Έی .١۶.٣.١ تعریف

گویند. ٢۴ گسسته شبه را کند صدق D٣ و D١ شرط در که مدول Έی و ٢٣ گسسته را کند صدق
١٩ extending
٢٠ continuous
٢١ quasi-continuous
٢٢ lifting
٢٣ discrete
٢۴ quasi-discrete

٩



معادلند: زیر عبارات آنΎاه Mباشد. مدول از زیرمدول Έی U کنید فرض .١٧.٣.١ گزاره

است. Mبالابرنده (١)

.U(١− e) ≪M(١− e) و eM ⊆ U طوری΋ه به e ∈ End(M) خودتوان Έی دارد وجود (٢)

.Y ≪M و U = X + Y ،X ⊆ U بطوری΋ه دارد Mوجود از X مستقیم جمعوند Έی (٣)

است. U در مستقیم جمعوند Έی U ∩ V بطوری΋ه Mاست در V م΋مل Έی دارای U (۴)

.U/X ≪M/X و X ⊆ U بطوری΋ه دارد Mوجود از X مستقیم جمعوند Έی (۵)

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.١١ به برهان.

معادلند: زیر Mعبارات مدول Έی برای .١٨.٣.١ گزاره

است. مستقیم جمعوند Έی م΋مل زیرمدول هر و است پذیر Mفرام΋مل (١)

است. Mبالابرنده (٢)

شود. ͳمM از صفر غیر مستقیم جمعوند Έی Mشامل از ناچیز غیر زیرمدول هر (i) (٣)

شود. ͳمM از ماکسیمال مستقیم جمعوند Έی Mشامل از مدول زیر هر (ii)

شود. رجوع [٣٧] مرج΄ از ۴١.١٢ به برهان.

داریم: را زیر نمودار شده، ذکر مطالب توجه با

⇐ پذیر م΋مل ⇐ پذیر م΋مل فرا ⇐ بالابرنده ⇐ گسسته شبه ⇐ گسسته ̸⇐ تصویری شبه ⇐ تصویری

پذیر. م΋مل ضعیف طور به

است. ͳویژگ چنین دارای ZZ مثال عنوان به باشد؛ بالابرنده که ندارد ͳلزوم تصویری مدول Έی حقیقت در

١٠



پایا زیرمدولهای با بالابرنده مدولهای ارتباط ۴.١

باشیم داشته ،f ∈ End(M) هر برای هرگاه شود ͳم نامیده ٢۵ Mپایا از N زیرمدول Έی تعریف١.۴.١.

دهیم. ͳم نشان N ⊴M نماد با و f(N) ⊆ N

باشد. Mپایا از زیرمدول هر هرگاه ٢۶نامند duo-مدول Mرا مدول تعریف١.۴.٢.

آنΎاه: باشد. مدول ΈیM کنید فرض .٣.۴.١ لم

Mاست. از پایا زیرمدول ΈیM از پایا زیرمدولهای اشتراک و مجموع (١)

آنΎاه است، Y از پایا زیرمدول Έی X Mو از پایا زیرمدول Έی Y بطوری΋ه X ⊆ Y ⊆ M اگر (٢)

Mاست. از پایا زیرمدول Έی X

آنΎاه Mباشد، از پایا زیرمدول Έی S Mو =
⊕

i∈I Xi اگر (٣)

S =
⊕
i∈I

πi(S) =
⊕
i∈I

(Xi ∩ S)

Mاست. از تصویری ͳهمریخت i-امین ،πi آن در که

M/X از پایا زیرمدول Έی Y/X و M از پایا زیرمدول Έی X بطوری΋ه X ⊆ Y ⊆ M اگر (۴)

Mاست. از پایا زیرمدول Έی Y آنΎاه باشد،

شود. رجوع ١.١ لم [٧] به برهان.

اگر باشد. مدولها مستقیم مجموع تجزیه Έی M = M١ ⊕M٢ و مدول Έی M کنید فرض .۴.۴.١ لم

.i = ١,٢ برای Ni = N ∩Mi ⊴Mi آن در که N = N١ ⊕N٢ سپس N ⊴M

شود. رجوع ١.١٠ لم [٢۴] به برهان.
٢۵fully invariant
٢۶duo module

١١


