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\	B% 2 x $1�� 	� ��T� �	
 ��8 [�	,! ���� B(x, r) �	,! �� E(X, d) ���� �	�� �� "������

"����	=� G(=1 F� @�	A�>� r ≥ �

B(x, r) = { z ∈ X : d(x, z) ≤ r} .

����� �� ����	�
 �� ��� ��	��� ������ � ��� �� � �� (X, d) �� � � ��� � "�"�"� �����

���� �� �α, β ∈ Γ �� ���� � �! {rα}α∈Γ "#$� �%�%& ����� �� ����	�
 ��  X �� {xα}α∈Γ

'��(� ��(�� ����! �� )�* d(xα, xβ) ≤ rα + rβ

⋂
α∈Γ

B(xα, rα) �= ∅.

+�$� ��,�-!�� .�	 � �/#0� ������ �%�%& 1�	� ������  IR �%�%& ����� ���,2� "�"�"� ����

3���4� ���� �� ������ �� �� ���5 ���

����� � l� 6�#7 �� ���� ��� �� � �4� ���� � � ������� l∞ L∞ K�6L"!"�"� ����

3"4�	

-��,�� �8%	  � �� ���� � ����� ������ � ��� � ���� �� (X, d) ��� � ���� "#"�"� �����

�! �(� ��9�� : x �= z �= y ; z ∈ X �8%	 �x, y ∈ X

d(x, z) + d(z, y) = d(x, y) .

hyperconvex �

metrically convex �
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 x�, x� ∈ X �� ���� � 6��* <�� �� 3�(� ���� ���� =� X ���! >�� "$"�"� �	
�

'����� r�, r� "#$� �%�%& �����

B(x�, r�) ∩ B(x�, r�) �= ∅ =⇒ d(x�, x�) ≤ r� + r� .

���� .�?@� A��/B � �2�� �! "5� �7C4� <�,�  �(�#	 ���D� "5� <E,� )�� F78� GE� ���

�%�%& �����  x�, x� ∈ X �� ���� � ��� HI ��(� ���� ���� X ��� JD� �� 3"5� ��( ����

'����� r�, r� "#$�

B(x�, r�) ∩ B(x�, r�) �= ∅ ⇐⇒ d(x�, x�) ≤ r� + r� .

���� ���� X 6��* <�� �� 3�(� ��44� ��� � ���� ���� X ���! >�� "%"�"� ����

3B(x, �
�
) ∩ B(y, �

�
) = ∅ ��� � d(x, y) = � ��� HI ��(� X -��,�� �8%	  � x, y ��� �! ��� K"4�	

����� ��� �� �"5� � � � ��� ��� B � L�� �(� "�*�
 ����� X ���� ���� "&"�"� �����

'�(� ��� ���� 

X �� ��4 ��� ��� �� ����	�
 �� L���(� ��� HI ��(� �?B�	 X �� ��4 ���  � �� L���(����

3"5� �?B�	

'��0��/� ��� ��� ���-� ��� HI ��(� ���� ����� X ��� K��L"'"�"� ��

3"5� ������ X .�

3"5� �� ��� ���B � L���(� "�*�
 �����  ���� ���� X .�

E	
 ��8 F�	#2� ]���%� �(4	� E��� �!MB  ������ ���� A��/B � �9�B � "("�"� �	
�

��% F,! R;�� �� ���� ������� EF�	?=# ��

binary ball intersection property �
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�� �� ���� 	� 
 {Hβ}β∈Γ  ��� 	�� ! �� � � �� � � = � X � � � ! >� � K<L"�)"�"� ���

6��* <�� �� K�(� ��	� ��( ��� "?9 �0 -	 6��* � �! X ������  �?B�	 ��� ���,2����

3"5� ������  �?B�	 ⋂
β∈Γ Hβ

H�� � � �  3" 4 � 	 �� � �� � � � - 0 ��� � �� � � �� , 2 �  � L�� � (� " ��"�"� �	
�

 � E � �� � H� � � � ! >� � 3� �� � � � � � N 	 �� � , �- !� � .� 	 �  �� IR� �� � � �+� $ �

6��* <�� �� 3�(� H� = {(x, y) : x + y = �, x, y ≥ �} ∪ {(x,−y) : x + y = �, x, y ≥ �}

3"4�	 <���  � HI L���(� ��� ����4� ������ =� �� H�  H�

�"5� BIP ��O�
� � �� � �� ��� L���(� "�*�
 ����� (X, d) ���� ���� "��"�"� �����

�Γ �� Γf ���P0� ������ ���,2���� �� ���� � �! {Bα}α∈Γ ��4 ��� ��� �� ����	�
 �� ��� ���

'��(� ��(�� �⋂α∈Γf
Bα �= ∅

⋂
α∈Γ

Bα �= ∅ .

3"5� BIP "�*�
 ����� ������� ���� �� "�!"�"� �	
�

.�B ������ ���� �� ��� � 3"5� .�B �BIP "�*�
 � X ���� ���� "�#"�"� ���

3"5�

G(
� F� ���) n ≥ � �
 ���� �%	� X �� F%�1 �� �P	Y!� {xn}∞n=� G(=1 ^�� ������

rn = sup
m≥ n

d(xn, xm) .

ball intersection property �



� ������ ������ � ����� �� ���

G���� m ≥ n �1 F�	
 m ���� �� G��(8 F� �9! �� �� {B(xn, rn)}n≥� �	
 ��8 �+�,-� C	_

G���� En� < n� < ... < nk �
 ���� `I d(xn, xm) ≤ rn

xnk
∈ B(xn�, rn�) ∩ B(xn� , rn�) ∩ ... ∩ B(xnk

, rnk
) .

F%�1 �� �P	Y!� {xn} ��Z C	_ ⋂n≥� B(xn, rn) �= ∅ "����	=� E�>� BIP F8U�2 ����� X 	��

a�V2 �� �1 �>� z �=!	� �� ! �� 3�	% O � ⋂
n≥� B(xn, rn) "����	=� limn→∞ rn = � E�>�

�>� {xn} �P	Y!� �_

�

"�� �� E�%	� X �� �� �+�,-� ��� Y 2 x ∈ X E���� �	�� �� (X, d) G(=1 ^�� "�
*���

b��4

dist(x, Y ) := inf{d(x, y) : y ∈ Y } .

"#4	; � � 9�� 
 �� � �� � �� (X, d) �� � � �� � � �� E � �� , 2 �� �� " �$"�"� �����

"#$� �%�%& ����� �� ����	�
 ��  X �� {xα}α∈Γ ����� �� ����	�
 �� ��� ��	��� ������ :X �

)�* dist(xα, E) ≤ rα  d(xα, xβ) ≤ rα + rβ ��� ���� �� �α, β ∈ Γ �� ���� � �! {rα}α∈Γ

'��(� ��(�� ����! ��

⋂
α∈Γ

B(xα, rα) ∩ E �= ∅ .

Q	, # @��� !	� 2 E(X) �	, ! 	 � �� X F;�	� ����� �� �	
 �+�,-�� �� Q	, # @��� !	� "����� �

G(
� F� [�	,! EH(X) �	,! 	� �� X ������� �	
 �+�,-����

externally hyperconvex �



5 ������ ������ � ����� �� ���

X �� ���	��!  �?B�	 �� ���,2���� A  ���� ���� =� (X, d) ���! >�� "�%"�"� �����

' ���� �� ���D ��(�

cov(A) = ∩{B : A ⊆ B,"5� ��4 ��� B} .�

A(X) = {A ⊆ X : A = cov(A)} .�

rx(A) = sup {d(x, y) : y ∈ A} ; x ∈ X .�

r(A) = inf {rx(A) : x ∈ X} .�

diam(A) = sup {d(x, y) : x, y ∈ A} .�

R(A) = inf {rx(A) : x ∈ A} .�

C(X) = {A : A ⊆ X, "5� ����  ��4 A} .�

� "#4	; A Q�/( �� r(A) �A � R(�S �� cov(A) �X �� � ������MS ��� ���,2� �� A(X) �����

3����� A �8D �� diam(A)  A �	 AT�#� Q�/( �� R(A) �: X

�� ����	�
 �� L���(�  "5� X �� ��4 ��� ��� .�,B U��( A(X) V�W � "�&"�"� �	
�

3������� -�	 �� ��
 �����

HI -!��  ������� �� A �! "5� ���� <���E��! Q�/( �X	�� �A AT�#� Q�/( "�'"�"� �	
�

3���� ���D A �� -�	

��X	I ��(� (X, d) ������ ���� ���� �� ���	��! �� ���,2���� A ��� K�.L"�("�"� ��

admissible set �

cover �

Chebyshev radius �	



< ������ ������ � ����� �� ���

. cov(A) = ∩{B(x, rx(A)) : x ∈ X} .�

.∀x ∈ X ; rx(cov(A)) = rx(A) .�

. r(cov(A)) = r(A) .�

. r(A) = �

�
diam(A) .�

. diam(cov(A)) = diam(A) .�

3R(A) = �

�
diam(A) ��� � 3r(A) = R(A) ��� HI �A = cov(A) ��� .�

��� HI ��(� ������ ���� ���� =� X ��� K�.L"�)"�"� ��

A(X) ⊂ E(X) ⊂ H(X) .

>�� +�$� H���� � 3���� �� )�@B� -�	 Y�� 6��* � +�,( �8�� )�� �0 �� "��"�"� �	
�

 E = B

(
(−�,�),�

)
∩ X ���� �� ���D 3�(� �,�-!�� ��� � X = {(x, y) ∈ IR� : x ≥ �} ���!

3H = {(x, x
�
) : � ≤ x ≤ �}

������ H <���,� �"4�	 ������MS �0 "5� :X � "#4	; �9��
 ������ E 6��* <�� ��

3"4�	 �9��
 ������ �0 "5�

HI �� ���	��!  �?B�	 �� ���,2���� A  ���� ���� =� (X, d) ���! >�� "��"�"� �����

'���! �� A��/B ��� 6��* � �� A �� ���� ��5�S ��(�

co(A) = ∩{B : A ⊆ B , �>� ���� B} .

'���! �� A��/B ��� 6��* � -�	 �� A ��4 ���� ��5�S

co(A) = ∩{B : A ⊆ B , �>� ���� 2 ��T� B} .

convex hull ��



c ������ ������ � ����� �� ���

�� ��� 	�� ! Z��! �� A 3�(�  A ⊆ X  ���� ���� =� (X, d) �� � ! >�� "�!"�"� �����

��� ������

∀ ε > � ∃ x�, x�, ..., xn ∈ X ; A ⊆
n⋃

i=�

B(xi, ε) .

3"5� ���	��! Z��! ����T� ���� ���� �� K��L"�#"�"� ���

3"5� .�B ����T� ���� ���� �� K�.L"�$"�"� ���

�� ���� � ��� ��������+���	 �� A(X) 3�(� ���� ���� =� X ���! >�� "�%"�"� �����

��(� ��(�� �diam(D) > � �! D ∈ A(X)

R(D) < diam(D) .

��� ������ ��"
���E� +���	 �� A(X) 3�(� ���� ���� =� X ���! >�� "�&"�"� �����

��(� ��(�� �diam(D) > � �! D ∈ A(X) �� ���� � �! �(� ��9�� c ∈ [�
�
,�)

R(D) ≤ c diam(D) .

3��,	 A��/B -�	 C(X) ��� ��T� ��[ � H��B �� �� H�� "
���E� +���	  +���	 "�'"�"� �	
�

totally bounded ��

normal ��

uniformly normal ��



� ������ ������ � ����� �� ���

�� :���,( ����	�
; ����	�
 �� ��� ������ : ���T� ���,( ��[ �; ���T� �� A(X) "�("�"� �����

3�(� �?B�	 L���(� ����� ����4� ������ L���(� ���� ����� �! A(X) �� �?B�	 ��� ���,2�

:3���� ���D A(X) �� �� -0 -�	 �� ����	�
 <��� L���(�;

K"5� "
���E� +���	 A(X) �! �(� .�B ���� ���� =� X ���! >�� K�<L"!)"�"� ���

3"5� ���T� ���,( ��[ � A(X) 6��* <�� ��

 ���T� ���,( ��[ � A(X) �! �(� ���� ���� =� X ���! >�� K�cL"!�"�"� ���

3"5� ���T� A(X) 6��* <�� �� K"5� +���	

" (� X 	 3� � (�  �� � � � �� �� � � (X�, d�)  (X�, d�) � � � ! >� � " !�"�"� �����

�� ���� � �! ���[ � �(� ��9�� k ≥ � "�\ ��� �� ������ �� �-��( ]�0 �� T : X� −→ X�

��(� ��(�� x, y ∈ X�

d�(T (x), T (y)) ≤ k d�(x, y) .

Lip(T ) ��,	 � �� HI  ����� �� �� -��( ]�0 "�\ ��! )�* ^� �8�� �� �! �k <���E��! �

3���� �� R��,	

3����� �� �[�4#	���_ �� )�� "(�X	 ��(� k = � ���

N � r ����B  N ⊂ M ����� ������ �� �X� ��� B �� r : M −→ N "(�X 	 "!!"�"� �����

3����� M �X����B �� N ���,2� 3r(n) = n � n ∈ N �� ���� � ��/� ��(� �	�,�

Lipschitzian mapping ��

Lipschitz constant ��

nonexpansive mapping ��

retraction ��



�6 ������ ������ � ����� �� ���

�� �[�4#	���_ �X����B M ��� HI ��(� ������ ���� =� M ��� K5L"!#"�"� ���

3��( �� ��	�T	 HI �� �`0�[ ��[ � �! "5� �����

=�  I G��	� ���,2� =� ��� HI ��(�  ���� ���� =� M ��� K�cL"!$"�"� ���

3���� ��9 l∞(I) � M �� �`0�[ �/�#[ H�	�T	

�`0�[ �1�	� ���� =� �� ��4 �� ���,2���� � .�B ���� ���� �� K�6L"!%"�"� ���

3"5�

T (x) = x @	8�
 EG(��8 T : X −→ X �%	&! �� ��	/ �� ! �� x ∈ X �� ! " �
*���

G(
� F� [�	,! Fix(T ) �	,! 	� �� T �%	&! ��	/ X	 ! �+�,-�

�� ����  ��4 ��?B�	 �� ���,2���� A ��� K.�L �	 "!&"�"� ����� ���� ���� ���

3"5� "�\ �8%	 ����� T ��� HI ��(� ���T� �� � ��5��S ��(�X	 T : A −→ A  1�	� ���� =�

T : X −→ X "(�X	  ������ ���� ���� =� (X, d) ���! >�� K�<L"!'"�"� ���

Fε(T ) := {x ∈ X : d(x, T (x)) ≤ ε} ���,2� ε > � �� ���� � 6��* <�� �� 3�(� �[�4#	���_

3"5� ������ -�	

"(�X	 �� 6��* <�� �� 3�(� ���	��!  ������ ����� H ���! >�� K<L"!("�"� ���

3"5� ������ �Fix(T ) <�� � � Z� 3"5� "�\ �8%	 ����� T : H −→ H �[�4#	���_

fixed point ��

Schauder fixed point theorem �	



�� ������ ������ � ����� �� ���

2�3��45 $�.�/0 61(

��� �� C ��`0�[ "(�X	 3�(� x, y ∈ X  ���� ���� =� (X, d) ���! >�� "�"�"� �����

� JD� �� 3����� y  x <� �� =����ab ��4� �C(b) = y  C(a) = x �! �� X � IR �� [a, b] ��4

'����� t�, t� ∈ [a, b] �� ����

d(C(t�), C(t�)) = |t� − t�| ,

3d(x, y) = b − a ��� �

=����ab c
 ���S �� C "(�X	 ���OB ��(� y  x <� =����ab ���4� C ��� " �"�"� �����

3���� �� R��,	 [x, y] ��,	 � �� HI  ������ y  x <� :�� ���� c
 ���S ;��

���4� �X �8%	  � �� <� ����� ������ �� =����ab ���� �� X ���� ���� "!"�"� �����

3�(� ��9�� =����ab

��[ � ���� �� X ��(� ��9�� X =����ab ���� �8%	  � �� <� =����ab c
 ���S =� �%�D� ���

3����	 �� =����ab ��E�

 � �� <� =����ab c
 ���S 3�(� IR � � �0�,/� ��� d  X = IR ���! >�� "#"�"� ����

� ���� =� (X, d) F�B�B <�� � 3����� �� �N	 �� �IR �� �8%	  � HI <� U*� c
 ���S �� �8%	

3"5� =����ab ��E� ��[

�/(� �"5� �`0�[ [�,∞) ⊂ IR � �! �� X =����ab ���� �� �����,2���� " $"�"� �����

3����� �� =����ab

geodesic path ��

geodesic segment ��

metric segment ��

geodesic space ��

uniquely geodesic space ��

geodesic ray ��


