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مقایسه شده   اواروف-آورده شده است. نتایج عددی این پتانسیل با نتایج عددی روش نیکوفوروف

ای شکل را به صورت تحلیلی با بکارگیری پتانسیل نوسانگر شبه هارمونیک حلقهاست. همچنین 

 س و ابرتقارن حل نموده و ویژه مقادیر و ویژه توابع انرژی آن بدست آورده شده است.روش لاپلا
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 مقدمه 6-6

ها به خودی خود شوند. هادرونبندی میها تقسیمها و لپتونهادروندر طبیعت ذرات به دو دسته      

ها )با اسپین ... و مزون Σ ،Λ،  ،  یر صحیح( مثل ها )اسپین غهای بارونشامل دو دسته به نام

دهند. ها تشکیل میو ... هستند و دسته دیگر را ذرات بنیادی لپتون Π ،𝜌 ،𝜔،  ،   مثل صحیح(

شامل شش ذره  نیز کهها هستند. کوارک    و   ،   ،𝜇 ،𝜏،  شامل  و شوندواپاشیده نمیها لپتون

  ،  ،  ،s ،  ،t  اند. به منظور ها نهفتهدر دسته هادرون ،هستند ̅ ، ̅ ، ̅ ، ̅ ، ̅ ، ̅ و شش پاد ذره

را توصیف  شانداریم که رفتارنیاز  تیدرک بهتر رفتار این ذرات و پی بردن به خواص آنها، به معادلا

نیاز  ،صفر، نیمه صحیح و صحیححالت ذرات با اسپین  د. بنابراین به سه معادله برای توصیفنکن

معادلات ماکسول  معادله دیراک و ،گوردون-معادله کلاینعبارتند از  که این معادلات به ترتیب داریم

 پردازیم.و پروکا. در این قسمت به برسی معادله دیراک می

گلیسی توسط فیزیکدان ان 1028دیراک در ذرات بنیادی، معادله موج نسبیتی است که در سال  معادله

ها  کشف شد. این معادله رفتار ذرات با اسپین نیمه صحیح مثل الکترون و فرمیون 1به نام پائول دیراک

باشد. همچنین دیراک  کند و با هر دو اصل مکانیک کوانتومی و نسبیت خاص سازگار می را توجیه می

ه جانبه دست یابد. به کمک این معادله توانست به تمام جزئیات ریز طیف اتم هیدروژن به طور هم

گویند را آشکار کرد به طوری که در آن زمان  این معادله، نوع جدیدی از مواد که به آن پاد ذره می

سه سال بعد از کشف دیراک، اولین  .]1[ ها دیده نشده بود هیچ آثاری از وجود آنها در آزمایشگاه

ین امر کافی بود تا فیزیکدانان آن را مشاهده شد. ا 2پازیترون )پاد ذره( در آزمایشگاه کارل اندرسون

بینی دیراک، پاد ذره جرم سکون و یا در نتیجه  به پاد ذره و پیشگویی دیراک ربط دهند. بر طبق پیش

 انرژی سکون منفی دارد.

کنیم. سپس به برای بدست آوردن معادله دیراک از معادله شرودینگر شروع کرده و آن را بررسی می

ی این معادله و با گوردن رفته و با بررس-دله شرودینگر، یعنی معادله کلاینسراغ شکل نسبیتی معا

مقایسه نقاط ضعف و نقاط آوریم. در آخر هم به دیراک را بدست می  معادلهاعمال تغییراتی اندک، 

 پردازیم.این سه معادله میقوت 

                                                 
1
 Paul Dirac 

2
 Carl Anderson 
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 گوردون-و کلاینشرودینگر  تمعادلا 6-8

 رژی جنبشی در مکانیک کلاسیک مجموع ان      

 
    

  

  
برابر  (     ) و انرژی پتانسیل    

 ،شودو با رابطه ذیل بیان می است که مقدار ثابتی  با انرژی کل 

(1-1)   

  
  (     )    

،دهیم عملگر تکانه و به جای انرژی، عملگر انرژی را قرار میدر مکانیک کوانتومی به جای تکانه، 
 

(1-2) 
  

ℏ

 
   (   

ℏ

 

 

  
      

ℏ

 

 

  
     

ℏ

 

 

  
) 

   ℏ
 

  
 

اعمال  (       ) ی است که روی تابع مرجع زمانی و مکان های ای از مشتق ( مجموعه1-1معادله )

 شود،می

(1-6) ( 
ℏ 

  
    ) (       )   ℏ

 

  
 (       ) 

را در   ای به جرم  ذره (       ) تابع در فرم غیر نسبتی است و  1ه شرودینگر، معادلاین معادله

جداسازی  به روشتوان  کند. این معادله را می توصیف می،   حضور تابع انرژی پتانسیل معین

رودینگر اسپین اولین نقص این که معامله ش .له استمتوجه این معادهایی  اما نقص ،متغیرها حل کرد

به همین علت به معادله  متفاوتی هستند،های  د. در دنیای واقعی ذرات دارای اسپینگیر را در نظر نمی

شرودینگر معادله جامعی نیاز داریم که ذرات با اسپین غیر صفر را نیز شامل شود. نقص دوم  

  غیرنسبیتی بودن آن است.

، شکل نسبیتی معادله شرودینگر را با در نظر گرفتن شکل 2گوردون-ان شخصی بنام کلایندر آن زم

ℏ    اندازه حرکت چاربرداری 
 

     ℏ     به صورت 

                                                 
1
 Schrödinger Equation 

2
 Klein Gordon 
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(1-7)                             

 خواهیم داشت، روابط چاربرداری به شکل ذیل اعمال ادر نظر گرفت، ب

 

(1-2) 
   

 

   
   

{
 

    
 

   
 

 

 

 

  
                                         

     (   
 

  
    

 

  
    

 

  
)
 

                 ℏ    ℏ             ℏ             

 دهیم،را روی آن اثر می (       ) تابع موج 

(1-1)  ℏ      (       )       (       )    

     با در نظر گرفتن 
 

  

  

   
 ،آیدمی در ذیلگوردون به شکل -معادله کلاین 

(1-6)  ℏ (
 

  

  

   
   )            ( 

 

  

   

   
   )  (

  

ℏ
)
 

  

بیتی معادله شرودینگر است. پس واضح گوردون شکل نس-معادله کلاین کنیم،ملاحظه میهمانطور که 

گوردون را با معادله -کند. اگر معادله کلاین را اغنا می بودن کلاین گوردون شرط نسبیتی-است معادله

 خواهیم دید این معادله مشتق دوم زمانی و مکانی دارد. ، شرودینگر مقایسه کنیم

پردازیم. برای معادله  ردون میگو-حال به بررسی چگالی احتمال در معادله شرودینگر و کلاین

 رودینگر چگالی احتمال را به صورت ش

(1-8) 𝜌      

کوانتومی  چگالی جریان  . دهیمنشان می، و مختلط شرودینگر هستند حقیقی معادله   و  بطوریکه 

 به شکل را   
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(1-0)    
 ℏ

  
(         ) 

 ،کنیم جریان را روی معادله شرودینگر اعمال می گیریم. معادله پیوستگی در نظر می

(1-10)  𝜌

  
         

 

 

 

 

(1-11) 

 
 

  
(   )  

 ℏ

  
(           )   

  (
  

  
 

 ℏ

  
   )   (

   

  
 

 ℏ

  
    )   

  (
 ℏ

  
    

 ℏ

  
   )   (

 ℏ

  
     

 ℏ

  
    )    

بررسی پایستگی جریان برای معادله  اکنون بهبینیم پیوستگی جریان برقرار است.  طور که می همان

باید قسمت صفر یک چار بردار باشد ، 𝜌 معادله چگالی احتمال این برای  پردازیم. گوردون می-کلاین

 از رابطه 𝜌برای و به همین منظور 

(1-12) 𝜌  
 ℏ

  
(  

  

  
  

   

  
) 

 و برای چگالی جریان از رابطه چاربرداری 

(1-16)    (𝜌  )  
 ℏ

  
  ( ⃡   ⃡  )  

 ℏ

  
     ⃡     

 کنیم و باتوجه به رابطه ریاضی استفاده می

(1-17)     ⃡     
 

 
      (   )   

 ،آید پایستگی جریان، برای معادله دیراک به صورت ذیل در می

(1-12)      
 ℏ

  
(               )    
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رفا به ستگی صگوردون اثبات شد. اما این پای-پایستگی جریان چاربرداری برای معادله کلاین بنابراین،

رتبه دوم زمانی مگوردون مشتق -از آنجایی که معادله کلاین ، معنی مثبت بودن چگالی احتمال نیست

و مکانی دارد، ممکن است چگالی احتمال مقدار منفی به خود بگیرد و این بر خلاف تعاریف آماری 

ی مرتبه دوم داشتن مشتق زمانی و مکان، گوردون-برای احتمال است. پس نقص دیگر معادله کلاین

 باشد.  می

گوردون پرداختیم و نقص بعدی این معادله از رابطه -تا اینجا به بررسی دو تا از نقایص معادله کلاین

 ،داریم( 1-1)شود. با توجه به رابطة  زیر آشکار می

(1-11)    (         )    

حال آنکه  ،کنیم م و از انرژی منفی صرف نظر میگیری مثبت را در نظر می برای یک ذره آزاد، انرژی

گوردون به -د. نقص سوم معادله کلایننهای منفی نیز وجود داشته باش در طبیعت ممکن است انرژی

 .]2[ شودپدیدار میهای منفی برای ذرات  دلیل نادیده گرفتن انرژی

عدم در نظر گرفتن اسپین  -1:  گوردون که عبارتند از-پس در مطالعات بالا سه نقص معادله کلاین

های منفی برای ذرات  نادیده گرفتن انرژی -6 ،داشتن مشتق مرتبه دوم زمانی و مکانی -2 ،برای ذرات

به منظور یافتن  را مورد بررسی قرار دادیم و دیدیم که این معادله شرایط بالا را پوشش نمی دهد.

 رویم. دله دیراک میباشد به سراغ معاسه شرط بالا را داشته ای که  معادله

 

 معادله دیراک 6-6

(، فرض آسان ساز 1-1) همورد نیاز خود از روی معادل دیراک برای بدست آوردن معادله      

| |  . بر طبق این فرض اعمال کردرا    

(1-16)    (    )  (    ) 

 ،کند( اینگونه تغییر می1-1در نتیجه، رابطه )
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(1-18) (     )    (     )  {
       

       
 

| |ها تنها در شرایط برای معادله دیراک قابل قبول است، اما این جواب هر یک از این دوجواب    

معادله فتن جواب عمومی، . برای یامعادله دیراک باشند جواب عمومیتوانند  نمیدرست هستند، پس 

 کنیم،را حل میذیل اصلی 

          (       )(       )      

(1-10) (           (         )      )    

برابر  ک. اولین فرض دیراشوندهشت ضریب تصحیح هستند که باید تعیین    و    که در آن 

 ،شود حالت معادله بالا اینگونه میبود. با انتخاب این         رفتنگ

 (1-20)                 

 و رابطه بالا خواهیم داشت، (1-1با توجه به رابطه )

     ∑        

   

 ∑     
   

   

   

(1-21) (  )  (  )  (  )  (  )  (        )(        ) 

-، با ضرب دو پرانتز بالا، شانزده جمله زیر حاصل می                  با توجه به 

 ،دنشو

(  )  (  )  (  )  (  )  (  ) (  )  (  ) (  )  (  ) (  )  

 (  ) (  )  (         )     (         )     (         )     

 (         )     (         )     (         )     

(1-22)  

و     (  ). با دانستن است           و     ها که در آنبه طوری 

 ،ترصهطور خلاه ، یا ب   (  )  (  )  (  )
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(1-22) {     }   (

      
    

       
       

      
      

     
      

)       

های پائولی شباهت دارند. با استفاده از قرارداد  های گاما به ماتریس یابیم ماتریس می با کمی دقت در

 داریم، 1استاندارد  بیورکن و درل

(1-26)    (
   
   

)           (     

    
) 

2یکه نشانگر ماتریس   در ماتریس  یک، 6 2 1   ،های پائولی هستند ها ماتریس  که در آن   2  

2نشانگر ماتریس  و صفر 7به صورت ماتریس ( 20-1)پس معادله  های صفر است. با درایه 2   7 

 بازنویسی است، ذیل قابلبه صورت 

(1-27)           (       )(       )    

 معادلهتوانیم میدر این قسمت پس  باشندمورد نظر ما توانند جواب  می پرانتز بالاهر دو 

(1-22)           

بریم و با اثر دادن تابع را به کار می   ℏ    ی شکل چاربرداری آن یعن   به جای کنیم. را حل 

 خواهیم داشت.  موج 

(1-21)  ℏ     (       )     (       )    

 به صورت    ی این معادله به معادله دیراک معروف است. تابع موج اسپینور

(1-26)   (

  

  

  

  

) 

                                                 
1
 Standard Bjorken and Drell Convention 


