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  :چكيده

خصوص در  به طور گسترده در صنايع مختلف هستند كه به هاي جابجايي ثابت پركاربردترين انواع پمپهاي ژيروتوري يكي از  پمپ

. شود ها بيش از پيش احساس مي سازي آن ها نياز به بهينه گونه پمپ با توجه به كاربرد روزافزون اين. كاربرد دارند هاي احتراق داخلي موتور

است، سپس با توجه به  وش استخراج شدهتروكايد با استفاده از تئوري پ در اين پروژه ابتدا معادلات حاكم بر پروفيل روتور يك پمپ اپي

براي عموميت بخشيدن به . است دست آمده سازي به مشخصات حجمي، ديناميكي و هندسي پمپ توابع هزينه و قيود حاكم بر مسئله بهينه

يره مراكز دندانه روتور خارجي جز متغير تعداد دندانه، با استفاده از شعاع دا ها به هاي طراحي تمامي متغير حل بهينه و نيز كاهش تعداد متغير

الگوريتم  ، نوعيهاي صحيح و توابع گسسته در ادامه با توجه به وجود متغير. انجامد بعد نيز مي اند كه اين امر به توابع هزينه بي بعد شده بي

زينه مورد استفاده قرار ابع هبراي حل مسئله بهينه با يك ت و روش الگوريتم رقابتي ترتيبي  بر مبناي رقابت و جستجوي مستقيم يبيكتر

باشد براي  سازي تك هدفه مي هدفه به يك مسئله بهينه سازي چند سازي چندهدفه نياز به تبديل مسئله بهينه براي حل مسئله بهينه. اند گرفته

بعد شده صورت گرفته و در  سازي با استفاده مقادير مختلف جابجايي بي عمليات بهينه. است اين منظور از روش معيار سراسري استفاده شده

هاي مربوط به نرخ جريان و فاكتور نسبي نرخ  دست آمده و منحني هر حالت نقطه، مقدار و پروفيل بهينه براي هر يك از توابع هزينه به

توابع هزينه مورد بعد شده بر هر يك از  هاي مختلف مانند تعداد دندانه و ميزان جابجايي بي تاثير پارامتر از طرفياند،  سايش ترسيم شده

 .اند سازي شده ، بهينههاي مختلف توابع هزينه چندين پمپ نمونه با استفاده از تركيب ،منظور مقايسه بهتر در پايان به. است بررسي قرار گرفته

 .دهد نشان ميها  پمپنتايج حاصل بهبود قابل توجهي را در اكثر 

  سازي با اعداد صحيح آميخته ، بهينهش دندانه، بازده سطحيات جريان، نرخ سايپمپ ژيروتوري، پمپ اپي تروكايد، نوسان :لغات كليدي



  :فصل اول

  مقدمه

اين وظيفه مهم . شود هاي مكانيكي ديده مي اي به نقطه ديگر در اكثر سيستم نياز به روانكاري و انتقال سيال از نقطه

يل كارآيي بالا، سر و صداي كم، تعداد اجزاي دل هاي ژيروتوري به گردد، در اين ميان پمپ ها انجام مي توسط پمپ

سازي،  طور گسترده در صنايع خودرو ها به اين پمپ. اي برخوردارند از اهميت ويژه... اندك، عمر طولاني و 

  .روند كار مي به... هاي سرمايش و گرمايش و  هاي هيدروليكي انتقال قدرت، سيستم ها، سيستم تراكتور

هاي  ها بر اساس مكانيزم گيرند و سينماتيك آن هاي خورشيدي قرار مي ر چرخدندههاي ژيروتوري در شما پمپ

شامل يك چرخدنده داخلي و يك چرخدنده خارجي است، به   اين نوع پمپ .خورشيدي با چرخ داخلي استوار است

اده است، سيال ها بسيار س اصول اوليه كار اين نوع پمپ. طوريكه چرخ داخلي يك دندانه كمتر از چرخ خارجي دارد

شده و تحت تاثير دوران دو عضو گردان به فضاي خارجي با فشار تخليه  مورد نظر به داخل يك مجموعه كشيده

  .شود مي

سازي هندسه مورد استفاده براي  ها در صنايع مختلف نياز به بهينه گونه پمپ با توجه به اهميت و كاربرد روزافزون اين

هاي  سازي پروفيل دندانه پمپ هدف از پروژه حاضر بهينه. گردد پيش آشكار مي ها بيش از گونه پمپ دندانه اين

است، ابتدا اصول حاكم بر رفتار  براي نيل به هدف فوق مطالعات لازم به دو بخش تقسيم گرديده. باشد ژيروتوري مي

ينه گردند به همراه قيود اي كه لازم است به گيرد و توابع هزينه هاي ژيروتوري مورد مطالعه و بررسي قرار مي پمپ
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. گردند بندي مي هاي داخلي و خارجي فرمول هاي حاكم بر هندسه روتور ها شناسايي و با توجه به تئوري حاكم بر آن

يابي موجود براي رسيدن به بهترين نقطه كاركرد مورد بررسي قرار گرفته و با توجه به شرايط  هاي بهينه در ادامه روش

  .گردد خاب ميسئله بهترين روش انتم

  :هاي گذشته مرور پژوهش

 ١هاي داخلي و خارجي يك پمپ ژيروتوري را با استفاده از تئوري پوش هندسه روتور ،]۱[دنيل وكياتو و همكارانش 

ها شرايط لازم و كافي  ها با استفاده از  اصول رياضي حاكم بر هندسه اين نوع پروفيل آن. مورد بررسي قرار دادند

 ،]۲[كوي و همكارانش  بينگ چنگ. نمودند ارائهعدم وجود پروفيل هندسي را با چندين بيان مجزا جهت وجود و يا 

بندي مورد بررسي قرار داده و معادلاتي كلي براي  يدي را با استفاده از معادله مشئهاي سيكلو هندسه چرخدنده

و  ٢تروكايد دو نوع پروفيل اپي آنها هر. دست آوردند هاي داخلي و خارجي و نيز نقاط تماس به هندسه روتور

با استفاده از مدل رياضي پروفيل دندانه  ،]۳[ سيه فان وانگ و چيو ون  يي. را مورد بررسي قرار دادند ٣تروكايد هايپو

براي مقادير نيروي تماس و نيز قيد عدم وجود نقطه منفرد بر روي  بندي خلي و خارجي توانستند فرمولهاي دا روتور

. فاصگي بر وجود نقطه منفرد را نيز در حل مسئله وارد نمودند آنها همچنين اثرات شعاع هم. ه ابداع نمايندپروفيل دندان

تروكايد را  وجود نقطه منفرد بر روي پروفيل داخلي يك چرخ اپي ،]۴[سيه در تحقيقي ديگر  فان وانگ و چيو ون يي

ول براي جلوگيري از ايجاد نقطه منفرد بر روي پروفيل ها توانستند يك ناحيه قابل قب مورد بررسي قرار دادند، آن

هاي سينماتيكي پروفيل تروكايد را مورد مطالعه قرار  پارامتر ،]۵[لوزيكا ايوانوويچ و دانيكا جوسيفوويچ . مذكور بيابند

مي بررسي را با رهيافت ترسي سرعت لغزش بر روي پروفيل دندانه هاي هندسي بر ميزان ها اثرات پارامتر دادند، آن

چانگ . باشد هاي پمپ مي يك پارامتر تعيين كننده بر ميزان سايش چرخ ها همچنين نشان دادند كه لغزش آن. نمودند

موفق شدند كه يك برنامه كامپيوتري براي طراحي پروفيل پمپ و نيز محاسبه مشخصات حجمي  ،]۶[ و همكاران

رفتار ديناميكي سيال در يك  ،]۷[ جاوير و استوه پدرو. يندبداع نماپمپ از جمله جابجايي پمپ و نوسانات جريان ا

وون و همكارانش  مان سون. هاي تئوريك و اجزا محدود مورد مطالعه قرار دادند پمپ ژيروتوري را با استفاده از روش

ها  ، آنهاي پمپ ژيروتوري بدون در نظر گرفتن اثرات ديناميك سيال ابداع نمودند مدلي تئوري از سايش روتور ،]۸[

را براي وارد ساختن اثرات توام سرعت لغزش و تنش تماسي هرتز بر ميزان سايش  ٤نرخ سايش نسبي معيار فاكتور

هندسه پروفيل هايپوتروكايد و شرايط عدم وجود نقطه  ،]۹[سيه  فان وانگ و چيو ون يي. دندانه مورد استفاده قرار دادند

                                                             

1 Envelope Theory 
2 Epitrochoid 
3 Hypotrochoid 
4 WRPF “Wear Rate Proportional Factor” 
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هاي هندسي بيابند كه  اي براي پارامتر ها موفق شدند كه محدوده ار دادند، آنمنفرد را براي اين پروفيل مورد مطالعه قر

توانستند با استفاده از  ،]۱۰[ ها در كاري ديگر آن. نخواهد داشتدر آن محدوده نقطه منفرد بر روي پروفيل وجود 

بازده سطحي را نسبت به دو  تروكايد و هايپوتروكايد پروفيل جديدي توليد نمايند كه بيشترين هاي اپي تركيب پروفيل

هاي ژيروتوري با استفاده  روشي جديد براي توليد پروفيل ،]۱۱[ يان و همكارانش جيا. پروفيل سازنده خود دارا باشد

ها تمامي شرايط هندسي و سينماتيكي لازم براي يك پروفيل  آن. از تعريف يك تابع خطاي فرضي ابداع نمودند

ر را مورد بررسي قرا هاي هندسي متعددي حميل كرده و پروفيلاي مورد نظر بر مسئله تژيروتوري را از طريق تابع خط

كه به كاربر امكان طراحي پروفيل پمپ را  افزاري ابداع نمودند بسته نرم ،]۱۲[ جيمز مونترو و همكارانش. دادند

هاي هندسي  صورت نمودار ههاي حجمي و سينماتيكي پمپ نيز ب داد، همچنين پارامتر صورت كاملا اتوماتيك مي به

اي تغيير دادند كه در  گونه هاي سيكلوئيدي را به پروفيل پمپ ،]۱۳[نيكولا نروگنا و سالواتور مانكو . بود قابل ترسيم مي

باشد اين امر باعث كاهش ميزان سايش  هر بار دوران كامل روتور خارجي تنها دو دندانه در تماس با روتور ديگر مي

هرتز و مشخصات حجمي تماسي هاي تماسي، تنش  نيرو ،]۱۴[ جيمز مونترو و كاستيلا. شود پ ميمهاي پ در دندانه

ر ها مورد مطالعه قرا هاي هندسي و نيز تعداد دندانه را بر آن پمپ را مورد بررسي قرار داده و تاثير هر يك از پارامتر

هاي داخلي و  بع خطا براي توليد روتورالگوريتمي بر مبناي روش تا ،]۱۵[ شيح هسي تنگ و همكارانش. دادند

است، در  هاي هندسي بر كارآيي پمپ را مورد بررسي قرار داده تاثير پارامتر ،]۱۶[سيه  فان چيو. خارجي ارائه نمودند

عنوان دو پارامتر تعيين كننده ميزان  ، بهين دو روتور در نقطه تماساين تحقيق بازده سطحي و نيز اختلاف انحناي ب

هاي هندسي بر تنش تماسي هرتز را نيز با استفاده از تحليل اجزا محدود  اند، وي همچنين تاثير پارامتر بيان شده كارآيي

هاي سيكلوئيدي ابداع  روش جديدي را براي طراحي پروفيل ،]۱۷[ جونگ هو شين. است ررسي قرار دادهمورد ب

موفق شدند كه  ،]۱۸[ چول كيم و همكارانش. بود اده شدهنمود، در اين روش از تئوري مراكز آني سرعت استف

زاويه فشار هاي هندسي پمپ را با استفاده از توابع هزينه نوسانات جريان و جابجايي پمپ و تحت محدوديت  پارامتر

هاي تئوري براي گشتاور و  بندي، فرمول بندي و آب توانست با استفاده از موقعيت نقاط مش ،]۱۹[ ايناگوما. بهينه كنند

ولاديمير باسونوك . رددست آو بند نيز به هاي با آب دست آورد، وي فرمولاسيون خود را براي پمپ جايي پمپ بهجاب

. ها را در دو حالت تئوري و آزمايش مورد مطالعه قرار دادند نحوه توزيع نيروي تماسي بين دندانه ،]۲۰[ و همكارانش

هاي مختلف مورد مطالعه  اثر گذار بر سايش را براي پروفيل عنوان يك پارامتر ميزان لغزش خاص به ،]۲۱[پيتر مير 

 ،]۲۲[ كلبرن. ر.ج. لغزش خاص افزايش ناگهاني داردقرار داد، وي دريافت كه در نقاط با شعاع انحناي كمتر ميزان 

داد، وي  هاي چند لينكي مورد بررسي قرار هاي تروكايد را بر مبناي تئوري حاكم بر مكانيزم معادلات حاكم بر منحني

سينماتيك  ،]۲۳[ مايتي و سينها. مطالعه قرار داد هاي مختلف مورد ها را در پمپ هاي متنوعي از اين منحني كاربرد
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ها با استفاده از برآيند سرعت لغزش و  تروكايد مورد بررسي قرار دادند، آن ها را براي پروفيل اپي حركت چرخ

هاي تماسي  نيرو ،]۲۴[ شونگ و پنگ. دست آوردند كننده بهسته سرعت غلتش در نقطه تماس معياري از خستگي پو

صورت نقطه در نظر  هاي تماس را به سازي محل ها براي ساده بندي نمودند، آن را تحت تاثير فشار داخلي پمپ فرمول

با استفاده از توانستند  ،]۲۵[ ها در تحقيقي ديگر آن. ظر نمودندن ها صرف هاي الاستيك دندانه گرفته و از تغيير شكل

هاي  پروفيل ،]۲۶[بيرد و همكارانش . بندي نمايند هاي تروكايد را فرمول تمامي پروفيل double-generationتئوري 

ها دريافتند كه پروفيل  آن. جايي پمپ مورد مقايسه قرار دادند به نظر جا تروكايد و هايپوتروكايد را از نقطه اپي

اي كاهش  پروفيل دايره ،]۲۷[ بوناندريني و همكارانش. كارآيي كمتري دارد دتروكاي اپي هايپوتروكايد نسبت به 

. محاسبه نمايند نيز ها را يافته را براي پروفيل روتور خارجي ابداع كرده و توانستند مشخصات حجمي اين نوع پمپ

و دريافتند كه افزايش آن اثر شعاع دايره روتور خارجي را بر ميزان جابجايي پمپ بررسي كرده  ،]۲۸[ بيرد و يانيتل

هاي بيضوي و سينوسي را براي روتور خارجي  پروفيل ،]۲۹[ميمي و پناچي . گردد باعث كاهش جابجايي پمپ مي

توانند نوسانات جريان و لغزش خاص كمتري را از خود نشان  ها مي پيشنهاد دادند و توانستند نشان دهند كه اين پروفيل

سانات جريان و نيز جابجايي پمپ را از نقطه نظر نو تروكايد پروفيل اينوولوت و  ،]۳۰[ تحقيقي ديگر اين دو در. دهند

هاي سيكلوئيدي را با  دنده شرايط زيربرش در چرخ ،]۳۱[گيوواني ميايمي و پائولو پناچي . با يكديگر مقايسه نمودند

تغييرات فضاي خالي بين  ،]۳۲[كارش روبينسون و هم .ج.ف. بندي نمودند هاي محدود كننده فرمول استفاده از منحني

بندي خود موفق به  ها با استفاده از فرمول بندي نمودند، آن دو روتور را بر اساس زاويه چرخش روتور داخلي فرمول

برنامه كامپيوتري ارائه كردند كه توانايي  ،]۳۳[سونگ ين جونگ و همكارانش . محاسبه جابجايي پمپ گرديدند

وون و  مان سوون. را بودها را دا اي دندانه بيضي و نيز مشخصات ديناميكي و سينماتيكي آنه ترسيم هندسه پروفيل

. تروكايد با استفاده از مغهوم مراكز آني دوران ابداع نمودند روش جديدي براي توليد پروفيل هايپو ،]۳۴[همكارانش 

د با استفاده از روش ابداعي خود تروكاي ها همچنين مشخصات حجمي و شرط زير برش را براي پروفيل هايپو آن

اي را براي دوري جستن از پديده زيربرش در پروفيل دندانه  ، فرمول ساده]۳۵[ژانگ و همكارانش  .بررسي نمودند

  .پمپ ابداع نمودند

، گيرد يابي چندهدفه قرار مي سازي پروفيل يك پمپ ژيروتوري با توجه به توابع هزينه آن، در شمار مسائل بهينه بهينه

سازي  تواند اعداد صحيحي را اختيار نمايد لذا بهينه هاي پمپ تنها مي هاي روتور تعداد دندانهمتغير از سوي ديگر 

سازي چند هدفه با اعداد  پروفيل يك پمپ ژيروتوري با توجه به وجود توابع هزينه و قيود غيرخطي يك مسئله بهينه

زي با اعداد صحيح آميخته غيرخطي مطالعات كمي صورت سا در زمينه بهينه. باشد صحيح آميخته غيرخطي مي

الگوريتمي بر مبناي رقابت با نام الگوريتم رقابتي ترتيبي ابداع  ،]۳۶[ لكزيانگ يانگ و همكارانش. است تهگرف
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ل گوريتم با استفاده از نقاط تصادفي توليد شده در فضاي جستجو و كاهش دادن منطقه قابل قبول به دنبالنمودند، اين ا

با استفاده از الگوريتم تكاملي ديفرانسيلي روشي ابداع نمودند  ،]۳۷[ پونسيچ و همكارش. گردد مينيمم سراسري مي

با  ،]۳۸[ تيان و همكارانش پنگ. آورد ريزي با اعداد صحيح آميخته را فراهم مي سازي مسائل برنامه كه امكان بهينه

لينو كاستا و . سازي با اعداد صحيح ابداع نمودند روشي را براي بهينه ١استفاده از استراتژي آميخته داروين و بولتزمن

كار  يابي با اعداد صحيح آميخته به هاي تكاملي را براي حل مسائل بهينه الگوريتم ژنتيك و استراتژي ،]۳۹[ همكارش

 ،]۴۰[ و همكارانشكاسام ديپ . هاي متنوعي با يكديگر مقايسه نمودند ها كارآيي دو روش را طي مثال گرفتند آن

. ك.وي. سازي با اعداد صحيح آميخته مورد استفاده قرار دادند الگوريتم ژنتيك كد حقيقي را براي حل مسائل بهينه

سازي با اعداد صحيح بكار  سازي دو فازي را براي حل مسائل بهينه رهيافت بهينه ،]۴۱[ اسريواستاوا و همكارانش

  .بيني نمودند ابع هدف و قيود جهت حركت به سمت نقطه بهينه را پيشها با تخمين گراديان تو گرفتند، آن

نظر هندسه، مشخصات حجمي، مشخصات ديناميكي و  در فصل سوم كليات مربوط به يك پمپ ژيروتوري از نقطه

سازي مرتبط با مشخصات تعريف شده  در فصل چهارم مسئله بهينه. گيرد هاي ساخت مورد بررسي قرار مي محدوديت

فصل چهارم به . گردند هاي طراحي، توابع هزينه و قيود حاكم بر مسئله تعريف مي صل سوم تعريف شده و متغيردر ف

ها با توجه به  پردازد كه در آن معايب و مزاياي هر يك از اين روش سازي مي هاي مختلف بهينه بررسي روش

سازي مورد استفاده قرار  ل مسئله بهينهمشخصات مسئله مورد بررسي بيان گرديده و نهايتا بهترين روش براي ح

فصل پنجم به ارائه نتايج حل بهينه مربوط به مسئله معرفي شده در فصل سوم اختصاص دارد و در پايان نتايج . گيرد مي

  .گردند كلي و پيشنهاداتي جهت ادامه كار در فصل ششم بيان مي

                                                             
1 Darwin and Boltzmann 



  :فصل دوم

 هاي ژيروتوري پمپ

  پروفيل دندانه -۲-۱

 هاي مختصات ديل دستگاهتب -۱- ۲-۱

را در اين  M(xn,yn,zn)تا   M(x1,y1,z1)با مختصات  Mو نقطه  Sn(xn,yn,zn)تا  S1(x1,y1,z1)هاي مختصات  دستگاه

در  Mهاي مختصات بيان ارتباط بين مختصات نقطه  منظور از انتقال دستگاه. گيريم نظر مي در هاي مختصات دستگاه

  :هاي زير را داراست هاي مختصات كاربرد ها انتقال دستگاه تئوري چرخدنده در. باشد دو دستگاه متفاوت مي

سطح طي شده توسط يك ) ب ،مسير طي شده توسط يك نقطه از يك جسم متحرك) براي تعيين معادلات الف

رت صلب به يك مكان هندسي سطوحي كه به صو) ج ،صورت صلب به يك جسم متحرك متصل است خط كه به

براي بيان معادلات يك سطح يا خط داده شده در چندين دستگاه مختصات مجزا و بيان ) اند، د جسم متحرك متصل

  ]۴۲[. ها در يك دستگاه صلب واحد آن

  :مركز هاي مختصات هم تبديل دستگاه

در اين دو دستگاه با  Mگيريم، بيان نقطه  در نظر مي) ۱- ۲(را مطابق شكل  Smو  Snهاي مختصات دكارتي  دستگاه

  .است بيان شده) ۱- ۲(طه راب
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mmmmmmnnnnnn kzjyixkzjyixM ++=++=  )١-٢(  

راحتي قابل بيان  به Smو  Snهاي  هاي دستگاه ارتباط بين مولفه Snفوق در بردارهاي يكه  دستگاه  رابطهبا ضرب داخلي 

  :لذا داريم بودخواهد 

)()()( nmmnmmnmmnn zyxx ikijiiiM •+•+•==•  )٢-٢(  

)()()( nmmnmmnmmnn zyxy jkjjjijM •+•+•==•  )٣-٢(  

)()()( nmmnmmnmmnn zyxx kkkjkikM •+•+•==•  )٤-٢(  

  
  Smو  Snدكارتي  مركز هم هاي مختصات دستگاه: ۱- ۲ شكل

  :صورت زير بيان نمود توان به بيان ماتريسي رابطه فوق را مي

mnmn xLx =  )٥-٢(  

  :صورت زير قابل بيان است ران نام داشته و بهوماتريس د Lnmكه در آن 

















•••
•••
•••

=
















=

nmnmnm

nmnmnm

nmnmnm

nm

lll

lll

lll

kkkjki

jkjjji

ikijii

L

333231

232221

131211

 )٦-٢(  

  :مركز هاي مختصات غير هم گاهانتقال دست

دستگاه مختصات  Snمتصل به آن و  Smهمراه دستگاه مختصات  جسم صلبي كه در فضا در حال حركت است را به

مشخص  Snو  Smهاي  در دستگاه rn(xn,yn,zn)و  rm(xm,ym,zm)با بردارهاي  Mمحل نقطه . گيريم ثابت در نظر مي

  )۲- ۲(شكل . گردد مي
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در  Mكه معرف مسير طي شده توسط نقطه  rnعنوان پارامتر حركت تعريف نماييم آنگاه بردار  ا بهر φاگر پارامتر 

  :صورت زير تعريف نمود به φو پارامتر حركت  Smهاي دستگاه  توان با استفاده از مولفه است را مي Snدستگاه 

)),,,(),,,,(),,,,(( ϕϕϕ mmmnmmmnmmmn zyxzzyxyzyxxnn rr =  )٧-٢(  

  :صورت زير نوشت را با توجه به قوانين جمع برداري به rmو  rn هاي توان ارتباط بين بردار از طرف ديگر مي

)( mnmn OO+= rr  )٨-٢(  

 :داريم) ۸-۲(با توجه به رابطه 

mmmmmmn
O

nn
O

nn
O

nnnnnnn zyxzyxzyx mmm kjikjikji +++++=++ )()()(   )٩-٢(  

  
  Smو  Snمركز دكارتي  همغيرهاي مختصات  دستگاه: ۲-۲شكل 

xnكه در آن 
(Om)  ،yn

(Om)   وzn
(Om) طه مشخص كننده محل نقOm  مركز دستگاه مختصاتSm  و(in,jn,kn) هاي  بردار

با ضرب داخلي طرفين رابطه بالا . باشند مي Smهاي يكه دستگاه مختصات  بردار (im,jm,km)و  Snيكه دستگاه مختصات 

  .دست آورد به Smهاي دستگاه مختصات  را با استفاده از مولفه rnهاي بردار  توان مولفه مي Snهاي يكه دستگاه  در بردار

)()()()(
nmmnmmnmm

O
nn zyxxx m ikijii •+•+•+=  )١٠-٢(  

)()()()(
nmmnmmnmm

O
nn zyxyy m jkjjji •+•+•+=  )١١-٢(  

)()()()(
nmmnmmnmm

O
nn zyxzz m kkkjki •+•+•+=  )١٢-٢(  

  :توان به فرم ماتريسي زير نيز بيان نمود را مي) ۱۲-۲(تا ) ۱۰-۲(روابط 

][][ mnmn xMx =  )١٣-٢(  
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  :كه در آن
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 )١٤-٢(  

[ ]T
nnnn zyx 1][ =x  )۲-۱۵(  

[ ]T
mmmm zyx 1][ =x  )١٦-٢(  

  اي هاي صفحه منحني -۲- ۲-۱

ها را  توان مباني حاكم بر اينگونه منحني باشد اما مي اي بر مبناي درك شهودي مي هاي صفحه ايده اصلي توليد منحني

اي با استفاده از معادلات  هعمدتا معادله يك منحني صفح. ]۴۲[هاي هندسي محكم نيز بيان نمود با استفاده از استدلال

عنوان پارامتر در نظر گرفته  به θدر اينجا ( a<θ<bگردد كه خود معرف يك انتقال پيوسته از بازه باز  پارامتري بيان مي

  :صورت زير بيان گردد تواند به اين انتقال مي. به يك فضاي دو بعدي است) است شده

G,      )y()x()(    )( 0 ∈+=∋∈ θθθθθ jirr C  )١٧-٢(  

توابعي  Gدر بازه  y(θ)و  x(θ)به اين معناست كه  C0نماد . باشد مي (a,b)معرف بازه  Gهاي يكه و  بردار i ,jكه در آن 

يك است به اين معنا كه براي هر مقدار  به كنيم كه نگاشت فوق يك نگاشت يك در عين حال فرض مي. اند پيوسته

r(θ) يك  تنهاθ  از بازهG دهد يك اين نگاشت را نشان ميصورت شمات به) ۳-۲(شكل . وجود دارد.  

  
  بعدي به فضاي دو Gيك از بازه باز  به نگاشت يك: ۳-۲شكل 


