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چͺیده

(V IP ) وردشͬ نابرابری مسئله برای (PPM) پروکسیمال نقطه تقریب روش به توجه با نامه پایان این در

مبادرت (V OP ) و (V IP ) مشترک جواب یافتن به که پردازیم مͬ (V OP ) برداری سازی بهینه مسئله و

سازی بهینه مسئله مشترک جواب یافتن برای (PPM) ترکیبی پروکسیمال نقطه روش گسترش به و کند مͬ

مͬ ارائه (V IP ) وردشͬ نابرابری مسئله و (EP ) تعادل مسئله حل برای الͽوریتمͬ پردازیم.ابتدا مͬ نیز

را (PPM) گام سپس ، کرده پیدا را (AEP ) ͬͺکم تعادل مسئله تقریبی جواب الͽوریتم این دهیم.در

نیز دیͽری ترکیبی بریم.الͽوریتم مͬ کار به متناظر (V IP ) برای را اکستراگرادیانت روش و (EP ) برای

ͬͺکم تعادل مسئله تقریبی جواب الͽوریتم این شود.در مͬ بیان مختلف تعادل مسئله دو همزمان حل برای

مͬ استفاده g تابع با متناظر ͬͺکم تعادل مسئله حل برای جواب این از سپس یابیم مͬ را f تابع با متناظر

کنیم.

روش ، ترکیبی پروکسیمال نقطه روش ، وردشͬ نابرابری مسئله ، تعادل مسئله کلیدی: های واژه

ترکیبی الͽوریتم ، اکستراگرادیانت
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مطالب فهرست

پیشͽفتار

تقریب از استفاده با وردشͬ برابری نا سازی منظم عنوان با ای مقاله در ١٩٧٠ سال در [١۵]١ مارتینت

موارد در (V IP ) وردشͬ نابرابری و سازی بهینه مسائل حل برای را پروکسیمال نقطه روش پی، در پی

نقطه الͽوریتم و یͺنوا های عملͽر نام با ای مقاله در ١٩٧۶ سال در [٢٢] راکفلر٢ کرد. معرفͬ یͺنوا

درونͬ نقطه روش عنوان با ای مقاله در ٢٠٠٩ سال در [۵] ٣ͷداد.بوراچی گسترش را روش این پروکسیمال

عملͽر با وردشͬ نابرابری مسائل حل برای تا کرد ادعا وردشͬ، نابرابری مسائل برای دقیق غیر پروکسیمال

روش این است. مناسب دقیق غیر پروکسیمال درونͬ نقطه روش خطͬ محدودیت با بیشین یͺنوای های

همͽرایی ͷی و کند مͬ استفاده فاصله شبه مانع تابع از که است روشͬ شد بیان [٣]۴ اسلندر توسط که

غیر درونشان ها آن شدنͬ ناحیه که مسائلͬ برای فقط روش این وجود این دارد.با ناچیز مفروضات تحت

الͽوریتم دقیق غیر های متغیر عنوان با ای مقاله در ٢٠٠٣ سال در [١٠] دارد.ایزوم۵ کاربرد است تهͬ

[٢۵]۶ یانگ همچنین کرد. اشاره (V IP ) برای پروکسیمال نقطه روش یͺنوایی، بدون پروکسیمال نقطه

کرد. اشاره ٢٠٠٨ سال در هیلبرت فضاهای در تعادل مسائل برای پروکسیمال روش مقاله در روش این به

های است.گسترش شده برده کار به (V OP ) برداری سازی بهینه مسائل حل برای (PPM) گسترشهای

الͽوریتم مقاله در توان مͬ را موضوع این رود. مͬ کار به نیز (EPS) تعادل مسائل حل برای (PPM)

[١٣]٨ کونوو دید. ١٩٩٧ سال در [۴] ٧ فلام از تعادلͬ های برنامه در استفاده مورد پروکسیمال شبه های

ممͺن متغیره دو تابع که پرداخت محدب مجموعه روی کلͬ تعادل مسئله ͷی بیان به ٢٠٠٣ سال در

روش از دوگان مسئله برای حلͬ راه گرفتن نظر در با تواند مͬ موضوع این که کرد ادعا و نباشد یͺنوا است

چند اخیراٌ است. خطͬ غیر محدود مسائل برای کاربردی خود این شود. حل دقیق غیر پروکسیمال نقطه
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مطالب فهرست

[۶]٩ موردوخوویچ اند. شده معرفͬ معروفند، (HAPM) ترکیبی پروکسیمال تقریب روش به که مدل

تقریب روش مقاله در (V IP ) و (V OP ) مشترک جواب ͷی یافتن برای روشͬ بیان به ٢٠١٠ سال در

ͷی مقاله این در است. پرداخته برداری سازی بهینه برای ͬͺکم وردشͬ های نابرابری با ترکیبی پروکسیمال

هیلبرت فضای از هایی نگاشت برای ضعیف موثر نقاط کردن پیدا برای جامع برداری سازی بهینه مسئله

با بسته و محدب شده مشخص های مخروط آخر گیرد.در مͬ قرار مطالعه مورد دلخواه باناخ فضای به

ͷی برداری سازی بهینه مسائل های جواب کردن پیدا آیند.برای مͬ در مرتب جزئا صورت به ناتهͬ درون

تقریب روش شود. مͬ معرفͬ یͺنوا و شیتز لیپ پیوسته های نگاشت برای ͬͺکم وردشͬ نابرابری مسئله

جامع برداری سازی بهینه مسائل برای ترکیبی پروکسیمال تقریب روش به برداری سازی بهینه در پروکسیمال

و وردشͬ نابرابری مسئله جواب ͷی تا شود مͬ داده گسترش اکستراگرادیانت روش ترکیب گرفتن نظر در با

تقریب روش در شود. مͬ پیدا ماکزیمال یͺنوای عملͽر ریشه ͷی یافتن برای پروکسیمال تقریب نقطه روش

نگاشت برای وردشͬ نابرابری مسائل تقریبی های جواب کردن پیدا شامل ها مسئله زیر ترکیبی پروکسیمال

یافت اصلͬ تابع ͷی سازی منظم برای ضعیف موثر نقاط آخر در هستند. یͺنوا و شیتز لیپ پیوسته های

زیر در شده گفته ترکیبی الͽوریتم برای مطلق و نسبی های نسخه در که شود مͬ داده نشان سپس شود. مͬ

نقاط وسیله به شده تولید های دنباله از ضعیف همͽرایی شوند، مͬ حل تقریبی بطور فقط که هایی مسئله

سازی بهینه برای را مذکور ترکیبی های الͽوریتم های توسیع از بعضͬ همچنین دارد. وجود ضعیف موثر

حل برای (PPM) ایده چند ترکیب پایه بر اخیر شود.روش مͬ بیان بریجمنͬ توابع از استفاده با برداری

مقاله در ١٩٧٧ سال در [١۴]١٠ کرپلوویچ است. (V IP ) حل برای اکستراگرادیانت روش و (V OP )

است. کرده اشاره فوق روش به دیͽر مسائل و زینͬ نقاط کردن پیدا برای اکستراگرادیانت روش عنوان با ای

روش اصلاح باعنوان ای مقاله در را فوق روش ١٩٨٩ سال در [١٢]١١ خوبوتوو که است حالͬ در این

داد. گسترش خاص، سازی بهینه مسائل و وردشͬ نابرابری حل برای اکستراگرادیانت

شود: مͬ تقسیم فصل ۶ به نامه پایان این

Mordukhovich٩
Korpelevich١٠
Khobotov١١

خ



مطالب فهرست

ماکزیمال یͺنوای عملͽر بررسͬ به سپس و شود مͬ داخته پر مقدماتͬ مفاهیم تعاریفو به ابتدا : اول فصل

پردازیم. مͬ

ماکزیمال یͺنوای عملͽر ریشه یافتن برای را الͽوریتمͬ و تعریفکرده را پروکسیمال روشنقطه : دوم فصل

دهیم. مͬ ارائه

آشنا (EP ) حل برای پروکسیمال نقطه الͽوریتم و وردشͬ نابرابری و تعادل مسئله با خواننده : سوم فصل

اکستراگرادیانت روش به وردشͬ نابرابری مسئله حل برای که الͽوریتمͬ ادامه در چنین شود.هم مͬ

کرد. خواهیم ارائه را است معروف

نابرابری و تعادل مسائل برای آنها کاربردهای و کاهشͬ مسیر و گپ توابع وبررسͬ توضیح به : چهارم فصل

شود. مͬ داخته پر وردشͬ

الͽوریتمͬ کنیم.ابتدا مͬ صحبت ترکیبی پروکسیمال روش دو گسترش مورد در فصل این در پنجم: فصل

حل را دیͽری ترکیبی الͽوریتم سپس دهیم مͬ ارائه (V IP ) و (EP ) مشترک جواب یافتن برای

کنیم. مͬ بیان مختلف تعادل مسئله دو همزمان

کرد. خواهیم ارائه مربوطه ترکیبی های الͽوریتم بیشتر و بهتر تفهیم برای را ای برنامه ششم: فصل

د



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

توپولوژی فضای ١.١

Xاست)به های مجموعه زیر همه گردایه ٢X از (منظور τ ⊂ ٢X Xو ̸= ∅ کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشند: برقرار زیر شرایط که باشد ای گونه

∅ ∈ τ, x ∈ τ .١

∩ni=١Ei ∈ τ آنگاه E١, E٢, ..., En ∈ τ هرگاه .٢

∪αEα ∈ τ آنگاه Eα ∈ τ هرگاه .٣

نامند. مͬ ͬͺتوپولوژی فضای ͷی را (X, τ) اینصورت در

{X, ∅} عنصر) کمترین با (توپولوژی X در توپولوژی X.کوچͺترین ̸= ∅ کنید فرض .٢.١.١ تعریف

و ناگسسته توپولوژی به ترتیب به که است ٢X(عنصر کمترین با (توپولوژی X در توپولوژی بزرگترین و

موسومند. گسسته توپولوژی

باشد. ͬͺتوپولوژی فضای ͷی (X, τ) کنید فرض .٣.١.١ تعریف

اگر فقط و اگر گویند A ⊂ X انباشتگͬ) ، (حدی تجمعͬ نقطه ͷی را x ∈ X

x ∈ G ∈ τ =⇒ (G− {x}) ∩ A ̸= ∅

١



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

: اگر وتنها اگر است A ⊂ X مرزی نقطه x ∈ X

x ∈ G ∈ τ =⇒ G ∩ A ̸= ∅, G ∩ (X − A) ̸= ∅

باشد. باز X − A = Ac اگر گویند بسته را A ⊂ X مجموعه

دارای S نامتناهͬ مجموعه زیر هر آنگاه باشد توپولوژی فضای در فشرده ای مجموعه S اگر .۴.١.١ قضیه

است. تجمعͬ نقطه

کنید. [٢٢]مراجعه به اثبات.

دو x ̸= y که x, y ∈ X هر برای اگر گویند هاسدورف را (X, τ) توپولوژی فضای .۵.١.١ تعریف

.y ∈ V و x ∈ U که باشند داشته وجود V و U باز مجموعه

نامیده ͬͺتوپولوژی برداری فضای ͷی τ توپولوژی با X مانند حقیقͬ برداری فضای ͷی .۶.١.١ تعریف

هرگاه شود مͬ

باشد. پیوسته X به X ×X از (x, y) 7−→ x+ y نگاشت .١

باشد. پیوسته X به R×X (λ, y) 7−→ λy نگاشت .٢

باشند. پیوسته τ توپولوژی تحت بردار در اسͺالر ضرب و برداری جمع اعمال یعنͬ

گویند خطͬ را f f.تابع : U → V و باشند ͬͺتوپولوژی برداری فضای V و U فرضکنید تعریف٧.١.١.

باشیم داشته α, β ∈ F و u, v ∈ U هر برای هرگاه

f(αu+ βv) = αf(u) + βf(v)

توابع تمام شامل که دهیم مͬ نشان X∗ با را X ͬͺتوپولوژی برداری فضای فضای دوگان .٨.١.١ تعریف

Xاست. روی پیوسته و خطͬ

باشد. Xهمͽرا از عضوی به X در کوشͬ دنباله هر گوینداگر کامل Xرا ͷمتری فضای .٩.١.١ تعریف

٢



مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گویند. مͬ باناخ فضای را باشد کامل ، نرم از حاصل ͷمتری به نسبت که نرمداری فضای تعریف١٠.١.١.

ای گونه به . : X × X → R تابع و باشد حقیقͬ برداری فضای ͷی X کنید فرض .١١.١.١ تعریف

کند صدق زیر شرایط در که باشد

< x.x >= ◦ ←→ x = ◦ .١

x.y = y.x .٢

x.(y + z) = x.y + x.z .٣

α(x.y) = (αx).y = x.(αy) α ∈ R .۴

x ∈ X که ∥x∥ =
√
x.x نرم تحت (X, .) اگر گویند. داخلͬ ضرب فضای را ویژگͬ این با فضایی

را حقیقͬ هیلبرت فضای Xآنگاه = R اگر که است ذکر به لازم گویند. هیلبرت فضای Xرا باشد، کامل

داشت. خواهیم

برقرار زیر شرایط x, y ∈ H هر برای آنگاه ، باشد حقیقͬ هیلبرت فضای H کنید فرض .١٢.١.١ لم

است:

∥x+ y∥٢ ≤ ∥y∥٢ + ٢ < x, x+ y > .١

∥αx+ (١− α)y∥٢ = α∥x∥٢ + (١− α)∥y∥٢ − α(١− α)∥x− y∥٢ .٢

∥x− y∥٢ = ∥x∥٢ + ∥y∥٢ − ٢ < x, y > .٣

k ≥ ◦ هر برای که باشد حقیقͬ دنباله {αk} و باشد حقیقͬ هیلبرت فضای H کنید فرض .١٣.١.١ لم

روابط در σ ≥ ◦ از بعضͬ برای که باشند H در دنباله دو {yk} و {xk} همچنین .a ≤ αk ≤ b < ١،

کنند: مͬ صدق زیر
lim supk→∞ ∥xk∥ ≤ σ

lim supk→∞ ∥yk∥ ≤ σ

limk→∞ ∥αkxk + (١− αk)yk∥ = σ

limk→∞ ∥xk − yk∥ = ◦ : آنگاه

٣
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کنید. مراجعه [٨] به اثبات.

ضعیف توپولوژی ٢.١

تعریف زیر صورت به را x◦ ∈ X ضعیفحول ͬͽهمسایX ͬͺتوپولوژی فضای برای ابتدا تعریف١.٢.١.

کنیم. مͬ

νw = {x ∈ X| | < x− x◦, x⋆i > | < ϵ ∀i ∈ {١,٢, ...,m} }

اشتراک و دلخواه اجتماع صورت به X روی ضعیف توپولوژی ͷی .x∗i ∈ X∗ و m ∈ N, ϵ > ◦ که

دهیم. مͬ نشان τ(X,X⋆) نماد با و است X روی ضعیف های ͬͽهمسای از متناهͬ

اینصورت در باشند، ͬͺتوپولوژی و ͬͺتوپولوژی برداری فضاهای ترتیب Xبه Zو فرضکنید .٢.٢.١ گزاره

ψ : Z → X

باشد. پیوسته x⋆ ◦ ψ ترکیب x⋆ ∈ X⋆ هر برای اگر وتنها اگر است پیوسته ضعیف توپولوژی با همراه

است. هاسدورف τ(X,X⋆) ضعیف توپولوژی با همراه X باناخ فضای .٣.٢.١ گزاره

کند. مͬ صدق زیر شرایط در {xn} ⊂ X اینصورت در باشد باناخ فضای X کنید فرض .۴.٢.١ گزاره

x⋆ ∈ X⋆ هر برای < xn, x
⋆ >→< x, x⋆ اگر< تنها و اگر xn ⇀ x .١

xn ⇀ x گاه آن ∥xn − x∥ → ◦ اگر .٢

∥x∥ ≤ limn→∞ inf ∥x∥ و است کراندار {∥xn∥} گاه آن xn ⇀ x اگر .٣

< xn, x
∗
n >→< x, x∗ > آنگاه x∗n → x∗ و xn ⇀ x اگر .۴

کنید. مراجعه [٢٢] به اثبات.

۴
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محدب آنالیز در اساسͬ مفاهیم ٣.١

با را محدب غلاف اینصورت در Xباشد برداری فضای از ای مجموعه زیر S کنید فرض .١.٣.١ تعریف

دهیم. مͬ نشان زیر صورت به و دهیم مͬ نشان Co(S)

Co(S) = {
n∑
i=١

λixi|n ∈ N,
n∑
i=١

λi = ١, λi ≥ ◦, xi ∈ S∀i ∈ {١,٢, ..., n}}

وجود اگر گویند آفین پیوسته را F : X → R تابع باشد. باناخ فضای X کنید فرض .٢.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ∈ X هر برای طوریͺه به α ∈ R و x⋆ ∈ X⋆ باشد داشته

F (x) =< x, x⋆ > +α

.

x, y ∈ Rn هر برای اگر محدبگوییم را f f.تابع : Rn → R̄ = R∪{∞} فرضکنید تعریف٣.٣.١.

باشیم داشته λ ∈ [◦,١] و

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)

(بالایی) پائینͬ پیوسته نیم x◦ در را f .تابع f : Rn → R̄ = R ∪ {∞} کنید فرض .۴.٣.١ تعریف

.limx→x◦ inf f(x) ≥ f(x◦) گاه هر گوییم

(limx→x◦ sup f(x) ≤ f(x◦))

است پائینͬ پیوسته نیم ضعیفا F : X → R̄ تابع باشد. باناخ فضای X کنید فرض .۵.٣.١ تعریف

xاگر ∈ Xدر

lim
n→∞

inf F (xn) ≥ F (x)

که وقتͬ

xn ⇀ x

۵
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پیوسته نیم ضعیفا x ∈ X هر برای اگر است پائینͬ پیوسته نیم ضعیفا F : X → R̄ تابع هر .۶.٣.١ تذکر

باشد. پائینͬ

است. پائینͬ پیوسته نیم ضعیفا ، پائینͬ پیوسته نیم F : X → R̄ تابع هر .٧.٣.١ نتیجه

نیمه را f باشد. تهͬ غیر و بسته ، محدب Kمجموعه و f : K ×K → R کنید فرض .٨.٣.١ تعریف

باشیم داشته x, y, z ∈ K هر برای هرگاه گویند x در بالایی پیوسته

lim sup
t→◦+

f(tz + (١− t)x, y) ≤ f(x, y)

، x ∈ Rn هر برای هرگاه گویند بدیهͬ غیر یا سره را f : Rn → R̄ = R ∪ {∞} تابع .٩.٣.١ تعریف

f(x) >∞ , Dom(f) = {x : f(x) <∞} ̸= ∅

داشت: خواهیم را زیر تعاریف اینصورت در ، f : Rn → R کنید فرض

طوریͺه به موجودباشد، L > ◦ حقیقͬ عدد هرگاه گویند پیوسته شیتز لیپ را f تابع .١٠.٣.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ Rn هر برای

∥f(y)− f(x)∥ ≤ L∥y − x∥

گویند. مͬ انقباضͬ را f ،L < ١ که صورتͬ در و غیرانبساطͬ را f ، L = ١ اگر

را f تابع است. زیر بصورت که داریم f تابع بودن انقباضͬ برای را دیͽری تعریف .١١.٣.١ تعریف

باشیم داشته x ̸= y که x, y ∈ Rn هر برای هرگاه گویند انقباضͬ

∥f(y)− f(x)∥ < ∥y − x∥

کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت x ∈ Rn هر رابرای f گراف اپی .١٢.٣.١ تعریف

epi(f) = {(x, λ) ∈ Rn × R : f(x) ≤ λ}

۶
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: از است عبارت x ∈ Rn هر برای f تابع گراف .١٣.٣.١ تعریف

graph(f) = {(x, y) ∈ Rn × R : y ∈ f(x)}

شود: مͬ تعریف زیر بصورت α ∈ R هر و x ∈ Rn هر برای f تابع تراز مجموعه .١۴.٣.١ تعریف

Levα(f) = {x : f(x) ≤ α}

هستند: معادل زیر شرایط f : Rn → R̄ کنید فرض .١۵.٣.١ گزاره

است. پائینͬ پیوسته نیم f الف.

است. بسته epi(f) ب.

است. بسته Levα(f) ج.

f تابع آنگاه باشد فشرده X ⊂ Rn و پائینͬ پیوسته نیم و سره f : Rn → R̄ کنید فرض .١۶.٣.١ گزاره

یعنͬ: کند، مͬ اختیار را خود کران و است کراندار پايین از

inf
x∈X

f(x) = f(x◦)

کراندار f تابع ترازهای مجموعه بلͺه نباشد Xفشرده ولͬ باشد برقرار قبل گزاره شرایط اگر .١٧.٣.١ تذکر

کند. مͬ اختیار را خود کران و است کراندار پايین از f تابع هم باشدباز

: اگر وتنها اگر است محدب شبه f ، باشد مشتقپذیر f اگر .١٨.٣.١ تعریف

f(x) ≤ f(y) =⇒ < ▽f(y), x− y >≤ ◦

محدب ،شبه است تهͬ غیر و بسته و محدب مجموعه K که f : K → R گفت توان مͬ چنین هم

باشیم: داشته λ ∈ [◦,١] و x, y ∈ K هر برای اگر وتنها اگر است

f(λx+ (١− λ)y) ≤ max{f(x), f(y)}

٧
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:x ̸= y که x, y ∈ K برای هرگاه گویند محدب شبه اکیدا را f

f(λx+ (١− λ)y) < max{f(x), f(y)}

اگر: اگروفقط رامحدبنماگویند f ، باشد مشتقپذیر f اگر .١٩.٣.١ تعریف

< ▽f(y), x− y >≥ ◦ =⇒ f(x) ≥ f(y)

:λ ∈ [◦,١] و x, y ∈ Rn هر برای هرگاه گویند ρـمحدب را f تابع .٢٠.٣.١ تعریف

f(λy + (١− λ)x) + ρλ(١− λ)∥y − x∥٢ ≤ λf(y) + (١− λ)f(x)

گویند. محدب ضعیفا را f ، ρ < ◦ که صورتͬ در و محدب قویا را f ، ρ > ◦ اگر

بͽیرید. نظر در ͷتوپولوژی فضای دو را Y Xو زیر تعاریف در

.٢١.٣.١ تعریف

مͬ نسبت را Y از T (x) یͺتای مجموعه زیر ͷی x ∈ X نقطه هر به که T : X → ٢Y نگاشت

گویند. مͬ مقدار مجموعه نگاشت دهد،

که است T−١ : Y → ٢X مقدار مجموعه نگاشت ، T : X → ٢Y معکوس .٢٢.٣.١ تعریف

T−١ = {x ∈ X : y ∈ T (x)}

گویند، λ∗ ∈ X نقطه در بالایی پیوسته نیم را T : X → ٢Y مقدار مجموعه نگاشت .٢٣.٣.١ تعریف

هر برای که طوری به باشد موجود λ∗ حول V ͬͽهمسای ͷی T (λ∗) شامل B باز مجموعه هر برای اگر

λ ∈ V

T (λ) ⊂ B

گویند، λ∗ ∈ X نقطه در پائینͬ پیوسته نیم را T : X → ٢Y مقدار مجموعه نگاشت .٢۴.٣.١ تعریف

برای که باشد داشته وجود λ∗ حول V ͬͽهمسای ͷی،B ∩ T (λ∗) ̸= ∅ که B باز مجموعه هر برای اگر

λ ∈ V هر

T (λ) ∩B ̸= ∅

٨
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پائینͬ پیوسته نیم و بالایی پیوسته نیم هرگاه گوئیم پیوسته را T مقدار مجموعه نگاشت .٢۵.٣.١ تعریف

باشد.

اگر: اگروتنها است بسته x ∈ X در T : X → ٢Y مقدار مجموعه نگاشت .٢۶.٣.١ تعریف

xk → x ∈ X, yk → y ∈ Y, yk ∈ T (xk) =⇒ y ∈ T (xk)

باشد بسته S نقطه هر در اگر است بسته S ⊂ X روی T

زیردیفرانسیل ، باشد هیلبرت Hفضای و Xمحدب ⊂ H ، f : X → R̄ کنید فرض .٢٧.٣.١ تعریف

از: است عبارت y ∈ H هر برای x◦ نقطه در f

∂f(x◦) = {p ∈ X∗ :< p, y − x◦ >≤ f(y)− f(x◦)}

شود: مͬ تعریف زیر بصورت که دهیم مͬ نشان f∗با را f تابع فنچل مزدوج .٢٨.٣.١ تعریف

f∗ : X∗ → R̄

f∗(p) = sup
x∈X
{< p, x > −f(x)} ∀p ∈ X∗

از: است عبارت f تابع فنچل دوم مزدوج

f∗∗(x) = sup
p∈X∗
{< p, x > −f ∗(p)} ∀x ∈ X

شود: مͬ تعریف زیر pبصورت ∈ X∗ و x ∈ X هر برای فنچل نابرابری .٢٩.٣.١ تعریف

< p, x >≤ f(x) + f ∗(p)

.f ∗∗(x) ≤ f(x) که یابیم مͬ در f تابع فنچل دوم ومزدوج فنچل تعاریفمزدوج به توجه با .٣٠.٣.١ نکته

، آنگاه باشد برداری فضای ͷی X و پائینͬ پیوسته نیم و محدب f : X → R̄ اگر .٣١.٣.١ گزاره

.f ∗∗(x) = f(x)

٩
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شود: مͬ تعریف زیر بصورت f تابع جهتͬ مشتق f : Rn → R̄ کنید فرض .٣٢.٣.١ تعریف

f ′(x◦, v) = Df(x◦)(v) = lim
t→◦+

f(x◦ + tv)− f(x◦)

t

گویند. مͬ گتو مشتق آن به باشد پیوسته و خطͬ صورتیͺه ودر است مثبت همͽن مشتق این

f ′(x◦, v) =< ▽f(x◦), v > آنگاه: باشد مشتقپذیر f تابع اگر .٣٣.٣.١ نکته

و باشد محدب f باشد.اگر هیلبرت فضای H و X ⊂ H و f : X → R̄ کنید فرض .٣۴.٣.١ لم

آنگاه: [x◦ − x, x◦ + x] ⊆ Dom(f) و x◦ ∈ Dom(f)

است. موجود f ′(x◦, v) .١

f(x◦)− f(v − x◦) ≤ f ′(x◦, v) ≤ f(v + x◦)− f(x◦) .٢

f ′(x◦, v) آنگاه باشد پیوسته x◦ ∈ X درونͬ نقطه در و باشد محدب f : X → R̄ اگر .٣۵.٣.١ قضیه

است. پیوسته و موجود

کنید. مراجعه [١] به اثبات.

دهیم: ارائه f زیردیفرانسیل برای را دیͽری تعریف جهتͬ مشتق تعریف به توجه با .٣۶.٣.١ تعریف

∂f(x◦) = {p ∈ X∗ :< p, v >≤ f ′(x◦, v)} ∀x ∈ X

اگر ولͬ است بسته و f،محدب تابع زیردیفرانسیل که دانیم مͬ بالا تعریف به توجه با

f ′(x◦, v) = −∞

شد. حواهد تهͬ f زیردیفرانسیل آنگاه

بالایی پیوسته نیمه ∂f(x) اینصورت در باشد پیوسته و محدب f : X → R̄ کنید فرض .٣٧.٣.١ لم

است.

١٠
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آنگاه: باشد پائینͬ پیوسته نیم و محدب f : X → R̄ اگر .٣٨.٣.١ قضیه

p ∈ ∂f(x◦) ⇐⇒ x◦ ∈ ∂f ∗(p)

کنید. مراجعه [١] به اثبات.

آنگاه باشد گتو مشتقپذیر x◦ ∈ intDom(f) در و محدب f : H → R̄ اگر .٣٩.٣.١ گزاره

∂f(x◦) = ▽f(x◦)

است: صورت این به نیز بالا گزاره عکس

گتو مشتقپذیر x◦ در f آنگاه باشد مقداری تک ∂f(x◦)و باشد پیوسته و محدب f : H → R̄ اگر

است.

اگر: وفقط اگر کند مͬ مینیمم را x 7−→ f(x)− < p, x > تابع x◦ .۴٠.٣.١ گزاره

x◦ ∈ ∂f ∗(p), f ∗∗(x◦) = f(x◦)

است. محدب f آنگاه ∂f(x◦) ̸= ∅ ، x◦ نقطه هر برای اگر .۴١.٣.١ گزاره

است. ∂f(x) ̸= ∅ ، دامنه درونͬ نقاط تمام برای باشد محدب f : H → R̄ اگر .۴٢.٣.١ گزاره

باشد پیوسته توابع این از ͬͺوی باشند پائینͬ پیوسته نیم و محدب f, g : Rn → R اگر .۴٣.٣.١ قضیه

آنگاه: ◦ ∈ IntDom(f − g) چنین هم

∂(f + g)(x) = ∂f(x) + ∂g(x)

داشت: خواهیم باشد مشتقپذیر f اگر این بر علاوه

∂(f + g)(x) = ▽f(x) + ∂g(x)

کنید. مراجعه [٢] به اثبات.

١١
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کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت را شاخص تابع .۴۴.٣.١ تعریف

ΨX(x) =

{
◦ ; x ∈ X
∞ ;x /∈ X

ΨX(x) باشد محدب X است.اگر پیوسته x در ΨX(x) آنگاه باشد بسته X و x ∈ intDom(X) اگر

بود. خواهد محدب

داشت: خواهیم را زیر Mتعاریف ⊆ H کنید فرض .۴۵.٣.١ تعریف

λx ∈Mباشیم داشته λ ≥ ◦ و x ∈M هر برای هرگاه گوئیم مخروط Mرا .١

M− = {y ∈ H∗ :< y,m >≤ ◦ ∀m ∈M} .٢

M⊥ = {y ∈ H∗ :< y,m >= ◦ ∀m ∈M} .٣

پردازیم. مͬ مماس مخروط و نرمال مخروط تعریف به حال

شود: مͬ تعریف زیر بصورت نرمال مخروط .۴۶.٣.١ تعریف

NX(x) = {p ∈ H∗ :< p, y − x >≤ ◦ ∀y ∈ X}

.NX(x) = ∂ΨX(x) که: یابیم مͬ در شاخص تابع تعریف به توجه با

از است عبارت مماس مخروط .۴٧.٣.١ تعریف

TX(x) = {p ∈ H∗ :< p, z >≤ ◦ ∀z ∈ NX(x)} = NX(x)−

شود: مͬ اشاره آن به زیر در که داریم مماس مخروط برای نیز دیͽری تعاریف

TX(x◦) = cone(X − x◦) = ∪λ>◦λ((X − x◦))

X ⊆ H کنید فرض .۴٨.٣.١ گزاره

◦Xآنگاه ̸= ∅ و x ∈ X◦ اگر .١

NX(x) = {◦} , TX(x) = H

١٢
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Xآنگاه = x◦ اگر .٢

NX(x) = H , TX(x) = {◦}

minx∈K f(x) = f(x◦) و باشد محدب K ⊆ Rn و مشتقپذیر f : Rn → R اگر .۴٩.٣.١ قضیه

آنگاه:

−▽ f(x◦) ∈ NK(x◦)

کنید. مراجعه [٢] به اثبات.

و باشد Kمحدب ⊆ Rn و محدب f : Rn → R̄ اگر .۵٠.٣.١ قضیه

min f(x)

s.t P (x)

x ∈ K

آنگاه:

اگر وتنها اگر است P (x) مسئله جواب x◦

◦ ∈ ∂f(x◦) +NK(x◦)

کنید. مراجعه [٢] به اثبات.

هر باشد.برای غیرتهͬ و بسته و محدب Kمجموعه ⊆ H و باشد هیلبرت Hفضای اگر تعریف۵١.٣.١.

است: زیر بصورت و دهیم مͬ نشان PK(x) با را آن که است Kموجود در نقطه نزدیͺترین x ∈ H نقطه

PK : H → K

∥x− PK(x)∥ ≤ ∥x− y∥ ∀y ∈ K

داریم: x ∈ H, y ∈ K هر وبرای است موجود PK(x) .۵٢.٣.١ قضیه

< x− PK(x), PK(x)− y >≥ ◦

١٣


