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ৎقدୌوণپاسࢂචاری:
ارجمندم استاد از دانم ͳم خود وظیفه ام شده نامه پایان این اتمام به موفق بزرگ خداوند یاری به که Έاین

ͳانسان و ͳعلم شخصیت نیز و نامه پایان پیشبرد در ایشان های ͳراهنمای از که علیمحمدی دکتر آقای جناب

نماییم. سپاسΎذاری نمودم فراوان استفاده ایشان

خود های Έکم و لطف مرهون مرا که ͳعزیزان همه و ͳروح دکتر آقای جناب مشاور استاد زحمات از همچنین

نمایم. ͳم تش΋ر اند نموده

و ͳداداش دکتر آقای جناب و افروزی علیزاده دکتر آقای جناب داور اساتید از شمرده مغتنم را فرصت اینجا در

دارم. را تش΋ر کمال فرمودند زحمت قبول که ͳمیل΋ت تحصیلات محترم نماینده



چ΋یده:

م�ͳنمائیم: ͳبررس را است، ذیل به�صورت آن ͳعموم ش΋ل که ͳتغییرات نیم نامساوی مسائل نامه پایان این در

: بطوری΋ه بیابید را u ∈ K

⟨Au, v − u⟩ ≥ ٠ ∀v ∈ K

مسئله اینصورت در باشد، پیوسته عملΎر A و محدب و Kفشرده ⊂ X و البعد ͳمتناه باناخ XیΈفضای اگر

ͳنوای΋ی های ͳویژگ است البعد ͳنامتناه X یا نیست فشرده K ͳوقت دارد. جواب Έی فوق ͳتغییرات نامساوی

گردد. اثبات جواب وجود تا است لازم خاص

مسائل ی΋نوا، η − α رهای نΎاشتهای شامل ͳتغییرات نیم نامساوی مسائل مانند: مسائل این از ͳخاص نوع ما

هارتمن- نوع از ͳتغییرات نیم های نامساوی مقدار، مجموعه نΎاشتهای شامل ͳتغییرات تغییراتͳ-نیم نامساوی

نیم شبه مسائل و ͳغیرخط ͳتغییرات نیم نامساوی مسائل ی΋نوا، شبه ی΋نواخت بطور عملΎرهای برای استمپاخیا١

دو هر شامل ما ͳبررس دهیم. ͳم قرار مطالعه مورد نامه پایان این در را مسائل این برای جواب وجود و ͳتغییرات

ت΋یه با ابتدا در است. ͳحقیق ͳاس΋انع باناخ فضای در کران ͳب و کراندار بسته و محدب زیرمجموعه حالت

که مقدار مجموعه نΎاشتهای برای ثابت نقطه قضیه و شود ͳم ترکیب مس΋و٢ ͳرایΎهم با که KKM اصل بر

بعد و کنیم ͳم ثابت را محدب و بسته کراندار های زیرمجموعه برای جواب وجود گردیده بیان طرفدار٣ توسط

ͳم تضمین کران ͳب های زیرمجموعه حالت برای را جواب وجود سودمند، شرط چندین گیری نتیجه با آن از

ͳم شرح را نامه پایان در شده حاصل نتای; کاربردهای ناهموار Έانی΋م از ͳمثالهای ذکر با نیز نهایت در کنیم.

. دهیم.

گرادیان تعمیم ،ͳتغییرات تغییراتͳ-نیم های نامساوی ،ͳتغییرات های نامساوی ،ͳتعادل مسائل کلماتکلیدی:

ثابت، نقطه قضیه مس΋و، ͳرایΎهم ،KKM نΎاشت جواب، وجود مقدار، مجموعه های نΎاشت کلارک،

.ͳنوای΋ی

١Hartman-Stampacchia
٢Mosco
٣Tarafdar
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پیشگفتار:

ایفا بهینه کنترل و اقتصاد ،ͳمهندس علوم ،Έانی΋م مانند مختلف های زمینه در ͳمهم نقش نابرابری نظریه

اخیر های دهه در تحقیق برای ͳمهم های زمینه از نامساوی مسائل زیاد، کاربردهای علت به .[۴٠] کند ͳم

دو به تواند ͳم نامساوی مسائل است. جواب وجود روی بر تمرکز تحقیقات این قسمت مهمترین است. شده

١٩۶٧ سال در و باشد ͳم موازنه مسائل از ͳخاص حالت که ͳتغییرات های نامساوی شود: تقسیم ͳاصل بخش

Έی از دیفرانسیل زیر کردن جایΎزین با که ͳتغییرات نیم های نامساوی و گردید، ͳمعرف استمپاخیا۴[٢٧] توسط

و آید ͳم بوجود ͳتغییرات نامساوی در شیتس لیپ موضعاً تاب΄ Έی از کلارک گرادیان تعمیم با محدب تاب΄

بار اولین ͳتغییرات نیم های نامساوی است. وابسته جواب به ΀صری یا ͳضمن طور به ͳاساس محدب مجموعه

ریاضیات در ͳتوجه قابل گسترش دستخوش ͳکوتاه ͳزمان بازه در و گردید ͳمعرف پاناجیوتپولس۵[٣٨] توسط

.[۵،٢٠] شد کاربردی و محض

مسائل از جدیدی رده برای ͳریاض بندی فرمول ام΋ان زمینه این در جدید و مفید ͳریاض روشهای اخیر، دهه در

نیم های نامساوی از ͳریاض نظریه .[۴٠] است آورده فراهم ͳمهندس علوم خصوصاً مختلف های شاخه در را

در موترانو۶[٣٩] و پاناجیوتپولس توسط ͳمهندس علوم اقتصاد، ناهموار، Έانی΋م در کاربردهایش و ͳتغییرات

یافت. گسترش و شد ͳمعرف غیرمحدب انرژی های تاب΄ حالت

۴Stampacchia
۵Panagiotopoulos
۶Motreanu



١ فصل

اولیه مفاهیم تعاریفو

مقدمه ١.١

،LP هیلبرت، باناخ، فضاهای بر گذرا مروری ادامه در و نموده بیان را نیاز مورد پایه مفاهیم فصل این در

مسائل و گرین اتحادهای دیورژانس، قضیه بیان به آن از پس داشت. خواهیم آنها با مرتبط قضایای و سوبولف

گردآوری معتبر مقالات و کتب از فصل این تمام�ͳمطالب که است ذکر شایان پرداخت. خواهیم مرزی مقدار

است. شده

ͳمقدمات مفاهیم ٢.١

x = (x١, ..., xN) نقاط با بعدی ــ N ͳاقلیدس فضای Έی RN کنید فرض دامنه: الف) تعریف١.٢.١.

باشد. همبند و باز هرگاه گوییم دامنه Έی را Ω ⊂ RN صورت این در باشد. ∥ x ∥٢=
N∑
i=١

x٢i و xi ∈ R که

٠ ≤ t ≤ ١ و x, y ∈ E هر ازای به هرگاه گویند، محدب را E ⊂ Rn مجموعه محدب: مجموعه ب)

باشیم: داشته

tx+ (١− t)y ∈ E.

اند. محدب ͳهای مجموعه دار نرم فضاهای در گویها مثال عنوان به

نامیم محدب را f : X → R ∪ +∞ تاب΄ باشد، برداری فضای Έی X کنید فرض محدب: تاب΄ ج)

باشیم: داشته t ∈ [٠,١] و x, y ∈ X هر برای هرگاه

f(tx+ (١− t)y) ≤ tf(x) + (١− t)f(y).



ͳمقدمات مفاهیم ٢.١٢

باشد. محدب −f هرگاه شود ͳم نامیده مقعر f تاب΄ مقعر: تاب΄ د)

اگر تنها و اگر گوییم محدب را F : X ⇒ Y مقدار ای مجموعه نΎاشت تعریف٢.٢.١.

αF (x١) + (١− α)F (x٢) ⊆ F (αx١ + (١− α)x٢) ∀x١, x٢ ∈ Dom(F ),∀α ∈ [٠,١]

Ck(Ω) ،k ∈ N برای م�ͳدهیم. نشان C(Ω) با را Ω روی پیوسته تواب΄ همه مجموعه .٣.٢.١ تعریف

ͳتوابع همه کلاس C∞(Ω) است. پیوسته Ω روی آنها ام ـ k مرتبه تا مشتقات همه که هستند ͳتوابع نشان�دهنده

باشد. Ck(Ω) به متعلق ،k ͳطبیع عدد هر برای که است

تمام اشتراک از است عبارت شود ͳم داده نشان co(A) با که A ⊂ X محدب غلاف .۴.٢.١ تعریف

باشد. ͳم A شامل که محدب های مجموعه

تنها اگر و اگر است ١ اجباری ،A اینصورت در ،A : X → X∗ کنید فرض تعریف٢.١.۵.

lim
∥u∥→∞

⟨Au, u⟩
∥u∥

= +∞

Έتوپولوژی برداری فضای ١.٢.١

طوری΋ه: به باشد X برداری فضای بر توپولوژی Έی τ کنیم فرض

و باشد، پیوسته τ به نسبت برداری فضای اعمال (الف)

باشد. بسته مجموعه Έی X نقطه هر (ب)

است. Έتوپولوژی برداری فضای Έی X و است X در برداری توپولوژی Έی τ گوییم شرایط این در

هاسدورف فضاهای ٢.٢.١

ͳΎهمسای X از x٢ و x١ متمایز نقطه دو هر ازای به هرگاه خوانیم هاسدورف فضای را X Έتوپولوژی فضای

.U١ ∩ U٢ = ∅ ͳیعن باشند جدا هم از که شوند ͳم یافت x٢ و x١ از ترتیب به U٢ و U١ های

فضای هر و است Έتوپولوژی برداری فضای Έی F میدان روی X نرمدار فضای Έی که دانیم ͳم .١ تذکر

است. هاسدورف فضای Έی Έتوپولوژی برداری

است Xفشرده در بسته واحد گوی هر اینصورت در باشد. ͳخط نرمدار فضای ΈیX کنید فرض .۶.٢.١ لم

.[۴٢] باشد البعد ͳمتناه X اگر تنها و اگر
١Coercive



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١٣

(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١

تولید Έمتری به نسبت X هرگاه گوییم باناخ فضای Έی را X نرمدار فضای باناخ: فضای تعریف١.٣.١.

باشد. کامل ͳفضای نرم، بوسیله شده

اگر Xباشد. از ͳفضای زیر Y و ،ͳحقیق برداری XیΈفضای فرضکنید هان-باناخ[۴٢]: .٢.٣.١ قضیه

|f(x)| ≤ p(x) شرط در که، باشد Y بر ͳخطΈتابعΈی f فرضکنیم همچنین و Xبوده روی نرم نیم Έی p

هر برای |F (x)| ≤ |p(x)| شرط با X روی F مانند ͳخط Έتابع Έی آنΎاه نماید، صدق x ∈ Y هر برای

است. موجود F |Y = f و x ∈ X

h : X → R تاب΄ باشد، ͳحقیق باناخ فضای Έی X اگر :[٢۶] ͳلیپشیتسموضع تاب΄ تعریف٣.٣.١.

Lxای ⩾ ٠ ثابت Έی و x از Vx ͳΎهمسای Έی x ∈ X هر برای وقت�ͳکه م�ͳشود نامیده ͳموضع شیتس لیپ

باشیم: داشته که باشد

| h(z)− h(w) |≤ Lx ∥ z − w ∥ , ∀z, w ∈ Vx

دوگان فضای ١.٣.١

نرم با X روی کراندار و ͳخط تابع�Έهای همه خانواده صورت این در باشد، نرمدار فضای Έی X کنید فرض

∥ f ∥= sup
x̸=٠,x∈X

| f(x) |
∥ x ∥

است. باناخ فضای Έی خود که م�ͳدهند، نمایش X∗ با و نامیده X فضای دوگان را

شوند، ͳم داده نشان x∗ با که Xاند بر پیوسته ͳخط Xتابع΋های ∗Xاز دوگان فضای عناصر تعریف٣.١.۴.

.⟨x, x∗⟩ نویسیم ͳم ،x∗(x) جای به و

X∗ = {x∗ : X → C|x∗پیوسته و ͳخط}

ͳاس΋انع فضای ٢.٣.١

،lxx∗ = x∗(x) وسیله به شده تعریف

{
C : X → X∗∗

x → lx
نΎاشت هرگاه نامند ͳاس΋انع را X نرمدار فضای

باشد. ایزومتری Έی است، X روی ͳخط Έتابع Έی y آن در که



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١۴

هر ازای به ͳیعن دیΎر، عبارت به م�ͳکند حفظ را نرم که ͳسوئ دو ͳخط عملΎر Έی ͳیعن ایزومتری، از منظور

.∥ Cx ∥=∥ x ∥ باشیم داشته ،x ∈ X

است. ͳاس΋انع نیز X∗ ͳیعن آن دوگان باشد، ͳاس΋انع فضای Έی X اگر

تف΋یΈپذیر فضای ٣.٣.١

باشد. داشته شمارش�پذیر چΎال زیرمجموعه هرگاه گوییم تف΋ی�Έپذیر را X باناخ فضای تعریف٣.١.۵.

ͳموضع پایه Έی دارای هرگاه گویند محدب موضعاً فضای Έی را X ͳ΋توپولوژی فضای .۶.٣.١ تعریف

باشد. محدب

تابعهای از جداساز برداری فضای Έی X∗ و بوده برداری فضای Έی X کنیم فرض [٢۵] .٧.٣.١ قضیه

فضای که محدب موضعاً فضای Έی به را X فضای τ ′ توپولوژی ـ X∗ صورت این در باشد. X بر ͳخط

م�ͳکند. تبدیل است، X∗ دوگانش

همΎرای ،X از {xn} دنباله باشد، نرمدار فضای Έی X کنید فرض ضعیف: ͳرایΎهم .٨.٣.١ تعریف

هرگاه است x ∈ X عنصر به ضعیف

x∗(xn) → x∗(x); ∀x∗ ∈ X∗.

ضعیف به�طور زیردنباله Έی دارای ͳاس΋انع باناخ فضای Έی در کراندار دنباله هر [١۵] .٩.٣.١ قضیه

همΎراست.

{xn} ⊂ X دنباله صورت این در باشد، نرمدار XیΈفضای فرضکنید قوی: ͳرایΎهم تعریف١٠.٣.١.

هرگاه گویند قوی همΎرای x ∈ X عنصر به را

lim
n→∞

∥ xn − x ∥= ٠.

پردازیم: ͳم ها خاصیت این از ͳبعض ͳبررس به حال

[١۵] .١١.٣.١ قضیه

ی΋تاست. ،x ضعیف حد آنΎاه باشد، ضعیف همΎرای xn → x اگر (١



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١۵

است. ضعیف همΎرای x به نیز {xn} از زیردنباله هر آنΎاه باشد، ضعیف همΎرای xn → x اگر (٢

است. کراندار ،{∥ xn ∥} آنΎاه باشد، ضعیف همΎرای xn → x اگر (٣

است. ضعیف همΎرای xn → x آنΎاه باشد، قوی همΎرای xn → x اگر (۴

است. قوی همΎرای xn → x آنΎاه ،dim X < ∞ و باشد ضعیف همΎرای xn → x اگر (۵

∥x∥ ≤ lim inf
n→∞

∥xn∥ آنΎاه باشد، ضعیف همΎرای xn → x اگر (۶

ͳپایین ضعیف �پیوسته نیمه X باناخ فضای روی F Έتابع :ͳپایین ضعیف پیوسته نیمه .١٢.٣.١ تعریف

هرگاه است

F (u) ≤ lim inf
n→∞

F (un)

.X در ضعیف به�طور un → u که ͳوقت

م�ͳباشد. ͳپایین ضعیف �پیوسته نیمه باناخ، فضای Έی روی نرم قبل قضیه به توجه با

ͳبالای ضعیف �پیوسته نیمه X باناخ فضای روی F Έتابع :ͳضعیفبالای پیوسته نیمه .١٣.٣.١ تعریف

هرگاه است

lim sup
n→∞

F (un) ≤ F (u)

.X در ضعیف به�طور un → u که ͳوقت

X اگر فقط اگر است فشرده ضعیف بطور ،X باناخ فضای Έی در بسته واحد گوی [۴٢] .١۴.٣.١ قضیه

باشد. ͳاس΋انع

هست Λ 7→ Λx ضابطه با (X (دوگان X∗ بر fx مانند ͳخط ͳتابع Έی x ∈ X هر برای تعریف٣.١.١۵.

ضعیف توپولوژی سازد، ͳم پیوسته را fx تاب΄ که X∗ بر توپولوژی ضعیفترین کند. ͳم جدا را X∗ بر نقاط که

دارد. نام ستاره

از بسته ی΋ه گوی اینصورت در است، باناخ فضای Έی X کنید فرض :[۵] باناخ-آلااغلو .١۶.٣.١ قضیه

آنΎاه باشد ͳاس΋انع باناخ فضای Έی X اگر خصوصا است. بسته ستاره ضعیف توپولوژی تحت دوگان فضای

است. فشرده ضعیف توپولوژی تحت بسته ی΋ه گوی



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١۶

برای آن΋ه شرط به است، x ∈ domf در f : X → (−∞,+∞] گرادیان زیر x∗ ∈ X∗ تعریف١٧.٣.١.

باشد. f(y)− f(x) ≥ ⟨x∗, y − x⟩ ،y ∈ X هر

شود. ͳم داده نشان ∂f(x) نماد با و شود ͳم نامیده x در f دیفرانسیل زیر x در f های گرادیان زیر مجموعه

داریم: ͳیعن

∂f(x) = {x∗ ∈ X∗; f(y)− f(x) ≥ ⟨x∗, y − x⟩,∀y ∈ X}

= {x∗ ∈ X∗; f(x+ y)− f(x) ≥ ⟨x∗, y⟩,∀y ∈ X}

.∂f(x) = ∅ آنΎاه ،x ∈ X\domf اگر و

پذیر اندازه تواب΄ و مجموعه ۴.٣.١

بین مقادیر و م�ͳشود تعریف X مجموعه بر Ω روی بر که است) ͳاشتΎن ͳبه�عبارت (یا است ͳتابع µ اندازه

است: ذیل خصوصیات دارای و م�ͳپذیرد را [٠,∞)

µ(∅) = ٠

µ(
∞∪
i=١

Ei) =
∞∑
i=١

µ(Ei)

است ͳته دیΎری با آن�ها از کدام هر اشتراک که هستند، Ω در ͳهای مجموعه از ͳشمارای تعداد E١, E٢, . . .

های مجموعه ،Ω اعضای به و اندازه فضای (X,µ,Ω) به حالت این در هستند). مجزا دوبه�دو (مجموعه�ها

م�ͳشود. گفته پذیر اندازه

یافته وسعت دستΎاه در مقادیرش و است شده تعریف X پذیر اندازه فضای بر که باشد ͳتابع f کنیم فرض

مجموعه هرگاه گوییم پذیر اندازه را تاب΄ حقیق�ͳاند. اعداد

{x ∈ Rn|f(x) > a}

باشد. پذیر اندازه ͳحقیق a هر به�ازای

Ω) Ω قلمرو روی f مانند شده تعریف تواب΄ تمام گردایه را L١(Ω)-الف گذاری: نماد تعریف١٨.٣.١.

که م�ͳگیریم نظر در (RN Ίلب اندازه�پذیر زیرمجموعه Έی∫
Ω

| f | dx < ∞.



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١٧

زیرمجموعه هر روی که ͳتوابع ͳیعن م�ͳشویم روبرو هستند، انتΎرالپذیر ͳموضع به�طور که ͳتوابع با اوقات اغلب

با را ͳتوابع چنین مجموعه باشند. انتΎرالپذیر Ω خود روی که لزوم�ͳندارد و هستند انتΎرالپذیر Ω از فشرده

م�ͳدهیم. نشان L١
loc(Ω)

برای به�طوری�که Ω روی u پذیر اندازه و مقدار ͳحقیق تواب΄ از عبارتست Lp
loc(Ω) ،١ < p ≤ ∞ برای ب-

باشیم: داشته Ω از K فشرده زیرمجموعه ∫هر
K

|u(x)|pdx < ∞.

تاب΄ گوییم باشد، دامنه Έی Ω ⊂ RN کنید فرض :[۵] کاراتئودوری شرط تعریف١٩.٣.١.

هرگاه م�ͳکند، صدق کاراتئودوری شرط در

{
f : Ω× RN → RN

(x, u) → f(x, u)

باشد، پیوسته RN Ίلب اندازه به نسبت Ω در های x همه تقریباً برای u → f(x, u) نΎاشت (١)

باشد. اندازه�پذیر u هر برای x → f(x, u) نΎاشت (٢)

هیلبرت فضای

گویند. ͳم هیلبرت فضای Έی آنرا باشد (کامل) تام ͳداخل ضرب فضای هرگاه

با ͳتای΋ی عنصر دارای H هیلبرت فضای از E محدب و ͳناته بسته، مجموعه هر [٢۶] .٢٠.٣.١ قضیه

. است نرم کوچ΋ترین

است. ͳاس΋انع باناخ فضای Έی هیلبرت فضای هر (الف) [۴٢] .٢١.٣.١ گزاره

است. ͳاس΋انع باناخ ،X ͳاس΋انع باناخ فضای Έی از بسته و ͳخط فضای زیر هر (ب)

است. پذیر Έی΋تف X∗ آنΎاه باشد ͳاس΋انع باناخ فضای Έی و پذیر Έی΋تف X اگر (ج)

Lpفضای ۵.٣.١

روی شده تعریف و اندازه�پذیر تاب΄ Έی u همچنین ،١ ≤ p < ∞ و RN در کراندار دامنه Έی Ω کنید فرض

م�ͳکنیم: تعریف .u : Ω → R ͳیعن باشد Ω

∥ u ∥p=
(∫

Ω

| u(x) |p dx

)١
p



(ͳحقیق)هیلبرت و باناخ فضاهای ٣.١٨

باشیم: داشته آنها برای که م�ͳگیریم ͳهایu همه از متش΋ل را Lp(Ω) صورت این در

∥ u ∥p< ∞.

م�ͳنامیم. u تاب΄ Lp نرم را ∥ u ∥p

ͳاساس سوپریمم ۶.٣.١

K ∈ Rثابت Έی هرگاه است، کراندار ͳاساس به�طور u گوییم باشد. Ω روی اندازه�پذیر تاب΄ Έی u کنید فرض

کران بزرگترین به باشد. برقرار Ω در جا همه تقریباً به�طور | u(x) |≤ K رابطه که به�طوری باشد داشته وجود

م�ͳدهیم: نمایش زیر نماد با را آن و م�ͳگوییم ͳاساس سوپریمم ͳهایK چنین (اینفیمم) پایین

ess sup
x∈Ω

| u(x) |= inf{K : µ({x :| u(x) | > K) = ٠}.

L∞(Ω)فضای ٧.٣.١

این در نرم باشد. کراندار آنها ͳاساس سوپریمم که است اندازه�پذیر تواب΄ همه از متش΋ل برداری فضای L∞(Ω)

م�ͳشود: تعریف ذیل صورت به فضا

∥ u ∥∞= ess sup
x∈Ω

| u(x) | .

Lp
loc(Ω)فضای ٨.٣.١

هر برای که به�طوری Ω روی u پذیر اندازه و مقدار ͳحقیق تواب΄ از است عبارت Lp
loc(Ω) ،١ ≤ p ≤ ∞ برای

باشیم: داشته Ω از K فشرده ∫زیرمجموعه
K

| u(x) |p dx < ∞.

فضای Έی RN در Ω دامنه هر و ١ ≤ p ≤ ∞ ازای به Lp(Ω) :[١۵] Lp بودن کامل .٢٢.٣.١ قضیه

م�ͳباشد: ذیل ͳداخل ضرب با هیلبرت فضای Έی L٢(Ω) آنΎاه p = ٢ اگر علاوه به است، باناخ

⟨u, v⟩ =
∫
Ω

uv dx.



دیورژانس قضیه و گرین اتحادهای ۴.١٩

نشاندن ٩.٣.١

X ⊂ Y که طوری به باشند باناخ فضاهای Y Xو اگر باشد، ثابت Έی c و Rk در ای دامنه Ω فرضکنیم [۵]

باشیم: داشته و

∥u∥Y ≤ c∥x∥X ; هر برای u ∈ X

I : X → Y شمول عملΎر گفت توان ͳم معادل بطور یا و شود ͳم نشانده Y در پیوسته طور Xبه گوییم آنΎاه

باشد. فشرده I نشاندن عملΎر هرگاه شود ͳم نشانده Y در فشرده طور به X گوییم ͳم همچنین باشد. کراندار

دیورژانس قضیه و گرین اتحادهای ۴.١

گرادیان بردار ١.۴.١

صورت به که RN در است برداری ،x = (x١, ..., xN) در u گرادیان باشد، شده تعریف RN در u اگر

م�ͳشود. تعریف ∇u = grad u = (
∂u

∂x١
, ...,

∂u

∂xN

)

دیورژانس ٢.۴.١

تعریف ذیل صورت به x = (x١, ..., xN) در u دیورژانس باشد، برداری میدان Έی u = (u١, ..., uN) اگر

م�ͳشود:

div u = ∇.u =
∂u١
∂x١

+ ...+
∂uN

∂xN

=
N∑
j=١

∂uj

∂xj

.

vj ∈ که طوری به باشد Ω ⊆ RN روی برداری میدان Έی −→v کنید فرض دیورژانس: .١.۴.١ قضیه

آنΎاه: C١(Ω),−→v ∈ C١(Ω;RN)∫
∂Ω

−→v · −→n ds =

∫
Ω

div−→v dx

∂Ω در بعدی (n − ١) عنصر دهنده نمایش ds و ∂Ω ΀سط بر عمود برونسوی نرمال بردار Έی −→n آن در که

داریم: فوق رابطه در جایΎذاری با باشد C٢(Ω) در تاب΄ Έی u اگر ویژه به باشد. ͳم∫
Ω

∆udx =

∫
∂Ω

∇u.nds =

∫
∂Ω

∂u

∂n
ds



سوبولف[۵] فضای ۵.١١٠

گرین های اتحاد ٣.۴.١

قرار دیورژانس قضیه در چنانچه آنΎاه u, v ∈ C٢(Ω) و هموار مرز با کراندار دامنه Έی Ω ⊆ RN کنید فرض

شود: ͳم حاصل گرین اول اتحاد −→v = v.∇u ∫دهیم
∂Ω

v
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

(v∆u+∇u.∇v)dx

آنΎاه: ،u = v گرین اول اتحاد در ∫اگر
∂Ω

u
∂u

∂n
ds =

∫
Ω

(u∆u+ |∇u|٢)dx

،∂Ω روی ∂u
∂n

= ٠ یا u = ٠ باشیم داشته همچنین و ∆u = ٠ ،Ω روی و u ∈ C٢(Ω) ∩ C١(Ω) اگر حال

:v = ٠ گرین اول اتحاد در اگر است. ثابت Ω در u ͳیعن ،|∇u| = ٠ ∫آنΎاه
∂Ω

∂u

∂n
ds =

∫
Ω

∆udx

آید: ͳم دست به گرین دوم اتحاد رابطه، دو این کردن کم و گرین اول اتحاد در v و u تعویض ∫با
∂Ω

(v
∂u

∂n
− u

∂u

∂n
)ds =

∫
Ω

(v∆u− u∆v)dx

سوبولف[۵] فضای ۵.١

از کدام هر که است α = (α١, ..., αN) ͳتایN Έی چندگانه، اندیس گانه: اندیسچند تعریف١.۵.١.

| α |= درجه دارای که م�ͳدهیم نشان xα با را xα١
١ ...xαN

N ت�Έجمله�ای هستند. ͳنامنف ΀صحی اعداد αjها،

x = (x١, ..., xN) و u : Ω ⊆ RN → R و ١ ≤ j ≤ N Djبرای =
∂

∂xj

اگر مشابه به�طور ΣNاست،
j=١αj

باشند: Ω در

Dαu = (Dα١
١ ...DαN

N )(u) =
∂|α|u

∂xα١
١ ...∂xαN

N

.D(٠,...,٠)u = u و است | α | مرتبه از دیفرانسیل�پذیر عملΎر نشان�دهنده

v ∈ L١
loc(Ω) تاب΄ باشد، اندیسچندگانه Έی α و u ∈ L١

loc(Ω) فرضکنید مشتقضعیف: تعریف١.۵.٢.

باشد: برقرار Φ ∈ C∞
٠ (Ω) هر برای زیر تساوی هرگاه شود ͳم نامیده u برای α مرتبه از ضعیف مشتق Έی∫

Ω

uDαϕdx = (−١)|α|
∫
Ω

vϕdx



سوبولف[۵] فضای ۵.١١١

.u = Dαv نویسیم ͳم

باشد موجود آن اول مرتبه از ضعیف مشتقات همه هرگاه است پذیر مشتق ضعیف طور به تاب΄ Έی گوییم ͳم

آن برای k از نابیشتر مرتبه از ضعیف مشتقات همه هرگاه است پذیر مشتق ضعیف طور به مرتبه k گوییم و

که است ΀واض دهیم. ͳم نشان W k(Ω) با را ضعیف پذیر مشتق مرتبه k تواب΄ ͳخط فضای باشند. موجود

.Ck(Ω) ⊂ W k(Ω)

در x نقطه در F مشتق بΎیرید، نظر در را F : RN → R نΎاشت یΈنΎاشت: مشتق .٣.۵.١ تعریف

م�ͳکنیم: تعریف صورت بدین را y جهت

F ′(x)y = lim
ε→٠

F (x+ εy)− F (x)

ε
.

سوبولف فضای ١.۵.١

تواب΄ ͳخط فضای W k,p(Ω) سوبولف فضای باشد. ١ ≤ p ≤ ∞ و ͳنامنف ΀صحی عدد Έی k کنید فرض

متعلق Lp(Ω) به و باشد داشته وجود Dαu ضعیف مشتق ٠ ≤| α |≤ k هر برای که م�ͳباشد u ∈ LP (Ω)

باشد:

W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω), ٠ ≤ |α| ≤ k}

است. سوبولف فضاهای از ͳخاص حالت LP (Ω) ͳیعن W ٠,p(Ω) = LP (Ω) که است ΀واض

سوبولف فضای در نرم ٢.۵.١

آنΎاه: باشد، ١ ≤ p ≤ ∞ و ͳنامنف ΀صحی عدد Έی k کنید فرض

∥ u ∥k,p=

( ∑
٠≤|α|≤k

∥Dα
u∥pp

) ١
p

١ ≤ p < ∞,

∥ u ∥k,∞= max
٠≤|α|≤k

∥Dα
u∥∞ p = ∞.

بود. خواهند W k,p(Ω) فضای در ͳنرم�های

است. ͳاس΋انع باناخ فضای Έی فوق نرم تحت W k,p(Ω)

م�ͳشود. نامیده W k,p
٠ (Ω) ،W k,p(Ω) فضای در Ck

٠(Ω) بستار تعریف١.۴.۵.


