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چͺیده

شده ثابت ١ کوهن توسط قبلا حلقه ͷی روی ماتریسͬ ارزیابͬ و ها ارزیابͬ بین تناظر وجود
وجود کنیم مͬ سعͬ حلقه ͷی روی ماتریسͬ ارزیابͬ شبه معرفͬ ضمن نامه پایان این در است.
خاص های مجموعه زیر تعدادی و R روی ماتریسͬ های ارزیابͬ بین مشابهͬ ͷی به ͷی تناظر
برای اثباتͬ همچنین کنیم. ثابت را (R روی مربعͬ های ماتریس همه (مجموعه Σ(MV PR) از

شود: مͬ ارائه زیر نتیجه
دارد. وجود طبیعͬ سوئͬ دو ͷی مانده میدان - R ارزیابͬ و R روی ماتریسͬ های ارزیابͬ بین

شبه حلقه - ماتریسͬ ارزیابͬ - مانده میدان - کردن موضعͬ - ارزیابͬ حلقه کلیدی: واژگان
ماتریسͬ ارزیابͬ

٧٠ نامه: پایان صفحات تعداد

١Cohn
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ণپاسච໋اری...
شد رهنمونمان دانش و علم طریق به و بخشید مان هستͬ که را یͺتا پروردگار کران بͬ سپاس
روزیمان را معرفت و علم از چینͬ خوشه و نمود مفتخرمان دانش و علم رهروان همنشینͬ به و

ساخت.
نمودند فراهم فͺری آسایش و روحͬ آرامش که مهربانم و دلسوز عزیز، مادر و پدر از ابتدا در
به را درسͬ نامه پایان نیز و تحصیلͬ مراتب مطلوب، محیطͬ در جانبه همه های حمایت با تا

کنم. مͬ گزاری سپاس برسانم، اتمام به احسنت نحو
حسینͬ دکتر آقای جناب ارجمند استاد زحمات و ها راهنمایͬ از دانسته لازم خود بر همچنین
همراهͬ را ما سال دو این طͬ در که ریاضͬ گروه اساتید ی همه از و باشم داشته را تشͺر کمال

گزارم. سپاس اند کرده
کشیده زحمت برایم نوعͬ به که کسانͬ ی همه و هایم همͺلاسͬ و دوستان تمامͬ از پایان در

کنم. مͬ دانͬ قدر صمیمانه اند

ॺࡗهز৯د౷ࣂࡣت... راБЗرනවرଌناঃیدویاورॺభࡗه شࢁඟوণپاس೯دا

ච໋ଞوরمدیॐحانار
ෙ७ور۱۳۹۱
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گفتار پیش
حلقه حلقه، روی ارزیابͬ جابجایͬ، غیر و جابجایͬ حالت در سازی موضعͬ نامه پایان این در
بین تناظر اثبات به و داده قرار بررسͬ مورد را ماتریسͬ ارزیابͬ شبه و ماتریسͬ ارزیابͬ ارزیابͬ، های
مربعͬ های ماتریس از Σ(MV PR) خاص های مجموعه زیر بعضͬ و R روی ماتریسͬ ارزیابͬ

پردازیم. مͬ R روی
میدان روی بر ارزیابͬ است. شده تعریف دیرباز از جابجایͬ های حلقه روی بر ارزیابͬ بحث
ارزیابͬ این شد سعͬ و گردید ارائه هم هایͬ مثال و مطرح ٢ شیلین توسط سال در جابجایͬ های

گردد. بیان جبری ساختارهای دیͽر روی بر
شود: مͬ بیان زیر شͺل به فصل سه در نامه پایان این مباحث

نیاز مورد قضایای و مفاهیم تعاریف، بیان به اول بخش که باشد مͬ بخش سه شامل اول فصل
غیر سازی موضعͬ و جابجایͬ سازی موضعͬ بعد های بخش در پردازد. مͬ بعد های فصل برای

شود. مͬ مطرح جابجایͬ
ارزیابͬ های حلقه خواص و ارزیابͬ بیان به اول بخش در است. بخش دو شامل هم دوم فصل
ارزیابͬ با رابطه در نیاز مورد تعاریف ابتدا دوم بخش در است. شده پرداخته آن از هایͬ مثال و
سوم بخش در است. شده آورده آن از مثالͬ و ماتریسͬ ارزیابͬ تعریف سپس شده، مطرح ماتریسͬ
ایم. کرده ارائه را مقوله این به مربوط نتایجͬ و ارزیابͬ شبه نیمه و ماتریسͬ ارزیابͬ شبه فصل این
های ارزیابͬ بین تناظر اثبات به و کرده معرفͬ را ماتریسͬ ارزیابͬ شبه حلقه سوم فصل در
از ای قضیه اثبات همچنین پردازیم. مͬ حلقه هر روی ماتریسͬ ارزیابͬ شبه های حلقه و ماتریسͬ

باشد: مͬ زیر صورت به که داریم ماتریسͬ ارزیابͬ توسیع
وجود مانده های میدان R ارزیابͬ و R روی ماتریسͬ های ارزیابͬ بین طبیعͬ سوئͬ دو ͷی

دارد.

٢Shiling
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٣ اولیه مفاهیم .١.١

.

بخش در و کرده بیان را مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ابتدا است بخش سه شامل که فصل دراین
پردازیم. مͬ حلقه ͷی از جایجایͬ غیر سازی موضعͬ و جابجایͬ سازی موضعͬ بیان به بعدی های

اولیه مفاهیم ١.١

از x عنصر صورت این در باشد. B از زیرحلقه ͷی A و حلقه ͷی B کنید فرض .١.١.١ تعریف
در ضرایب با تͺین ای چندجمله از ریشه ͷی x اگر شود مͬ نامیده ١ عنصرصحیح ͷی A روی B

فرم به معادله ͷی در x اگر یعنͬ باشد، A
xn + a١x

n−١ + . . .+ an = ◦

صحیح A روی A عناصر که است واضح هستند. A از عناصری x ضرایب که کند صدق
هستند.

فاقد که عنصر دو حداقل با یͺدار و جابجایͬ حلقه از است عبارت ٢ صحیح حوزه .٢.١.١ تعریف
باشد. صفر علیه مقسوم

ͷی K[x١, x٢, ..., xn] های ای جمله چند حلقه گاه آن باشد، میدان ͷی K گاه هر .٣.١.١ مثال
است. صحیح حوزه

میدان این شود. مͬ داده نشان K(x١, x٢, ..., xn) با K[x١, x٢, ..., xn] قسمتͬ خارج میدان

معمولͬ آن وضرب جمع ،g ̸= ◦ و f, g ∈ K[x١, x٢, ..., xn] که شده تشͺیل f
g
کسرهای تمام از

دارد. نام K روی x١, x٢, ..., xn از گویا توابع میدان K(x١, x٢, ..., xn) اند،

یͺه غیر و صفر غیر عنصر صورت این در باشد. صحیح حوزه ͷی D کنید فرض .۴.١.١ تعریف
.p | b یا p | a که گرفت نتیجه بتوان p | ab از هرگاه گوییم اول D در را p

باشد B از عناصری مجموعه C و B از حلقه زیر ͷی A حلقه، ͷی B کنید فرض .۵.١.١ تعریف
نامند. مͬ B در A ٣ صحیح بستار را C صورت این در هستند. صحیح A روی که

١integral element
٢integral domain
٣integral closure



۴ نیازها پیش .١

حلقه گاه آن ،C = B اگر و شود مͬ نامیده B در ۴ بسته طورصحیح به A گاه آن ،C = A اگر
شود. مͬ نامیده A روی صحیح حلقه ͷی B

میدان در Z ولͬ ،( Q گویای میدان در ) است بسته صحیح طور به Z صحیح حوزه .۶.١.١ مثال
است. صحیح Z روی i ∈ C زیرا نیست، بسته صحیح طور به C مختلط اعداد

ای جمله چند بخصوصحلقه است، بسته صحیح طور به تجزیه یͺتایͬ دامنه هر کلͬ حالت در
طور به خود F (x١, x٢, ..., xn) قسمتͬ خارج میدان در ( میدان ͷی F ) F [x١, x٢, ..., xn] های

است. بسته صحیح

از هرگاه گوییم ناپذیر تحویل را D صحیح حوزه در p یͺه غیر و صفر غیر عنصر .٧.١.١ تعریف
است. یͺه b یا a که شود نتیجه a, b ∈ D که p = ab تساوی

گاه هر شود مͬ نامیده ۵ اول کامل طور به R حلقه ͷی از P طرفه دو آل ایده ͷی .٨.١.١ تعریف
باشد. نداشته صفر غیر صفر علیه مقسوم Rهیچ

P
قسمتͬ خارج ی حلقه و R ̸= P

F [x] در ثابت غیر ای جمله چند هر هرگاه گوییم ۶ بسته جبری طور به را F میدان .٩.١.١ تعریف
باشد. داشته F در ریشه ͷی حداقل

است: بسته جبری طور به باشد صادق زیر معادل شرایط در که F میدان هر گوییم .١٠.١.١ قضیه
دارد؛ F در ای ریشه f ∈ F [x]ثابت غیر ای جمله چند هر (ͷی)

شود؛ مͬ تجزیه F روی f ∈ F [x]ثابت غیر ای جمله چند هر (دو)
است. ͷی درجه از F [x] در ناپذیر تحویل ای جمله چند هر (سه)

شود. مراجعه ۴٠۴ ی صفحه [١۴] به برهان.

است. بسته جبری طور به C مختلط اعداد میدان .١١.١.١ مثال

را P (x) ∈ F [x] ای جمله چند صورت این در باشد. میدان ͷی F کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف
صورت به را آن نتوان هرگاه گوییم ناپذیر تحویل

P (x) = f(x)g(x)

باشند. F [x] از ثابت غیر های ای جمله چند g(x) و f(x) آن در که نوشت
۴integrally closed
۵completely prime
۶algebraically closed



۵ جابجایͬ سازی موضعͬ .٢.١

جمله چند هر زیرا است ناپذیر تحویل Q[x] در ٢x + ٢ اول درجه ای چندجمله .١٣.١.١ مثال
هر بخصوص است، ناپذیر تحویل D[x] در باشد D در یͺه ͷی آن پیشرو ضریب که اول درجه ای

است. ناپذیر تحویل میدان ͷی روی اول درجه ای جمله چند

میدان روی اما است. ناپذیر تحویل حقیقͬ میدان روی x٢ + ١ ای جمله چند .١۴.١.١ مثال
های ای جمله چند دقیقا D[x] در ها یͺه چون و شود مͬ تجزیه (x+ i)(x− i) صورت به مختلط
C[x] در x٢ + ١ بنابراین نیستند. یͺه C[x] در x − i و x + i باشند، مͬ یͺه D در که اند ثابت

نیست. ناپذیر تحویل

را α ∈ E عنصر صورت این در باشد. F از میدان توسیع ͷی E کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف
که طوری به باشد موجود g(x) ̸= ◦ مانند F [x] از ای جمله چند ͷی هرگاه گوییم جبری F روی

باشد. g(x) ی ریشه α
شود. مͬ نامیده E به نسبت F جبری بستار هستند جبری F روی که E از عناصری مجموعه

در باشند. مختلط حقیقͬ، گویا، اعداد های میدان ترتیب به C ،R ،Q کنیم فرض .١۶.١.١ مثال
R جبری بستار C = R(i) واقع در است، جبری R روی نتیجه در و Q روی i ∈ C صورت این

است.

در باشد. آن روی بر شده تعریف ≤ ترتیب رابطه با گروه ͷی (G, ∗) کنیم فرض .١٧.١.١ تعریف
هر برای که کند ایجاب ،g١ ≤ g٢ با g١, g٢ ∈ G هرگاه گوییم سازگار ∗ به نسبت را صورت≥ این

باشیم داشته e ≤ g با g ∈ G

g١ ∗ g ≤ g٢ ∗ g.

ترتیب ͷی ≤ و گروه ͷی G هرگاه نامیم مرتب کاملا گروه ͷی را (G,≤) زوج .١٨.١.١ تعریف
باشد. سازگار G گروه عمل با که باشد آن روی کلͬ

جابجایͬ سازی موضعͬ ٢.١

ضربͬ بسته ،S ⊂ R صورت این در باشد. پذیر تعویض حلقه ͷی R کنید فرض .١.٢.١ تعریف
باشیم: داشته هرگاه شود مͬ نامیده

١ ∈ S (١)
.ab ∈ S گاه آن ،a, b ∈ S اگر (٢)



۶ نیازها پیش .١

صفر علیه مقسوم یͺدار ناصفر حلقه ͷی در که عناصری تمام از مرکب S مجموعه .٢.٢.١ مثال
است. ضربͬ صحیح حوزه ͷی از ناصفر عناصر تمام مجموعه خصوص، به است. ضربͬ نباشند،

است. ضربͬ بسته S مجموعه گاه آن بͽیریم، نظر در را S = {١,٣} و A = Z۶ اگر .٣.٢.١ مثال
همچنین و ١ ∈ S زیرا

١× ٣ = ٣ ∈ S

٣× ٣ = ٣ ∈ S

١× ١ ∈ S.

بسته S = A− P گاه آن باشد، A پذیر تعویض حلقه در اول آل ایده ͷی P گاه هر .۴.٢.١ مثال
صورت این در .x, y ∈ S کنید فرض حال .١ ∈ A − P بنابراین P ̸= A زیرا است، ضربͬ ی
اول آل ایده تعریف طبق باشد، مͬ A از اولͬ آل ایده P چون و x, y /∈ P داریم S تعریف طبق

است. ضربͬ بسته مجموعه ͷی S پس .xy ∈ S یعنͬ این و xy ∈ A− P بنابراین .xy /∈ P

A×S روی را ∼ رابطه باشد. A تعویضپذیر حلقه از ای زیرمجموعه S فرضکنید .۵.٢.١ قضیه
کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت

(a, s) ∼ (b, t)⇐⇒ ∃u ∈ S, u(at− bs) = ◦

باشد. مͬ A× S روی ارزی هم ای رابطه صورت∽ این در

است. تعدی رابطه این دهیم نشان است کافͬ است، تقارنͬ و بازتابͬ ∼ که است واضح برهان.
صورت دراین .(b, t) ∼ (c, u) و (a, s) ∼ (b, t) که (a, s), (b, t), (c, u) ∈ A × S کنید فرض
مͬ نتیجه اول ازتساوی حال .kta = ksb و ulb = ltc که طوری به دارند وجود k, l ∈ S عناصر
ltk ∈ S لذا و ksltc = lukta بنابراین .lukta = luksb دوم تساوی از و ksulb = ksltc که شود
تعدی رابطه ͷی ∼ بنابراین .(a, s) ∼ (c, u) نتیجه در .ltk(au− cs) = ◦ که طوری به دارد وجود

باشد. مͬ ارزی هم رابطه ͷی ،∼ رابطه لذا و است

مجموعه صورت این در باشد. (a, s) ∈ A × S ارزی هم کلاس a

s
کنید فرض .۶.٢.١ تعریف

لذا دهیم مͬ نمایش S−١A با را ∼ ارزی هم های کلاس

S−١A = {a
s
| a ∈ A, s ∈ S}



٧ جابجایͬ سازی موضعͬ .٢.١

مجموعه S−١A و Aبوده تعویضپذیر حلقه ضربͬ مجموعه یͷزیر S فرضکنیم الف) .٧.٢.١ لم
حلقه ͷی زیر عمل دو با همراه S−١A مجموعه صورت این در باشد. A× S ارزی هم های کلاس

است. جابجایͬ و یͺدار

S−١A× S−١A −→ S−١A

(
a

s
,
b

t
) 7−→ at+ bs

st
S−١A× S−١A −→ S−١A

(
a

s
,
b

t
) 7−→ ab

st

حوزه ͷی S−١A گاه آن ،◦ /∈ S و باشد صفر علیه مقسوم بدون ناصفر ای حلقه A گاه هر ب)
است. صحیح

باشد، A ناصفر عناصر تمام مجموعه S و صفر علیه مقسوم بدون ناصفر ای حلقه A گاه هر ج)
است. میدان ͷی S−١A گاه آن

باشیم داشته کنید فرض هستند. تعریف خوش عمل دو این دهیم مͬ نشان الف) برهان.

که طوری به (a
s
,
b

t
), (

a
′

s′ ,
b
′

t′
) ∈ S−١A× S−١A

(
a

s
,
b

t
) = (

a
′

s′ ,
b
′

t′
).

صورت این در
b

t
=

b
′

t′
و a

s
=

a
′

s′ .

که ای گونه به u, v ∈ S دارد وجود ۵ · ٢ · ١ قضیه به بنا حال

u(as
′ − a

′
s) = ◦(∗)

همچنین و

v(bt
′ − b

′
t) = ◦(∗∗)

که کنیم مͬ ثابت اکنون

ab

st
=

a
′
b
′

s′t′
و at+ bs

st
=

a
′
t
′
+ b

′
s
′

s′t′
.

است: برقرار وضوح به زیر تساوی

ua
′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′
= ua

′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′
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داریم پس .vbt′ = vb
′
t و uas′

= ua
′
s که شود مͬ نتیجه (∗∗) و (∗) تساوی به توجه با

uas
′
vtt

′
+ uvbt

′
ss

′
= ua

′
svtt

′
+ uvb

′
tss

′

uv((at+ bs).s
′
t
′
) = uv((a

′
t
′
+ b

′
s
′
).st)

uv[((at+ bs).s
′
t
′
)− ((a

′
t
′
+ b

′
s
′
).st)] = ◦

است. تعریف خوش جمع عمل نتیجه در
داریم vbt′ = vb

′
t و uas′

= ua
′
s به توجه با همچنین

uas
′
vbt

′
= ua

′
svb

′
t

داریم اینرو از

uv(abs
′
t
′ − a

′
b
′
st) = ◦

است. تعریف خوش ضرب عمل نتیجه در
قرینه عضو −a

s
و است جمع عمل به نسبت همانͬ عضو ◦

s
اینͺه و شد بیان آنچه به توجه با

دهد. مͬ حلقه تشͺیل فوق اعمال با S−١A که است واضح است جمعͬ
،A در اگر فقط و اگر a

s
=
◦
s
گاه آن ،◦ /∈ S و باشد نداشته صفر علیه مقسوم A هرگاه ب)

.aa′
= ◦ ،A در اگر فقط و اگر (a

s
)(
a

′

s′ ) = ◦ ،S−١A در نتیجه در .a = ◦

حوزه ͷی S−١A که شود مͬ نتیجه اینرو از و a′
= ◦ یا a = ◦ اگر فقط و اگر aa′

= ◦ چون
است. صحیح

هر چون و است s
a
∈ S−١A مساوی a

s
∈ S−١A ضربͬ معͺوس گاه آن ،a ̸= ◦ گاه هر ج)

است. میدان ͷی S−١A لذا باشد مͬ معͺوس دارای S−١A از عنصر

S به نسبت A کسرهای حلقه یا ها قسمت خارج حلقه بالا لم در را S−١A حلقه .٨.٢.١ تعریف
نامند. مͬ

ناصفر عناصر تمام مجموعه S و بوده ناصفر پذیر تعویض حلقه ͷی A فرضکنیم .٩.٢.١ تعریف
خارج حلقه S−١A گاه آن باشد، ناتهͬ S اگر صورت این در نیستند. صفر علیه مقسوم که باشد A

شود. مͬ نامیده A حلقه کامل) (یا تام کسرهای یا ها قسمت

گاه آن ،S = A− P اگر صورت این در باشد. A حلقه از اولͬ آل ایده P کنید فرض تبصره.
دهیم. مͬ نشان AP با را S−١A



٩ جابجایͬ سازی موضعͬ .٢.١

اول عدد ͷی p آن در که باشد Z از اولͬ آل ایده P = (p) و A = Z کنید فرض .١٠.٢.١ مثال
یعنͬ هستند اول p به نسبت n که است m

n
گویای عددهای همه مجموعه Ap صورت این در است.

Zp = {
m

n
| m ∈ Z, n ∈ Z− P} = {m

n
| m ∈ Z, (n, p) = ١}

است گویایͬ عددهای همه مجموعه Af گاه آن ،f ̸= ◦ که f ∈ Z و A = Z اگر .١١.٢.١ مثال
داریم یعنͬ باشد مͬ f از توانͬ ها آن مخرج که

Af = S−١Z = {m
n
| n = f i}.

داشته ماکسیمال آل ایده ͷی فقط گاه هر گوییم موضعͬ حلقه ͷی را A حلقه .١٢.٢.١ تعریف
باشد.

ماکسیمال آل ایده است، ماکسیمالͬ آل ایده مشمول یͺدار یͷحلقه در آل ایده هر چون تبصره.
باشد. شامل را ( A خود از غیر البته ) A آل ایده هر باید A موضعͬ حلقه بفرد منحصر

مͬ ها آن ماکسیمال آل ایده تنها صفر آل ایده زیرا هستند، موضعͬ حلقه ها میدان .١٣.٢.١ مثال
باشد.

Z در آل ایده هر صورت این در باشد. صحیح اعداد مجموعه R = Z کنیم فرض .١۴.٢.١ مثال
اول عددی P یا P = ◦ اگر وتنها اگر است اول (P) آل ایده .P > ◦ که باشد مͬ (P) شͺل به
موضعͬ ای حلقه ZP و هستند ماکسیمال است، اول عددی P که ،(P) های آل ایده همه باشد.

باشد. مͬ

آل ایده با موضعͬ حلقه ͷی Zpn گاه آن ،n ≥ ١ و باشد اولͬ عدد p گاه هر .١۵.٢.١ مثال
است. (p) بفرد منحصر ماکسیمال

Z۴ ماکسیمال آل ایده تنها {◦,٢} صورت این در گیریم. مͬ نظر در را Z۴ حلقه .١۶.٢.١ مثال
باشد. مͬ موضعͬ حلقه ͷی لذا و است

از x عنصر هر که طوری به باشد A از آل ایده ͷی m و حلقه ͷی A کنید فرض .١٧.٢.١ گزاره
آن ماکسیمال آل ایده m و موضعͬ ی حلقه ͷی A صورت این در است. A در یͺه ͷی A − m

است.

شود. مراجعه ۴ ی صفحه [٢] به برهان.
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عنصر هر که طوری به باشد A از ماکسیمالͬ آل ایده m و حلقه ͷی A کنید فرض .١٨.٢.١ گزاره
باشد. مͬ موضعͬ حلقه ͷی Aصورت این در باشد. یͺه A در m+١ از

تولید آل ایده است، ماکسیمال آل ایده m چون صورت این در .x ∈ A −m کنید فرض برهان.
داریم بنابراین است (١) برابر m و x بوسیله شده

m ⫋ m+ Ax ⊆ A = (١)

اینرو از

m+ Ax = ١

چون حال .xy = ١ − t اینرو از .xy + t = ١ که طوری به t ∈ m و y ∈ A دارد وجود پس
است. یͺه هم xy پس است یͺه ١ +m عنصر هر چون و xy ∈ ١ +m پس ،١ − t ∈ ١ +m

باشد. مͬ موضعͬ ی حلقه ͷی A قبل گزاره طبق بنابراین

معادلند: زیر شرایط گاه آن باشد، یͺدار پذیر تعویض حلقه ͷی A گاه هر .١٩.٢.١ قضیه

است. موضعͬ ی حلقه ͷی A (١)

Mهستند. ̸= A مانند آلͬ ایده مشمول A های یͺه غیر تمام (٢)

دهند. مͬ تشͺیل آل ایده ͷی A های یͺه غیر (٣)

اگر فقط و اگر I ̸= A نتیجه در .(a) ⊂ I گاه آن ،a ∈ I و باشد A از آلͬ ایده I گاه هر برهان.
باشد. شده تشͺیل ها یͺه غیر از فقط I

،M ̸= A و هستند M آل ایده مشمول A های یͺه غیر تمام (٢) به بنا چون (٢) =⇒ (٣)
است. آل ایده ͷی که باشد مͬ A یͺه غیر عناصر همان M خود بنابراین

ماکسیمال آل ایده تمام یͺه غیر عناصر مجموعه حالت این در چون است واضح (٣) =⇒ (١)
است. موضعͬ حلقه A بنابراین و شد خواهد A حلقه

آل ایده مشمول (a) بنابراین .(a) ̸= A گاه آن باشد، یͺه غیر ͷی a ∈ A گاه هر (١) =⇒ (٢)
.a ∈M نتیجه در و است A از M بفرد منحصر ماکسیمال

زیرا است، موضعͬ حلقه ͷی هم AP کسرهای حلقه تبصره.



١١ جابجایͬ سازی موضعͬ .٢.١

m = {a
s
| a ∈ P, s ∈ S}

باشد. مͬ A حلقه از اول آل ایده ͷی P که باشد مͬ AP ماکسیمال آل ایده تنها
شود. مͬ نامیده P در A سازی موضعͬ AP به A حلقه از شده طͬ روند •

A کسرهای میدان S−١A گاه آن ،S = A − {◦} و باشد صحیح حوزه ͷی A اگر تبصره.
شود. مͬ نامیده

A حلقه در M مدول -A با را S−١A ساختمان صورت این در باشد. حلقه ͷی A کنید فرض
کنیم. مͬ بنا

ͷی M و A پذیر تعویض حلقه از ضربͬ بسته مجموعه زیر ͷی S کنید فرض .٢٠.٢.١ تعریف
کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به M × S روی را ≡ رابطه صورت این در باشد. مدول -A

.u(mt− ns) = ◦ که طوری به باشد داشته وجود ای u ∈ S اگر فقط و اگر (m, s) ≡ (n, t)

باشد. Mمͬ × S روی ارزی هم ای رابطه قبل، تعریف در شده معرفͬ ≡ ی رابطه .٢١.٢.١ قضیه

است. ۵ · ٢ · ١ قضیه مشابه برهان.

ارزی هم های کلاس مجموعه و m

s
با را (m, s) ارزی هم کلاس ،(m, s) ∈M × S هر برای

داریم لذا دهیم. مͬ نمایش S−١M با را ≡

S−١M = {m
s
| m ∈M, s ∈ S}.

مدول ͷی زیر اعمال تحت ≡ رابطه ارزی هم کلاسهای از متشͺل ،S−١M مجموعه .٢٢.٢.١ لم
باشد: مͬ S−١A حلقه روی

S−١M × S−١M −→ S−١M

(
m

s
,
a

t
) 7−→ mt+ as

st
S−١A× S−١M −→ S−١M

(
m

s
,
a

t
) 7−→ ma

st

روی جمع اول عمل که ) شود مͬ نامیده S به Mنسبت کسرهای مدول ،S−١M مدول - S−١A و
باشد). مͬ مدول ضرب عمل دوم عمل و S−١M



١٢ نیازها پیش .١

S−١M که است روشن است. تعریف خوش جمع عمل که شد داده نشان ٧ ·٢ ·١ لم در برهان.
تعریف خوش شده تعریف بالا در که ضربͬ عمل کنیم مͬ ثابت اکنون باشد. مͬ آبلͬ گروه ͷی

است.
و (m

′

s′ ,
a

′

t′
) و (m

s
,
a

t
) ∈ S−١A× S−١M کنید فرض

(
m

s
,
a

t
) = (

m
′

s′ ,
a

′

t′
).

که گیریم مͬ نتیجه بنابراین

a

t
=

a
′

t′
و m

s
=

m
′

s′ .

که طوری به دارند وجود u, v ∈ S پس

u(ms
′ −m

′
s) = ◦

و

v(at
′ − a

′
t) = ◦

در را دوم تساوی و vat
′ در را اول تساوی طرفین حال .vat′ = va

′
t و ums

′
= um

′
s بنابراین

لذا کنیم، مͬ ضرب ums
′

vat
′
ums

′
= va

′
ums

′
t. و vat′ums

′
= vat

′
um

′
s

بنابراین

vat
′
um

′
s = va

′
ums

′
t =⇒ vu(at

′
m

′
s− a

′
ms

′
t) = ◦

نتیجه در و
ma

st
=

m
′
a

′

s′t′
.

آبلͬ گروه که داد نشان توان مͬ براحتͬ است. تعریف خوش فوق مدولͬ ضرب عمل اینرو از
است. مدول - S−١A ͷی مدولͬ، ضرب شده تعریف عمل این با S−١M

اگر صورت این در باشد. مدول A ͷی M و A حلقه از اولͬ آل ایده P کنید فرض تبصره.
دهیم. مͬ نشان MP با را S−١M گاه آن ،S = A− P



١٣ جابجایͬ سازی موضعͬ .٢.١

مͬ نامیده موضعͬ خاصیت ( M مدول - A ͷی از یا ) A حلقه از P خاصیت .٢٣.٢.١ تعریف
باشد: درست زیر گزاره اگر شود

یا ) Ap ،A از p اول آل ایده هر برای اگر فقط و اگر دارد P خاصیت ( M مدول - A یا ) A

باشد. داشته را P خاصیت ( Mp مدول - Ap

دهد. مͬ ارائه موضعͬ خاصیت از هایͬ مثال زیر های قضیه

معادلند: زیر های عبارت صورت این در باشد. مدول - AͷیM کنید فرض .٢۴.٢.١ قضیه

M؛ = ◦ (١)

MP؛ = ◦ ،A از P اول آل ایده هر برای (٢)

.Mm = ◦ ،A از m ماکسیمال آل ایده هر برای (٣)

است). موضعͬ خاصیت ͷی بودن صفر خاصیت دیͽر عبارت (به

است. واضح (١)⇒ (٢)⇒ (٣) برهان.
غیر عنصر x و M ̸= ◦ کنیم مͬ فرض خلف برهان به کنیم. مͬ ثابت را (٣) ⇒ (١) حال
این در باشد. مͬ M از آل ایده ͷی a که a = Ann(x) گیریم مͬ نظر در باشد. M از صفری

باشد. مͬ m ماکسیمال آل ایده ͷی در مشمول a صورت
.x١ = ◦ اینرو از ،Mm = ◦ داریم فرض(٣) طبق چون .x١ ∈Mm عنصر بͽیریم نظر در اکنون
.s ∈ Ann(x) نتیجه در ،sx = ◦ اینجا از و s(x١−١.◦) = ◦ که طوری به s ∈ S دارد وجود پس
و باطل خلف فرض اینرو از است. تناقض که ،s ∈ m بنابراین Ann(x) ⊆ m داریم طرفͬ از

.M = ◦

عبارت صورت این در باشد. -مدولͬ A همریختͬ ͷی ϕ : M −→ N فرضکنید .٢۵.٢.١ قضیه
معادلند: زیر های

است؛ ͷی به ͷی ϕ (١)

است؛ ͷی به ͷی ϕP : MP −→ NP ،A از P اول آل ایده هر برای (٢)

است. ͷی به ͷی ϕm : Mm −→ Nm ،A از m ماکسیمال آل ایده هر برای (٣)

باشد). مͬ موضعͬ خاصیت ͷی بودن ͷی به ͷی خاصیت دیͽر عبارت (به
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باشد. مͬ دقیق زیر دنباله لذا است ͷی به ͷی ϕ چون (١) =⇒ (٢) برهان.

◦ −→M −→ N

است. دقیق هم زیر های دنباله اینرو از

◦ −→ S−١M −→ S−١N

◦ −→MP −→ NP

است. ͷی به ͷی ϕP یعنͬ
است. اول ماکسیمال، هر که است واضح (٢) =⇒ (٣)

است دقیق زیر دنباله صورت این در .M ′
= ker(ϕ) کنید فرض (٣) =⇒ (١)

◦ −→M
′ −→M −→ N

است دقیق هم دنباله این بنابراین

◦ −→M
′
m −→Mm −→ Nm

ͷی به ͷی ϕ و M
′
= ◦ اینرو از است). ͷی به ͷی ϕm (چون M

′
m
∼= ker(ϕm) = ◦ پس

است.

جابجایͬ غیر سازی موضعͬ ٣.١

داریم یعنͬ گیریم، مͬ نظر در R حلقه ͷی در ضربͬ مجموعه برای را S قسمت این در

◦ /∈ S و ١ ∈ S ،s · s ∈ S.

در ε : R −→ RS همریختͬ با کردن کار دارند، ای پیچیده شͺل RS عناصر چون حالت این در
است. تر مشͺل خیلͬ جابجایͬ حالت با مقایسه

تری ساده های فرم که باشد مͬ S روی اضافͬ شرایط معرفͬ دهیم، مͬ انجام اینجا در آنچه لذا
دهد. مͬ ارائه را ͷکلاسی کسری های حلقه از

.α(S) ⊆ U(R
′
) اگر نامیم مͬ معͺوسͬ - S را α : R −→ R

′ همریختͬ .١.٣.١ تعریف

با ε : R −→ RS معͺوسͬ - S همریختͬ ͷی صورت این در .S ⊆ R کنید فرض .٢.٣.١ گزاره
حلقه همریختͬ α : R −→ R

′ معͺوسͬ - S همریختͬ هر برای یعنͬ دارد، وجود جهانͬ خاصیت
.α = foε که طوری به دارد وجود f : RS −→ R

′ فرد به منحصر ای



١۵ جابجایͬ غیر سازی موضعͬ .٣.١

شود. مراجعه ٢٨٩ صفحه [٧] به برهان.

گاه هر ( S ⊆ R به نسبت ) نامیم مͬ راست کسرهای حلقه ͷی را R
′ حلقه .٣.٣.١ تعریف

باشیم داشته که طوری به باشد، داشته وجود ϕ : R −→ R
′ ای حلقه همریختͬ

باشد)؛ R′ در یͺه ͷی ϕ(s) ،s ∈ S هر برای یعنͬ ) باشد معͺوسͬ - S ،ϕ (a)

دارد؛ (s ∈ S و a ∈ R که ) ϕ(a)ϕ(s)−١ صورت به شͺلͬ R
′ عنصر هر (b)

.kerϕ = {r ∈ R : ∃s ∈ S; rs = ◦} (c)

R
′ اگر واقع در باشد. داشته وجود راست کسرهای حلقه باشیم داشته انتطار نباید البته تبصره.

شود: مͬ استنباط S روی زیر حͺم دو گاه آن باشد، داشته وجود
جایͽشتͬ S که گوییم خاصیت این به ) .aS ∩ sR ̸= ∅ ،s ∈ S و a ∈ R هر برای : اول حͺم

است). راست
نویسیم. مͬ s′ ∈ S و r ∈ R که ،ϕ(r)ϕ(s′

)−١ شͺل به را ϕ(s)−١ϕ(a) ویژگͬ این اثبات برای
بنابراین

ϕ(as
′
) = ϕ(sr)

داریم ′′sای، ∈ S برای قبل تعریف (c) قسمت طبق سپس

(as
′ − sr)s

′′
= ◦

لذا

as
′
s
′′
= srs

′′ ∈ aS ∩ sR.

برای گاه آن ،s′
a = ◦ ،s′ ∈ S برای اگر صورت این در .a ∈ R کنید فرض دوم: حͺم

است). راست برگشتͬ S که گوییم خاصیت این به ) .as = ◦ ،s ∈ S

صورت این در . s′
a = ◦ کنیم فرض ویژگͬ این اثبات برای

ϕ(s
′
)ϕ(a) = ◦

.as = ◦ ،s ∈ S برای کند مͬ ایجاب ٣ · ٣ · (c)تعریف١ قسمت طبق این و ϕ(a) = ◦ اینرو از

راست برگشتͬ هم و راست جایͽشتͬ هم S ⊆ R ضربͬ مجموعه کنیم فرض .۴.٣.١ تعریف
نامیم. مͬ راست ای علیه مقسوم مجموعه ͷی را S صورت این در باشد.


