
  

 

  

 
    



 

  یقات و فناوريتحق، علوموزارت 

 دانشگاه تفرش
  یاضيدانشكده ر

  ارشد ینامه كارشناس انيپا

 یبرا یاختلال هموتوپ ان ويآدوم  هيتجز های روش
  انتگرالديفرانسيل و حل معادلات 

  
  :راهنما اناستاد

  یرمضان يمهددکتر 
  ییدکتر محسن شاهرضا

  

  :دانشجو
  یسراج یمیرح يمهد

۱۳۹۰ ماه ید



  أ

  

 

  : تقدیم با بوسه بر دستان پدرم

اش بگویم یا مردانگی، سخاوت، سکوت، مهربانی و  دانم از بزرگی به او که نمی

...  

ایستادگی و تلاش را تجربه ی زندگی  به او که به من آموخت تا چگونه در عرصه

  .نمایم

  

  : تقدیم با عشق به مادر عزیزم

  .است... و  ، از خودگذشتگیکران فداکاری، عشق، مهربانی به او که دریای بی

  .به او که وجودم برایش همه رنج بود و وجودش برایم همه مهر

  

  : تقدیم به همسر عزیزم

  .بودنم استی زندگیم، پناه خستگیم و امید  به او که اسطوره

  .به او که از نگاهش صلابت، از رفتارش محبت و از صبرش ایستادگی را آموختم

    



  ب

  

 

 کران پروردگار یکتا را سپاس  

ان ساخت که هسیق علم و دانش رهنمو به طر   .مان شید و 

  .به نشی رهروان علم و دانش مفتخرمان ود

ان    .ساختو خوشه چی از علم و معرفت را روز

  

 

های اساتید  وقفه و راهنما های  دریغ، تلاش دا كه از زات  بر خود لازم می

ک مهدی رمضا و دک سن شاهرضا در راستای اام این  راهنما، آقایان د

نامه  نامه در طول یك سال گذشته و از امی کسا که مرا در اام این پایان پایان

  .و قدردا اکمک کردند، تشكر 

  

 

یدا  ک د اردوخا و دک م... در پایان، از اساتید بزرگوار جناب آقای د

که زت قرائت و داوری این پایان افضلی نامه را تقبل کردند،کمال تشکر را  نژاد 

  .دارم

    



  ت

ͺدهیچ  

ی  پیدا کردن جواب معادله) ترین مسائل تقریب عددی و از قدیمͬ(یͺͬ از مسائل اساسͬ در آنالیز عددی 

(ݔ)݂ = ها،  در اکثر حالت. هموار باشد ݔی  ساده  است که در یͷ همسایͽͬ از ریشه ݂برای تابع مفروض  0

(ݔ)݂ی  برای معادله پیدا کردن جوابی تحلیلͬ = و روش اختلال ) ܯܦܣ(آدومیان  روش تجزیه. دشوار است 0

الب یͷ سری قهای غیرخطͬ را در   دو روش قدرتمند هستند که جوابی تقریبی از معادله) ܯܲܪ(هموتوپی 

های اخیر، این دو روش در  در سال. کنند که معمولا˟ به جواب اصلͬ معادله همͽرا است نامتناهͬ ارایه مͬ

این ی تحلیل نظری  نامه بوسیله یاندر این پا. است رخطͬ به کار برده شدهای از مسائل خطͬ و غی ی گسترده دامنه

همچنین در این . ارز هستند های غیرخطͬ هم دو روش در حل معاله نکه ای شود نشان داده مͬدو روش، 

نتایج  .بریم م به کار مͬنامه، این دو روش را برای پیدا کردن جواب معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دو پایان

 توانایی و قابل اعتماد ،تعدادی مثالبا ارایه . اند ها مقایسه شده های دقیق این معادله آمده با جواب  به دست

 .دهیم بودن این دو روش را نشان مͬ

  

ان، روش یآدوم تجزیهنوع دوم، روش  یولترا ͬرخطی، معادله انتگرال غͬرخطیغ یها معادله: یدیكل كلمات

  همͽرایی سراسری ،یاختلال هموتوپ
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 ٨ .............................................................................................................   معادلات انتگرالمعرفͬ  .٢
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  ٩ .............................................. تاریخچه        )٢- ٢

 ٩ ......................................... انتگرال خچهیتار )١- ٢- ٢

 ١٠ ................................... تاریخچه معادلات انتگرال )٢- ٢- ٢

 ١٢ .....................................  انتگرال بندی معادلات  دسته )٣- ٢

 ١۴ ............................... معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم )۴- ٢

 ١٥ .............................................................................. برای حل معدلات غیرخطͬ HPMو  ADMبیان  .٣

 ١٥ ................................................. مقدمه )١- ٣

 ١۶ ............................ ADMهای غیرخطͬ با استفاده از  حل معادله )٢- ٣

 ١٦ ............................................ خچهیتار )١- ٢- ٣

 ١٧ .............................. ADMحل کلͬ معادلات غیرخطͬ با  )٢- ٢- ٣

 ٢٠ ....................... ADMحل معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم با  )٣- ٣

  ٢٠ .............. حل معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دومبرای  ADMالͽوریتم  )١- ٣- ٣

 ٢۵ ........ حل معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دومبرای  ADMیͺتایی و همͽرایی  )٢- ٣- ٣

  ٣١ ............................ HPM های غیرخطͬ با استفاده از حل معادله )۴- ٣

 ٣١ ............................................ خچهیتار )١- ۴- ٣

  ٣٢ .................................. ܯܣܪروش آنالیز هموتوپی  )٢- ۴- ٣

  ٣٣ .............................. HPMحل کلͬ معادلات غیرخطͬ با  )٣- ۴- ٣

  ٣٧ ................................... HPM ای هͬ در چندجمله )۴- ۴- ٣

  ۴١ .............. برای حل معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم HPMالͽوریتم  )۵- ۴- ٣

  ۴۵ ........ برای حل معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم HPMیͺتایی و همͽرایی  )۶- ۴- ٣

 ۴٨ .................................................................................... ها نکات مربوط به آنارز دو روش و بیان  هم .٤

 ٤٨ ....................................... HPMو  ADMارزی  هم )١- ۴
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 ۵٩ ............................................................................................................... جینتا و یعدد مطالعه .٥

 ۵٩ ........................................... مثال                   )١- ۵

 ٦٦ ....................................................................................................................... کلͬ یریگ جهینت .٦

  ۶٨ ................................................................................................................................... مراجع .٧
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) ٢-١( lim௡→ஶ ቚ ௌ೙శభିௌ
(ௌ೙ିௌ)೛ቚ =  ٢ .................................................................................................. ܥ

) ٣-١( ‖݂‖௖ = sup௔ஸ௫ஸ௕|݂(ݔ)| = max௔ஸ௫ஸ௕|݂(ݔ)| ................................................................. ٣ 

(ଵݔ)݂‖ )۴-١ ( − ‖(ଶݔ)݂ ≤ ଵݔ‖ܮ −  ଶ‖ .................................................................................. ۵ݔ
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௡!
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௡ୀ଴ ............................................................................... ۵ 
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௡!

௡ஶݔ
௡ୀ଴ ................................................................... ۶ 

) ٧-١( ܵ௡ = ௔(ଵି௥೙)
ଵି௥

 ............................................................................................................... ٧ 

) ٨-١( ܵ௡ = ௔
ଵି௥

 .................................................................................................................... ٧  
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 ٨ ............................................................. (ݔ)ߙ

(ݔ)ݑ(ݔ)߶ )٢-٢ ( = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)ܭ ܽ     ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ ≤ ,ݔ ݐ ≤ ܾb
ܽ ......................................... ١٢ 

(ݔ)ݑ(ݔ)߶ )٣-٢ ( = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)ܭ z(x)ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
 ١٢ ............................................................ (ݔ)݃

(ݔ)ݑ )۴-٢ ( = (ݔ)݂ + ߣ ∫ ,ݔ)ܭ ௫ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
଴ ....................................................................... ١۴ 

((ݐ)ݔ)ܮ )١-٣ ( + ((ݐ)ݔ)ܰ = 0 ⟹ (ݐ)ݔ = (ݐ)ܿ +  ١٧ .................................................... ((ݐ)ݔ)ܰ

(ݐ)ݔ )٢-٣ ( = ∑ ஶ(ݐ)௡ݔ
௡ୀ଴ .................................................................................................... ١٧ 

((ݐ)ݔ)ܰ )٣-٣ ( = ∑ ஶ((ݐ)ݔ)௡ܣ
௡ୀ଴ ........................................................................................ ١٧ 

((ݐ)ݔ)௡ܣ )۴-٣ ( = ଵ
௡!

ௗ೙

ௗఒ೙ [ܰ൫∑ ௜ஶߣ(ݐ)௜ݔ
௜ୀ଴ ൯]ఒୀ଴ ..................................................................... ١٧ 

) ٣-۵( ∑ ௡ݔ
ஶ
௡ୀ଴ (ݐ) = (ݐ)ܿ + ∑ ஶ((ݐ)ݔ)௡ܣ

௡ୀ଴ ......................................................................... ١٨ 

) ٣-۶( ൜ (ݐ)଴ݔ = (ݐ)ܿ
(ݐ)௡ାଵݔ = ݊∀    ((ݐ)ݔ)௡ܣ = 0,1, …

� ........................................................................... ١٨ 

) ٧-٣( ܵ௠ = (ݐ)଴ݔ + (ݐ)ଵݔ + ⋯ +  ١٨ ............................................................................. (ݐ)௠ݔ

(ݔ)ݑ )٨-٣ ( = (ݔ)݂ + λ ∫ ,ݔ)ܭ ௫ݐ൯݀(ݐ)ݑ൫ܨ(ݐ
଴ ....................................................................... ٢٠ 

) ٩-٣( ⟹ ቊ
(ݔ)଴ݑ = (ݔ)݂

(ݔ)௡ݑ = ߣ ∫ ,ݔ)ܭ ௫ݐ݀((ݐ)ݑ)௡ିଵܣ(ݐ
଴ ,   ∀݊ ≥ 1

� ..................................................... ٢٠ 
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݊=0 = 1
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 ................................................................................... ٢٢ 
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(ݔ)௜ݑ = ∫ ,ݔ)ܭ , ݐ݀((ݐ)ݑ)௜ିଵܣ(ݐ ∀݅ ≥ 1௫
଴

� ................................................................. ٢۶ 

) ١٣-٣( ‖ܵ௡(ݔ) − ܵ௠(ݔ)‖ = max∀௫∈௃ห∫ ,ݔ)ܭ ௫(ݐ
଴ [∑ ௡ିଵ[((ݐ)ݑ)௜ܣ
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) ١-٣۴( ∑ ௜ܣ = ∑ ௜ܣ + ∑ ௜ܣ =௠ିଵ
௜ୀ଴ (௡ିଵܵ)ܨ − ௡ିଵ(௠ିଵܵ)ܨ
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 ٢٨ ............................................................ ‖(ݔ)ଵݑ‖(

) ١٧-٣( ⟹ ‖ܵ௡(ݔ) − ܵ௠(ݔ)‖ ≤ ఈ೘
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(ݐ)ݔ )٢٢-٣ ( = (ݐ)ܿ + ܰ൫(ݐ)ݔ൯ ⟹ (ݐ)ݔ − (ݐ)ܿ − ((ݐ)ݔ)ܰ = 0 .............................................. ٣٣ 

,ݐ)෤ݔ]ܪ )٢٣-٣ ( ,(݌ [݌ = ,ݐ)෤ݔ]݂݌ [(݌ + (1 − ,ݐ)෤ݔ]ℒ(݌ (݌ − [(ݐ)෤଴ݔ = 0...................................... ٣۴ 

,ݐ)෤ݔ )٢۴-٣ ( (݌ = ∑ ௜ஶ݌(ݐ)෤௜ݔ
௜ୀ଴ = (ݐ)෤଴ݔ + ଵ݌(ݐ)෤ଵݔ + ଶ݌(ݐ)෤ଶݔ + ⋯ .......................................... ٣۴ 
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  پیشͽفتار

بیان دو روش تجزیه آدومیان . باشد های خطͬ و غیرخطͬ مͬ یͺͬ از اهداف مهم در علم ریاضیات، حل معادله

های غیرخطͬ و اختصاصاً معادله انتگرال غیرخطͬ ولترای نوع دوم،  و روش اختلال هموتوپی برای حل معادله

ای به پیش نیازهای مربوط به  شارهبدین منظور ابتدا در فصل یك، ا. باشد نامه مورد نظر مͬ در این پایان

و در همچنین در  ]١[در آنالیز حقیقͬ  نامه از جمله، تعاریف و مفاهیم اولیه  شده در این پایان های بیان روش

  .ایم پرداخته ]٣[و  ]٢[آنالیزعددی 

ͺمسائل اهميت آن از لحاظ  اصولا˟.است  ͬآناليز رياض یها اخهاز مهمترين ش ͬنظريه معادلات انتگرال ي

و ͬ فن ،از مسائل فيزيͷ  ͬمعادلات انتگرال درخيل. است ͬمعادلات با مشتقات جزئ یدر تئور یمقدار مرز

بخصوص  اند، کرده ایفاءرا  ͬاين نوع معادلات نقش مهم ر،در تحقيقات قرن اخي.شوندͬ ظاهر م...مهندسͬ و 

است که  یزياد یسالها یبرا معادلات انتگرال. از آنها که به معادلات انتگرال منفرد شهرت دارند  یا آن دسته

ليͺن در حقيقت توسعه  .)١٨١١( انتگرال فوريه برميͽردد یزيرا مبدا آن به تئور .اند ظاهر شده ͬدر رياض

  .شروع شد ١٩نظريه معادلات انتگرال تنها در اواخر قرن 

در  ١ͬ مانند لاپلاسشخاصا. است های فراوانͬ بیان شده گفته پیشنهادی معادلات انتگرالی  ظریهدر مورد ن

 ١٨٩۶ حدود سال در. برای حل معادلات دیفرانسیل، معادلات انتگرال را مطرح نمودند ٢و آبل ١٧٨٢سال 

ل را به رسمیت نظریه عمومͬ معادلات انتگرا برای اولین بار ٣ولترا به نام ییبود که يͷ رياضيدان ايتاليا

نوع خاصͬ از معادلات انتگرال ولترا  ٤فردهلم به نام یهمچنين يͷ رياضيدان سوئد. را ارائه کرد  شناخت و آن

  .ارائه کردبه شͺل معادله انتگرال خطͬ زیر را 

(ݔ)ݑ   = (ݔ)݂ + ∫ ,ݔ)ܭ ௕ݐ݀(ݐ)ݑ(ݐ
௔  

به کار  ٥له ديريͺلهأجهت حل مس ،يͷ روش جديد یمشهور و جالب خود را رو یدرهمان سالها کارهااو 

بوده است ،زيرا  یموضوع تحقيقات رياضيدانان زياد، از آن زمان به بعد تا عصر حاضر معادلات انتگرال. برد
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های مختلفͬ در مورد پیدایش معادله  البته نظریه .کنندͬ برخورد م یآنها بطور پيوسته با مسائل جديد و جالب

ها و لزوماً معادله انتگرال ولترای  نظور در فصل دوم، به معرفͬ معادله انتگرالبه همین م. انتگرال وجود دارد

  .]۴[ پردازیم ها مͬ ی مختصری از آن غیرخطͬ نوع دوم و نیز تاریخچه

 ١٩٨٠در سال  ٦جرج آدومیان. است های غیرخطͬ ارائه شده های مختلفͬ برای حل انواع معادله روش

این روش منتسب به . ]۵[ روشͬ که مبنای آن بر جوابی به شͺل یͷ سری نامتناهͬ است را پیشنهاد و ارائه کرد

از جمله بارزترین محققانͬ است که بعد از او  ٧عبدالمجید وزواز. شود نام او به روش تجزیه آدومیان شناخته مͬ

از جمله برای معادلات ر این روش را برای انواع معادلات دیͽمطالعات زیادی در مورد این روش انجام داده و 

  .]۶[ است  سͬ کردهربه کاربرده و بر  انتگرال

باشد که در سال  روش دیͽری که برای حل این گونه معادلات معرفͬ شده است، روش اختلال هموتوپی مͬ

در . باشد ز هموتوپی مͬاین روش حالت خاصͬ از روش آنالی. ارائه شده است ٨توسط جͬ هوآن هͬ ٢٠٠٠

 کاربردهای تکنیͷ اختلال توسط دانشمندان و مهندسان زیادی مورد مطالعه قرار گرفته استهای اخیر،  سال

بنابراین . اختلال، پارامتر کوچͺͬ وجود دارد که نقش زیادی در الͽوریتم این روش دارد های در اکثر روش. ]٧[

آدومیان، به توضیح ساختار کلͬ این روش در   از روش تجزیه ی مختصری در فصل سوم، پس از شرح تاریخچه

سپس این روند را بر روی معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع . ]٨[ پردازیم حل انواع معادلات غیرخطͬ مͬ

پردازیم که یͺتایی و همͽرایی  هایی مͬ پس از انجام این مراحل، به بیان نکات و قضیه. گیریم دوم نیز به کار مͬ

دست آمده با استفاده از روش تجزیه آدومیان برای معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم را تحت  واب بهج

پس از کامل شدن مطالب مربوط به روش تجزیه آدومیان، همین مراحل . ]٩[ کند پذیر مͬ شرایط خاصͬ امͺان

ی مختصری از روش اختلال  خچهیعنͬ پس از شرح تاری. دهیم توپی نیز انجام مͬورا برای روش اختلال هم

هموتوپی و توضیح مختصری در مورد روش آنالیز هموتوپی، به توضیح ساختار کلͬ این روش در حل انواع 

سپس الͽوریتم روش اختلال هموتوپی را بر روی معادله انتگرال ولترای . ]٨[ پردازیم معادلات غیرخطͬ مͬ

، یͺتایی و در ادامه. کنیم این روش بیان مͬ م در مورد ساختارکنیم و نیز نکات لاز غیرخطͬ نوع دوم پیاده مͬ
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همͽرایی جواب محاسبه شده با استفاده از روش اختلال هموتوپی برای معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع 

  .]١٠[ دهیم ی مورد بررسͬ قرار مͬیدوم در شرایطͬ خاص را با اثبات قضایا

پردازیم که  هایی مͬ ساختار الͽوریتم دو روش به بیان و اثبات قضیهدر فصل چهارم، پس از آشنایی کامل با 

در . ]٨[ کند ارز مͬ های غیرخطͬ هم ای موجود در این دو روش را در حل انواع معادله این دو روش و چندجمله

  .مپردازی ادامه با توجه به تمام توضیحاتͬ که داده شد، به مقایسه مختصری از ساختار کلͬ این دو روش مͬ

ها با استفاده از این دو  در فصل پنجم با ارائه چند مثال از معادله انتگرال ولترای غیرخطͬ نوع دوم و حل آن

  .پردازیم هایی عددی مͬ روش، به انجام مقایسه

گیری کلͬ در قالب  نامه، به بیان نتیجه ای از کارهای انجام شده در این پایان در فصل ششم با بیان خلاصه

  .پردازیم در حل معادلات غیرخطͬ مͬز ساختار این دو روش چند نکته ا

، ]٨[نامه براساس اطلاعات موجود در مراجع  در پایان قابل ذکر است که مطالب اصلͬ و محوری این پایان

  .باشد مͬ ]١٠[و  ]٩[

  



 

١  

١  

  هيم اوليمقدمات و مفاه

 مقدمه )١-١

آشنا  یخوب هرفته در آن بکار  هب ͬف و اصطلاحات علمیتعارش یپ د بایابتدا با، ͬقبل از شروع هر مبحث علم

تر و  ز به مطالب کاملاین در صورت نیکرد و همچن ان شده ارتباط برقراریبا مطالب ببود تا بتوان در ادامه 

ن یدر فصل اول ا. تفاده نموددتر اسید بازتر و مفیدز با یͽر نیر مراجع دید بتوان از سایجد یها دهین ایهمچن

 ]٢[و  ]١[ میا نامه پرداخته انین پایشده در ا انیمربوط به موضوعات ب یازهایش نینامه ما بطور مفصل به پ انیپا

تا م یار خواننده قرار دهیاز مراجع را در اخت ͬست کاملیم تا لیا آن داشتهبر  ͬن در ارائه مطالب سعیهمچن .]٣[و 

برطرف  ز خوانندهایبا رجوع به آنها ن، نیشتر با عناویب ییو جهت آشنا ͬلیاز به اطلاعات تکمیدر صورت ن

  . گردد

های  که نقش مهمͬ در تحلیل روشم یپردازͬ از میم مورد نیه و مفاهیف اولین تعارییبه تبن فصل ابتدا یدرا

  .اند اولیه در مورد این تعاریف و مفاهیم نیز بیان شده البته قضایای. دلات انتگرال دارندابه کار رفته در حل مع

    



  ٢  مفاهيم اوليه ومقدمات 

  

  هیف اولیتعار )٢-١

  :١-٢-١ فیتعر

.‖باشد، به تابع  ℝروی ) خطͬ(یͷ فضای برداری  ܺفرض کنید    یͷ نرم گوییم هرگاه ℝبه  ܺاز  ‖

ݔبه ازای هر  )١ ∈ ‖ݔ‖، ܺ ≥ ݔو  0 = ‖ݔ‖اگر وتنها اگر  0 = 0. 

ߙبه ازای هر  )٢ ∈ ℝ  ݔو ∈ ܺ ،‖αݔ‖ = |α|‖x‖. 

,ݔبه ازای هر  )٣ ݕ ∈ ݔ‖،  ܺ + ‖ݕ ≤ ‖ݔ‖ +   .‖ݕ‖

  :٢-٢-١ف یتعر

  .دار گوییم که دارای یͷ نرم است، فضای خطͬ نرم ܺبه فضای خطͬ 

,ݔدار باشد و برای هر  یͷ فضای خطͬ نرم ܺاگر  ݕ ∈  داشته باشیم ܺ

,ݔ)݀   (ݕ = ݔ‖ −  ‖ݕ

دار، یͷ  بنابراین هر فضای نرم .)نرم است ی هوسیل متر تولید شده به ݀(گوییم  ܺیͷ متریͷ روی  ݀به گاه  آن

  .فضای متریͷ است

  :٣-٢-١ف یتعر

௡ୀ଴{௡ݔ} ی هدنبال
ஶ را به  ܺدار  را در فضای خطͬ نرمͽگوییم هرگاه ݔهم 

  lim௡→ஶ‖ݔ௡ − ‖ݔ = 0  

  :۴-٢-١ف یتعر

௡ୀ଴{௡ݔ} ی هدنبال
ஶ گوییم هرگاه ١، کشͬܺدار  را در فضای خطͬ نرم  

ߝ∀ )١- ١ (  > 0   ∃ܰ   ∀݉, ݊ ∈ ℤ      ݉, ݊ > ܰ ⟹ ݊ݔ‖ − ‖݉ݔ <   ߝ

  :۵-٢-١ف یتعر

{ܵ௡}  ܵبه ∈ ℝ را استͽکه داشته باشیم طوری وجود داشته باشند به ܥو  ݌اگر دو ثابت حقیقͬ  هم  

 ) ٢- ١( lim௡→ஶ ቚ ௌ೙శభିௌ
(ௌ೙ିௌ)೛ቚ =   ܥ

                                                   
1 Cauchy 



  ٣  مفاهيم اوليه ومقدمات 

  

 .گوییم {௡ܵ}همͽرایی  ی همرتبرا  ݌ صورت در این

  :۶-٢-١ف یتعر

:݂فرض کنید  ℝ → ℝ  بر[ܽ, .‖پیوسته باشد، نرم  [ܾ ‖ୡ ͬکنیم را به صورت زیر تعریف م  

 ) ٣- ١( ‖݂‖௖ = sup௔ஸ௫ஸ௕|݂(ݔ)| = max௔ஸ௫ஸ௕|݂(ݔ)|  

  :٧-٢-١ف یتعر

  .را فضای کامل گوییم ܺ، همͽرا باشد، ܺدار  کشͬ در فضای خطͬ نرم ی ههرگاه هر دنبال

 :٨-٢-١ف یتعر

نسبت به متریͷ تولید شده کامل باشد، یعنͬ هر زیر هر گاه م ییگو ١را یͷ فضای باناخ  ܺدار  فضای خطͬ نرم

  .همͽرا باشد ܺکشͬ در  ی هدنبال

  :٩-٢-١ف یتعر

1برای  ≤ ݌ ≤ :݂پذیر  فضای متشͺل از تمام توابع اندازه ∞ [ܽ, ܾ] ⟶ ℂ  که∫ ݐ௣݀|(ݐ)݂| ≤ ∞௕
௔ )ℂ  بیانگر

,ܽ]௣ܮباشد را فضای  )مجموعه اعداد مختلط است  .گوییم [ܾ

,ܽ]௣ܮ   ܾ] = {݂|݂: [ܽ, ܾ] ⟶ ℂ , پذیر اندازه  ݂ , ∫ ݐ௣݀|(ݐ)݂| ≤ ∞}௕
௔  

  :١-٢-١ ی هقضی

,ܽ]௣ܮ 1برای  [ܾ ≤ ݌ ≤   .، فضایی کامل است∞

,ܽ]௣ܮ   .فضایی برداری است و با نرم زیر یͷ فضای باناخ است [ܾ

௣‖(ݔ)݂‖   = (∫ ௕ݐ௣݀|(ݐ)݂|
௔ )

భ
೛ 

,ܽ]ଶܮدر حالت خاص  ,ܽ]ଶܮیعنͬ  ،[ܾ ܾ] = {݂|݂: [ܽ, ܾ] ⟶ ℂ , پذیر اندازه  ݂ , ∫ ݐଶ݀|(ݐ)݂| ≤ ∞}௕
௔  با نرم

ଶ‖(ݔ)݂‖ = (∫ ௕ݐଶ݀|(ݐ)݂|
௔ )

భ
మ فضای باناخ است ͷی.  

  

                                                   
1 Banach space 



  ۴  مفاهيم اوليه ومقدمات 

  

  :١٠-٢-١ف یتعر

௡ୀ଴{௡ݔ}اگر 
ஶ باشد، گوییم سری  ܺدار  ای در فضای نرم دنباله∑ ௡ݔ

ஶ
௡ୀ଴  را به  ܺدرͽی هاست، هرگاه دنبال ݔهم 

௡ݏ = ∑ ௜ݔ
௡
௜ୀ଴  را باشد و در این صورت مͬ ݔبهͽنویسیم  هم∑ ௡ݔ

ஶ
௡ୀ଴ =   .ݔ

∑سری  ௡ݔ
ஶ
௡ୀ଴  رای مطلق گوییم هرگاهͽرا هم∑ ௡‖ஶݔ‖

௡ୀ଴ < ∞.   

  :٢-٢-١ ی هقضی

  .باناخ است اگر و تنها اگر هر سری همͽرای مطلق، همͽرا باشد ܺدار  فضای نرم

  :١١-٢-١ف یتعر

) یا مختلط(را یͷ فضای ضرب داخلͬ گوییم، هرگاه یͷ تابع حقیقͬ  ܺ) یا مختلط(فضای خطͬ حقیقͬ 

ܺروی  × , )را با نماد   که آن ܺ ,ݔطوریͺه برای هر  دهیم، وجود داشته باشد به نشان مͬ ( ,ݕ ݖ ∈ و هر  ܺ

ߙ ∈ ℂ داشته باشیم  

ݔ) )١ + ,ݕ (ݖ = ,ݔ) (ݖ + ,ݕ)  (ݖ

,ݔ) )٢ (ݕ = ,ݕ)  തതതതതതത(ݔ

,ݔߙ) )٣ (ݕ = ,ݔ)ߙ  (ݕ

,ݔ) )۴ (ݔ ≥ ,ݔ)و  0 (ݔ = 0 ⟺ ݔ = 0. 

,ݔ)گاه  آن   .شود نامیده مͬ ݕو ݔ ضرب داخلͬ  (ݕ

  :١-٢-١ تذکر

  کند این ضرب داخلͬ یͷ نرم به صورت زیر تعریف مͬ

ݔ∀   ∈ ‖ݔ‖    ܺ = ඥ(ݔ,  (ݔ

  :١٢-٢-١ف یتعر

>با ضرب داخلͬ  ܪفضای برداری کامل  ݂, ݃ ‖݂‖با نرم  < = ඥ< ݂, ݂   .دهد مͬ ١تشͺیل فضای هیلبرت <

  .فضای هیلبرت همیشه یͷ فضای باناخ است اما عکس آن همیشه برقرار نیست

                                                   
1 Hilbert space 
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  :٣-٢-١ ی هقضی

,ݔگاه به ازای هر  یͷ فضای ضرب داخلͬ باشد، آن ܺفرض کنیم  ݕ ∈   داریم ܺ

,ݔ)|  :١شوارتز-نامساوی کشͬ )١ |(ݕ ≤  ‖ݕ‖‖ݔ‖

ݔ‖  :نامساوی مثلث )٢ + ‖ݕ ≤ ‖ݔ‖ +  ‖ݕ‖

  :١٣-٢-١ف یتعر

ݔکه برای هر  وجود داشته باشد به طوری ܯاگر عددی مانند . بͽیرید ررا در نظ (ݔ)݂تابع  ∈ ، داشته باشیم ௙ܦ

|(ݔ)݂| ≤   .دار گوییم را تابعͬ کران (ݔ)݂گاه  آن. ܯ

  :١۴-٢-١ف یتعر

ܮ فرض کنید که > :݂ ثابتͬ دلخواه و 0 ܺ ⟶ ,ଵݔ تابعͬ باشد که برای هر ܻ ଶݔ ∈   .داشته باشیم ܺ

(ଵݔ)݂‖ )۴- ١ (  − ‖(ଶݔ)݂ ≤ ଵݔ‖ܮ −   ‖ଶݔ

  .گویند ܮبا ثابت  ٢شیتز لیپ ی هرا پیوست (ݔ)݂گاه تابع  آن

  :١۵-٢-١تعریف 

  پذیر گوییم هرگاه مشتق ଴ݔی  را در همسایͽͬ نقطه (ݔ)݂تابع 

 .پیوسته باشد ଴ݔی  در نقطه (ݔ)݂ .١

lim௛→଴مقدار  .٢
௙(௫బା௛)ି௙(௫బ)

௛
 .موجود و متناهͬ باشد 

  :١۶-٢-١ف یتعر

مجموعͬ از توان به صورت  را مͬ (ݔ)݂گاه  پذیر باشد آن نهایت بار مشتق بی ଴ݔدر همسایͽͬ  (ݔ)݂اگر تابع 

ݔ)هایی از  توانهایی که شامل  عبارت −   نوشت، یعنͬاست،  (଴ݔ

(ݔ)݂   = (଴ݔ)݂ + ௙ᇲ(௫బ)
ଵ!

ݔ) − (଴ݔ + ௙ᇲᇲ(௫బ)
ଶ!

ݔ) − ଴)ଶݔ + ⋯ + ௙(೙)(௫బ)
௡!

ݔ) − ଴)௡ݔ + ⋯ 

 ) ١ -۵( ⟹ (ݔ)݂ = ∑ ௙(೙)(௫బ)
௡!

ݔ) − ଴)௡ஶݔ
௡ୀ଴  

                                                   
1 Cauchy Showartz  
2 Lipschitz  
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باشد را بسط  صفر مͬ ی هکه حول نقط حالت خاص بسط تیلور. گویند (ݔ)݂تابع  ١که به آن بسط یا سری تیلور

ͷگویند مͬ (ݔ)݂تابع  ٢لورن م. 

لورن مک تابع(ݔ)݂ )۶- ١ (  بسط  = ∑ ௙(೙)(଴)
௡!

௡ஶݔ
௡ୀ଴  

  :١٧-٢-١ف یتعر

 ଶ݂با  ଵ݂گوییم . باشند ܻبه فضای توپولوژیͷ  ܺدو نگاشت پیوسته از فضای توپولوژیଶ݂  ͷو  ଵ݂فرض کنید 

:ܨای چون  هموتوپ است هرگاه نگاشت پیوسته ܺ × ܫ → وبرای  ܺ߳ ݔکه برای هر  موجود باشد به طوری ܻ

ܫی  بازه =  :داشته باشیم [0,1]

,ݔ)ܨ   0) = ଵ݂    , ,ݔ)ܨ 1) = ଶ݂  

  .شود نامیده مͬ ଶ݂و  ଵ݂یͷ هموتوپی بین  ܨنگاشت 

:݂ اگر  [0,1] → ,଴ݔکه برای  نگاشتͬ پیوسته باشد به طوری ܺ (0)݂داشته باشیم  ܺ߳ ଵݔ = (1)݂و  ଴ݔ = ، ଵݔ

ی انتهایی مسیر  را نقطه ଵݔی ابتدایی و  را نقطه ଴ݔ. است ଵݔبه  ଴ݔو از  ܺیͷ مسیر در  ݂در این صورت گوییم 

  .]۴[ گوییم

  :١٨-٢-١تعریف 

,݂دو مسیر  ݂ᇱ: [0,1] →  ଵݔو  ଴ݔی ابتدایی و انتهایی مشترک  مسیری گوییم اگر دارای نقطه توپورا هم ܺ

:ܨای چون  باشند و بعلاوه اگر نگشت پیوسته ܫ × ܫ → ,ݏکه برای هر  موجود باشد به طوری ܺ داشته  ܫ߳ ݐ

  :باشیم

,ݏ)ܨ   0) = (ݏ)݂ ,ݏ)ܨ 1) = ݂ᇱ(ݏ)
,0)ܨ (ݐ = ଴ݔ ,1)ܨ (ݐ = ଵݔ

 

 .گوییم ′݂و  ݂را هموتوپی بین مسیرهای  ܨدر این صورت 

  :١٩-٢-١ف یتعر

∑سری به صورت  ௞ݎܽ =ஶ
௞ୀ଴ ܽ + ݎܽ + ଶݎܽ +  ܽدر این سری . گویند ݎرا سری هندسͬ با قدر نسبت  ⋯

 .مقداری ثابت است

                                                   
1 Taylor  
2 Maclaurin  
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௡ܵمجموع جزئͬ سری هندسͬ که به شͺل  = ܽ + ݎܽ + ⋯ + زیر محاسبه  ی هاست با استفاده از رابط ௡ିଵݎܽ

  .شود مͬ

 ) ٧- ١( ܵ௡ = ௔(ଵି௥೙)
ଵି௥

  

  :۴-٢-١ ی هقضی

|ݎ|سری هندسͬ برای  < |ݎ|همͽرا و برای  1 ≥ باشد و در صورت همͽرایی، مقدار آن به صورت  واگرا مͬ 1

  .شود زیر محاسبه مͬ

 ) ٨- ١( ܵ௡ = ௔
ଵି௥

  

  


