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سپاس�گزاري

تصور امور براي سرانجامی نمی�توان او یاري و لطف بدون بی�شک که حق، درگاه به بی�کران سپاس
کرد.

نمود یاري مرا و بوده زندگی�ام لحظات تمامی در کمک�رسان و دست�گیر یگانه که شاکرم را خداوند
بردارم. گام دانش و علم فراگیري یعنی زندگی مسیر بهترین در تا

کنم: قدردانی نموده�اند یاري مرا امر این در که کسانی از ادب رسم به می�دانم لازم خود بر
که پژوهش، این راهنماي استاد خورشیدي، حسین دکتر آقاي جناب بزرگوارم، استاد از
می�نهم. ارج را ایشان رهنمودهاي و سپاس�گزارم گشودند، ذهنم پنجره�ي بر جدیدي افق�هاي
این مشاور استاد عنوان به دهقان�نژاد اکبر دکتر آقاي جناب ارزنده پیشنهادات و راهنمایی�ها

است. تشکر و تقدیر درخور پژوهش
را پژوهش این داوري زحمت که فاتحی�نیا دکتر آقاي جناب و بازیگران دکتر آقاي جناب از
و پدر از سپاسگزارم. شد، نامه پایان شدن تر منسجم باعث هایشان راهنمایی و فرمودند تقبل
دانش فراگیري راه در من مشوق بزرگ�ترین و همیشگی پشتیبان که عزیزم همسر و مهربان مادر
را عزیزان این مهر بی�کران دریاي از قطره هر جبران توفیق و دارم را تشکر و سپاس کمال بوده�اند

می�شمارم. غنیمت
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چکیده

از شاخه�هایی در که کاربردهایی سبب به همتافته هندسه همانند تماس هندسه مطالعه
یک تماس، هندسه است. اهمیت حائز دارد، ترمودینامیک) و کلاسیک مکانیک (مانند فیزیک
میدان یک وسیله به که می�دهد قرار بررسی مورد هموار منیفلدهاي روي را هندسی ساختار
می�توان فروبنیوس قضیه از استفاده با می�شود. مشخص مماس کلاف پذیردر انتگرال غیر فراصفحه
هندسه طرفی از است. انتگرال�پذیري از حاصل بندي برگ مقابل در تماس، هندسه که گفت
بعد با منیفلدهایی به همتافته هندسه که حالی در است فرد بعد با منیفلدهایی به مربوط تماس

می�پردازد. زوج
برگ�� از ویژگی�هایی و جبري توپولوژي و دیفرانسیل هندسه از مفاهیمی مرور با اول فصل در
در را تماس ساختار دوم فصل در می�کنیم. مهیا را بعدي فصل�هاي براي لازم نیازهاي پیش بندي،
قضیه گره�ها، نظریه از ابزاري کمک به سوم فصل در می�کنیم. بررسی همتافته ساختار با مقایسه
بعدي -3 منیفلد هر روي بر تماس ساختار یک وجود قضیه این که می�کنیم اثبات را مارتینت
هلومرفیک منحنی�هاي و ریب مدار�هاي مانند مفاهیمی ارائه با پایان در می�کند. تضمین را هموار

می�کنیم. بیان را تماس منیفلد یک روي تماس همولوژي براي تعریفی
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1 فصل
اولیه مفاهیم

همولوژي و کلاف منیفلد، از تعاریفی نظیر دیفرانسیل هندسه از را مفاهیمی ابتدا ، فصل این در
و بندي برگ بین رابطه بیان براي که بندي برگ نظریه از را نکاتی بعدي بخش در می�کنیم. بیان

می�کنیم. ذکر است، نیاز مورد تماس ساختار

دیفرانسیل هندسه از مفاهیمی 1.1
منیفلد شبه منیفلد، شبه باناخ، منیفلد مفاهیم بین مناسبی مقایسه که آن براي بخش این در

ایم. آورده نیز را منیفلد تعریف گیرد صورت ... و دار شاخه

توپولوژیک فضاي Mیک متناهی) بعد (با پذیر دیفرانسیل منیفلد یک ( (منیفلد .1.1.1 تعریف
: است زیر خواص با (همبند)

، p ∈M نقطه هر حول ترتیب این به . n <∞ که است Rn با همئومرف Mموضعا .1
دارد. Rnوجود در بازي گوي به U از ϕ مانند همئومرفیسمی و U مانند بازي همسایگی

تغییر توابع گاه آن باشند، نوع این از مختصاتی کارت دو (U٢, ϕ٢) و (U١, ϕ١) اگر .2
کارت

ϕ٢ ○ ϕ−١١ ∶ ϕ١(U١ ∩U٢)Ð→ ϕ٢(U١ ∩U٢)
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یا هموار را منیفلد می�باشند. مرتبط - Ck کارت دیگردو عبارت به هستند؛ Ck توابعی
باشد. پذیر دیفرانسیل بار بی�نهایت هرگاه گوییم C∞

بعد از Ck اطلس یک تشکیل {(ϕα, Uα)}α∈A مرتبط - Ck هاي کارت از خانواده یک
اطلس یک .M = ⋃α∈AUα یعنی بپوشاند، Mرا ها آن تعریف حوزه اگر Mمی�دهد روي n

نباشد. دیگر Ck اطلس یک مجموعه زیر اگر گوییم کامل یا ماکزیمال Mرا از Ck

Ck اطلس یک تنها و یک صورت این در باشد. Ck اطلس یک A کنید فرض .2.1.1 قضیه
است. A شامل که دارد وجود Ā ماکزیمال

ببینید. را [40] : برهان
-n پذیر دیفرانسیل منیفلد یک را بعدي -n ماکزیمال Ck اطلس یک با را M مجموعه

گوییم. Ck کلاس از بعدي

با همئومورف همسایگی یک نقطه درهر که توپولوژیک فضاي یک ( باناخ (منیفلد .3.1.1 تعریف
فضاي یک که می�شویم یادآور گوییم. باناخ منیفلد را باشد داشته باناخ فضاي در باز مجموعه یک

است. همگرا آن در کوشی دنباله هر یعنی است کامل دار نرم برداري فضاي یک باناخ

یعنی می�گیریم نظر در را هموارند جزئی به�طور توپولوژیککه فضاهاي بعدي، تعریف بیان براي
iY ∶ Ysm Ð→ Y پیوسته دوسویی نگاشت یک از تصویري صورت به که Y توپولوژیک فضاي
یک کدام هر که است باز مجزاي هاي مجموعه زیر از متناهی اجتماعی Ysm آن در و می�باشد
شده تعریف توپولوژي یک : است توپولوژي دو با فضایی Y (یعنی می�باشند. هموار باناخ منیفلد

می�آید.) دست به باناخ فضاي با همئومرف بازهایی از دیگر توپولوژي و Y روي

توپولوژیک یکفضاي d بعد از بسته پذیر جهت منیفلد [31])یکشبه منیفلد (شبه تعریف4.1.1.
بعدي -d منیفلد یک Ysm از مولفه یک که طوري به است فشرده و هاسدرف هموار، جزئی طور به
نگاشته Y از Y top چگال باز فضاي زیر یک روي به iY وسیله به که باشد پذیر جهت هموار
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d − ٢ با مساوي یا کوچکتر بُعدي ،Ysm دیگر مولفه�هاي همه می�کنیم فرض علاوه به شود.
قرار Y −Y top یعنی iY نگاشت تحت d از کمتر بعد با هایی منیفلد زیر تصویر را Y sing دارند.

می�دهیم.

فضاي یک d بعد از Y دار1 شاخه منیفلد شبه یک ( [31] دار شاخه منیفلد (شبه .5.1.1 تعریف
هاي مولفه دارند. d بعد حداکثر Ysm هاي مولفه که است Ysm Ð→ Y هموار جزئی طور به
از اجتماعی براي را Y⩽k نماد و گوییم Bj را اند d − ١ بعد از که هایی آن و Mi را d بعد از

: می�نویسیم می�گیریم. نظر در دارند، k با مساوي کمتریا بعدي که Ysm مولفه�هاي
Y top =⋃

i

Mi ، B =⋃
j

Bj ، Y sing = Y − (Y top⋃B) = Y⩽d−٢

گوییم. 2 اقاقیا هاي شاخه را B مجموعه

می�کنیم. نظر صرف آن ذکر از که شده بیان در[11] دار شاخه منیفلد از نیز دیگري تعریف

بعد از Y دار شاخه منیفلد شبه یک ( [31] دار برچسب دار شاخه منیفلد (شبه .6.1.1 تعریف
مثبت گویاي برچسب و باشد پذیر Miجهت هاي مولفه و فشرده Y اگر است دار3 برچسب d

: باشد برقرار زیر شرایط که طوري به باشد داشته اي λi ∈ Q
آن بستار در x Miکه هاي مولفه و می�دهیم قرار TxB روي جهت یک x ∈ B هر براي
به مربوط مرزي جهت و TxB روي انتخابی جهت سازگاري طبق بر I− و I+ گروه دو به را است

.∑i∈I+ λi = ∑i∈I− λi بنابراین و می�کنیم Miتقسیم

فضاي یک یعنی m مرتبه از گوشه�هایی با منیفلد ( [12] گوشه با (منیفلد .7.1.1 تعریف
فضاها زیر از زنجیر یک به Mمجهز توپولوژیک

M ⊃M ′ ⊃M ′′ ⊃ ⋯ ⊃M (m)

که طوري به (M (○) ∶=M Mو (m+١) = ∅ که )
Branched Pseudomanifold1

Branch Locus2

Labelled3
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باشد، j = ○,⋯,m براي C∞ منیفلد Mیک (j)/M (j+١) .1

،( C∞ یعنی ○ باشد(مرتبه j = ١,⋯,m mبراي − j مرتبه Mاز (j) .2

باشیم ∆Xداشته
j−١×Ω لبه صورت به V همسایگی یک y ∈M (j)/M (j+١) هر براي .3

باشد. باز Ω ⊆ Rqj و j = ١,⋯,m ازاي به ، j − ١ مرتبه از منیفلد یک Xj−١ که
است. X∆ ∶= (R+ ×X)/({○} ×X) مخروط X∆ از منظور

می�گیرند. قرار استفاده مورد چهار فصل در بالا تعاریف

کلاس از برداري میدان یک باشد. منیفلد یک M کنیم فرض ( برداري (میدان .8.1.1 تعریف
می�دهد. نسبت Xpرا بردارمماس p ∈M نقطه هر به که Crاست کلاس Xاز نگاشت یک ،Cr

X ∶M Ð→ TM ، pz→Xp

یک جاي به اگر می�دهیم. نشان χ(M) با Mرا روي C∞ برداري هاي میدان همه مجموعه
میدان و مسطح میدان مانند مفاهیمی به بگیریم نظر در را آن از فضا زیر یک مماس فضاي از بردار
به است TM مماس کلاف از کلاف زیر Mیک روي ξ مسطح میدان یک می�رسیم. صفحه فرا
زیر هرگاه باشد. p ∈M هر براي TpM از بعدي -2 فضاي زیر یک ξp = TpM ∩ ξ که طوري

گوییم. فراصفحه میدان را آن باشد یک متمم بعد با کلاف

که است Mتابعی پذیر دیفرانسیل منیفلد روي ریمانی متر یک ( ریمانی متریک ) .9.1.1 تعریف
نسبت مماس فضاي روي معین مثبت و دوخطی متقارن، داخلی ضرب یک p ∈M نقطه هر به

یعنی می�دهد

p ∈M ، pz→ gp

که طوري به

gp ∶ TpM × TpM Ð→ R
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گاه آن Mباشند در برداري هاي میدان Y و X اگر و

pz→ gp(Xp, Yp)

همراه پذیر دیفرانسیل منیفلد یک باشد. Y و Xهاي دامنه اشتراك پذیرروي دیفرانسیل تابعی
گوییم. ریمانی منیفلد را متر این با

قضیه یک صورت به [40] در تعریف این می�کنیم، بیان مدار و شار از را تعریفی جا این در
است. شده آورده

X ∈ χ(M) می�کنیم فرض ( تعریف / قضیه منیفلد یک روي مدار و شار ) .10.1.1 تعریف
یک و δ > ○ یک ،p شامل U باز مجموعه یک p ∈ M هر براي گاه آن باشد، Ck کلاس از

{φt} ي ها دیفئومرفیسم از یکتا مجموعه

φt ∶ U Ð→ φt(U) ⊂M

می�کند: صدق زیر شرایط در و می�شود تعریف ∣t∣ < δ ازاي به که دارد وجود

و است Ck کلاس از φ .1

φ ∶ (−δ, δ) ×U ⊂ R ×M Ð→M ، (t, x)z→ φt(x)

φ○ = Id ، φt+s = φt ○ φs .2

گاه آن q ∈ U اگر .3

Xq =
d

dt
φt(q)∣t=○

است. φt(x) منحنی سرعت بردار

φ نگاشت گوییم. X برداري میدان به وابسته پارامتري یک موضعی گروه را {φt} خانواده
منحنی بگیریم، نظر در ثابت را x○ ∈ U ⊂ M اگر گوییم. X برداري میدان موضعی شار را

می�نامیم. φ شار براي x○ مدار را tÐ→ φt(x○)
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را تعاریف این می�توان البته اند، شده نقل [39] از و هستند ها کلاف به مربوط زیر تعاریف
کرد. مشاهده نیز و... [34] و [14] در

هاي فضا M و E که است (E,π,M) تایی سه یک کلاف یک ( کلاف ) .11.1.1 تعریف
کلاف فضاي یا کلی فضاي را E است. پیوسته نگاشت یک π ∶ E Ð→M و بوده توپولوژیکی
مجموعه x ∈ M براي است. موسوم تصویري نگاشت به π نگاشت نامند. پایه رافضاي M و
با π−١(x) ، x ∈M هر ازاي به اگر می�شود. نامیده x روي فیبر) (یا تار یک π−١(x) ⊂ E
که U × F به π−١(U) از همئومرفیسم یک (یعنی باشد همئومرف ، F مشترك فضاي یک
تعریف می�نامیم. تاري کلاف را، کلاف و کلاف از تاري را F گاه آن باشد)، داشته وجود U ⊂M
نگاشت یک π و بوده C∞ هاي منیفلد M و E که تفاوت این با بالاست همانند C∞ کلاف
سه�تایی به اشاره کلاف، گرچه می�نامند کلاف اغلب Eرا کلی فضاي که کنید توجه ∞Cمی�باشد.

دارد. (E,π,M)

F تار Mبا بر ضربی حاصل کلاف تاري، کلاف یک از ها مثال ترین ساده از یکی .12.1.1 مثال
می�دهیم. نمایش (M ×F, pr١,M) سه�تایی صورت به که است pr١ ∶M ×F Ð→M و

ضربی حاصل کلاف :1.1 شکل

نوار یک ببینید)، را 2.1 (شکل است موبیوس نوار تاري کلاف یک از مشهور مثالی .13.1.1 مثال
. می�باشد S١ دایره آن پایه فضاي که شده تابیده
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موبیوس نوار :2.1 شکل

بخش ایده�ي تاري کلاف درنظریه ها ایده مهمترین از یکی نظري فیزیک در برد کار دیدگاه از
پذیر دیفرانسیل هاي فرمی ویک برداري هاي میدان که است ذکر شایان است. عرضی مقطع) (یا
( کتانژانت کلاف ) دوم مماس هاي کلاف و مماس هاي کلاف عرضی مقاطع ترتیب به می�توان را

داد. تعمیم می�توان را ایده این گرفت درنظر

به است s ∶ M Ð→ E نگاشت (E,π,M) کلاف یک از عرضی بخش یک .14.1.1 تعریف
دیگر عبارت به دارد قرار x بر π−١(x) تار در x ∈M هرنقطه تصویر که طوري

π ○ s = idM

که است s ∶ U Ð→ E پیوسته نگاشت (E,π,M) کلاف از موضعی بخش یک از منظور
.π(s(x)) = x باشیم: داشته x ∈ U هر براي و Mاست در باز مجموعه یک U

کلاف از عرضی بخش :3.1 شکل
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S١ ها فیبر و π ∶ E Ð→ S١ یعنی باشد اي) دایره (یا مستدیر کلاف یک E کنید فرض
بخش یک آوردن دست به براي است. کلاین بطري یا چنبره یک کلی فضاي حالت این در باشند.
منحنی یک هم به نقاط این کردن وصل با می�کنیم؛ انتخاب نقطه یک فیبر هر از مستدیر کلاف از
مستدیر کلاف از بخش یک بسته منحنی این می�شود. حاصل کلی کلاف کلی فضاي روي بسته

است.

مستدیر کلاف یک از تار و عرضی بخش :4.1 شکل

نامیده ξ = (E,π,M)کلاف از کلافی زیر ،(E′, π′,M کلاف(′ ( (زیرکلاف .15.1.1 تعریف
گاه هر می�دهند نشان را آن ξ∣M ′ نماد با و می�شود

E′ ⊂ E .1

M ′ ⊂M .2

π′ = π∣E′ .3

(E,π,M) هاي کلاف از زوج یک بین مورفیسم یک ( ها کلاف بین (مورفیسم .16.1.1 تعریف
u ∶ E Ð→ E′ که طوري به می�باشد (u, f) هاي نگاشت از زوج یک (E′, π′,M ′) و
اگر . π′ ○ u = f ○ π یعنی باشد جابجایی زیر نمودار که قسمی به f ∶ M Ð→ M ′ و

می�شود. نامیده مورفیسم -M یک (u, idM) مورفیسم ،M =M ′
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( بدیهی موضعا و بدیهی کلاف ) .17.1.1 تعریف

هر اگربراي می�شوند گفته موضعی ایزومرف M یکسان پایه فضاي با η ، ξ دوکلاف .1
-U ، η∣U و ξ∣U که طوري به باشد داشته وجود x از U باز همسایگی یک ، x ∈M

ببینید.) را 16.1.1 (تعریف باشند. ایزومرف

ضربی حاصل کلاف با اگر است بدیهی ξ = (E,π,M) کلاف یک .2
(M × F, pr١,M)

طور به اگر می�شود نامیده بدیهی وموضعا باشد ایزومرف - M ، F فضاي یک ازاي به
باشد. ایزومرف ضربی حاصل کلاف با موضعی

یک حقیقت در می�باشد. تار یک با کلافی لزوما موضعی بدیهی کلاف یک که کنید توجه
ازاي به که طوري به (E,π,M) تایی سه یک از است عبارت تاري کلاف یک از دیگر تعریف
دارد وجود h ∶ U ×F Ð→ π−١(U) همومرفیسم و U ⊂M باز همسایگی یک x ∈M هر

π(h(x, y)) = x ∈ U ، y ∈ F هر ازاي به که قسمی به

پایه فضاي با کلاف یک ξ = (E,π,M) کنید فرض بر) عقب یا القایی (کلاف .18.1.1 تعریف
کلاف ξ از ( بر عقب (یا القایی کلاف صورت این در باشد. نگاشت یک f ∶M ′ Ð→M Mو

کلی فضاي Mبا ′ روي f∗(ξ)
E′ = {(x′, e) ∈M ′ ×E∣f(x′) = π(e)}

است. شده تعریف π′(x′, e) ∶= x′ با π′ ∶ E′ Ð→M ′ تصویري نگاشت که است
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القایی کلاف :5.1 شکل

است E منیفلد روي G گروه عمل راست فضاي -G که این ( کلاف -G ) .19.1.1 تعریف
منیفلد هاي دیفئومرفیسم از گروه یک G که می�کند Eعمل روي E ×GÐ→ E با G یعنی
کلاف با هرگاه می�شود نامیده کلاف - G یک (E,π,M) کلاف صورت این در باشد. می E
کانونی تصویري نگاشت ρ و E Gبر عمل مدار فضاي E

G
آن در که باشد ایزومرف (E,ρ, E

G
)

است.
همانی نگاشت ثابت نقاط داراي دیفئومرفیسم تنها یعنی کند عمل E بر آزاد طور به G اگر

می�باشد. کلاف ساختاري گروه G و است اصلی کلاف - Gیک (E,π,M) گاه آن باشد

( برداري کلاف مورفیسم و برداري کلاف ) .20.1.1 تعریف

در که است تاري کلاف یک (E,π,M) ( (مختلط حقیقی بعدي - n برداري کلاف یک (1
علاوه باشد ( (مختلط حقیقی بعدي - n برداري فضاي یک از ساختاري داراي تار هر آن
سازي بدیهی یک و x از U ⊂ M همسایگی یک ، x ∈ M هر ازاي به باید این بر
y ∈ U هر براي که طوري به باشد داشته وجود h ∶ U ×Rn Ð→ π−١(U) موضعی

باشد. خطی نگاشت یک h ∶ {y} ×Rn Ð→ π−١(y) ،

(E′, π′,M ′) و (E,π,M)برداري هاي کلاف از یکزوج بین برداري کلاف یکمورفیسم (2
خطی نگاشت یک هرتار، به u ∶ E Ð→ E′ تحدید آن در که است (u, f) نگاشت یک

می�باشد.

می�کنیم. بیان برداري کلاف از مثال چند جا این در .21.1.1 مثال
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Mاست. روي بدیهی کلاف Mیک ×Rn حاصلضرب فضاي .1

بعد که است حقیقی برداري کلاف یک پذیر دیفرانسیل منیفلد یک از TM مماس کلاف .2
است. برداري کلاف T ∗M کتانژانت کلاف همچنین Mاست بعد برابر دو آن

n ازاي به Rn در شده نشانده هموار طور به بعدي -m منیفلد زیر Mیک کنید فرض .3
- (n −m) برداري کلاف یک از است عبارت Rn در M نرمال کلاف آنگاه باشد اي

کلی فضاي Mبا بر ν(M) بعدي

E(ν(M)) ∶= {(x, v) ∈M ×Rn∣v.w = ○ ∀w ∈ TxM}

E(ν(M))Ð→ E تصویري ونگاشت Rnاست فضاي در اسکالر ضرب v.w آن در که
است. شده تعریف π(x, v) ∶= x وسیله به

زیر از نشاننده یک i ∶ N Ð→ M کنید فرض ( [2] قسمتی خارج (کلاف .22.1.1 تعریف
زیر به را n ∈ N نقطه در مماس فضاي i دیفرانسیل که است بدیهی Mباشد. در N منیفلد
فضاي عنوان به Ti(n)M/di(TnN) لذا می�کندو تصویر i(n) نقطه Mدر بر مماس فضاي
در زیر هاي جفت از اي مجموعه صورت به را قسمتی خارج کلاف حال بامعناست. قسمت خارج

: می�گیریم نظر

(n, t + di(TnN)) ، t ∈ Ti(n)M

بود. خواهد N روي کلافی کلاف، این که کنید توجه

جزئیات که می�کنیم Ω(M)بیان خارجی جبر از گیري مشتق مورد در نکاتی قسمت این در
دید. [40] در می�توان را بیشتر

خارجی( فرمی -pیک باشد. K میدان روي n بعد با برداري فضاي یک E می�کنیم فرض
می�باشد. زیر صورت به که ω متناوب خطی -p نگاشت از است عبارت ( p درجه از فرم یک یا

ω ∶ E ×E ×⋯ ×E Ð→K
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دهیم. می نمایش ΩpE توسط را آن که است برداري فضاي یک خارجی هاي فرمی -p مجموعه
می�کنیم. معرفی زیر صورت به ضرب یک خارجی هاي فرم مجموعه روي

دو این خارجی ضرب ، π ∈ ΩqE و ω ∈ ΩpE کنید فرض خارجی) (ضرب .23.1.1 تعریف
می�شود. تعریف زیر صورت به که است فرمی -(p + q) فرم یک فرم

ΩpE ×ΩqE Ð→ Ωp+qE

(ω,π)z→ ω ∧ π

است. جابه�جایی و پذیري توزیع پذیري، شرکت جمله از خواصی داراي خارجی ضرب

Mمی�نامیم روي خارجی جبر را Ω(M) ، Ω(M) = {Ωp(M)}p∈N می�کنیم فرض
می�نامند. نیز Ωp(M) مستقیم جمع را Ω(M) تر دقیق عبارت به

نگاشت از است عبارت π درجه از گیري مشتق یک ( π درجه از گیري (مشتق .24.1.1 تعریف
D ∶ Ω(M)Ð→ Ω(M)

: کند صدق زیر شرایط در که طوري به

DΩp(M) ⊂ Ωp+π(M) الف)

Dk = ○ : باشیم داشته k ثابت تابع ازاءهر به ب)

D(ω١ + ω٢) =Dω١ +Dω٢ ج)

شده فرض ω١ درجه p١ جا این (ω٢∧ω١)Dدر =Dω١∧ω(١−)+٢πp١ω١∧Dω٢ د)
است.

تعاریف در را ها آن که نمود بیان را گیري مشتق نوع چند می�توان بالا تعاریف به توجه با لذا
می�کنیم: مطرح زیر شرح به 27.1.1 و و26.1.1 25.1.1
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