
 الف
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ب
 

 
 دانشگاه آزاد اسلامي
 واحد تهران مركزي

 

 دانشكده علوم پايه،گروه رياضي
 

نامه كارشناسي ارشدپايان   
 گرايش آناليز

 

 عنوان
پذيري جبرهاي باناخ دوگانميانگين   

 

ستاد راهنماا  
 دكتر امين محمودي كبريا

 

 استاد  مشاور
ابراهيمي بقاداوود دكتر   

 

 نگارش
 نگين خرمي

 
 
  1391 تابستان



 ج
 

 ���رم�قد�م � 

���مل �
����ل 

ز�ما�م �ود و ت��ه گاه �ن  و�ودش شادی ��ش و �فا�ش ما� آرا�ش �ن ا�ت، ��ی � ��واره � �ول 

کلات، و و�ودش ما� دل���ی �ن �ی با�د  .� �وا�هه با ��

 ای�قد�م � ما�م، ���بان ����ه

� ��ظات �ب باور �ودن، �ذت و �ور دا���ن، �سارت �وا��ن، ���ت ر�یدن و �مام ���� �ی ی�تا و زیبای 

 پای �ن �یاه �ما�د.� �رآغاز �و�د �ن �ود و �ر �ویی از او �ز�د��م، �د�ون ��ور ��ز او�ت. �پاس��ار او ���م 

 

 

 



 د
 

اريزسپاسگ  

كران پروردگار يكتا را كه هستي مان بخشيد و به طريق علم و دانش رهنمونمان شد و به  سپاس بي
معرفت را روزيمان همنشيني رهروان علم و دانش مفتخرمان نمود و خوشه چيني از علم و 

 .ساخت

اي براي اسارت  الهي مرا مدد كن تا دانش اندكم نه نردباني باشد براي فزوني تكبر و غرور، نه حلقه
اي براي تجارت، بلكه گامي باشد براي تجليل از تو و متعالي ساختن زندگي خود و  و نه دست مايه

 .ديگران

دانم از تمامي عزيزاني  ام بر خود واجب مي فتهحال كه توفيق جمع آوري و تهيه اين مجموعه را يا
و براي  كنمام تشكر و قدرداني  مند گشته شان بهره كه در طي انجام اين پژوهش از راهنمايي و ياري

 .ايشان از درگاه پروردگار مهربان آرزوي سعادت و پيروزي نمايم

سعه صدر و صبوري مرا  كه با امين محمودي كبرياكتر جناب آقاي د راهنماي ارجمند تاداز اس
دريغشان در پيشبرد اين پايان نامه سعي  راهنمايي نموده و با ارائه نظرات سازنده و رهنمودهاي بي

 .ند، كمال تشكر را دارماهتمام مبذول داشت

شكر خداوند متعال را به جاي آورده كه توفيق نصيب من كرد تا اين پايان نامه را به پايان برسانم . 
كه همواره اينجانب را مورد تفقد قرار  ابراهيمي بقا داوود دكترجناب آقاي  مشاورماز استاد 

 را دارم.  دهند كمال تشكر مي

  كه زحمت بازخواني و داوري اين مجموعه را به عهده آژينيدكتر جناب آقاي       از داور محترم
كه در دوران تحصيل  دانشكدهاز كليه اساتيد گرانقدر . نمايم ند، صميمانه تشكر و قدرداني مياهداشت

 .نمايم از محضرشان كسب فيض نمودم، تشكر مي
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 چكيده

𝐴موجود باشد كه  ∗𝐴از  ∗𝐴ي  دوگان است اگر يك زير مدول بسته Aگوئيم جبر باناخ  = (𝐴∗)∗   . 

بـراي    M(G)جبرهاست و همچنين شامل تمام جبرهاي ∗𝑤−جبرهاي باناخ دوگان شامل تمام  رده

 است.  Eبراي فضاي باناخ بازتابي  𝐿(𝐸)و تمام جبرهاي  Gي  هاي موضعاً فشرده گروه

       يـك جبـر بانـاخ     پـذير،  ميـانگين  دهيم تحت شرايطي معين يـك جبـر بانـاخ دوگـان     ابتدا نشان مي

 يپـذير  ميانگين -، كنيپذير ميانگين مفهومالبعد است. سپس دو  پذير و بنابراين متناهي ميانگين -ابر

دهيم كه در آنها توپولوژي ضعيف ستاره را روي جبر بانـاخ   توسيع مي را قوي يپذير كن ميانگين و

پـذير (قـوي)    ميانگين -را به كن  Aپذيري جبر باناخ منظم آرنز  ايم. سپس ميانگين دوگان  قرار داده

𝐴∗∗ 0دهيم.  نسبت ميF

1 

                                                 
- amenable - Banach algebra  - Super amenability- Cones amenability کلمات کليدی:۱

Compact weakly- Diagonal - Derivation 
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 مقدمه

1Fجانسون 1972در سال . استمعرفي شده  جانسونپذير به وسيله  جبرهاي باناخ ميانگين

ثابت كـرد   1

پـذير   ميانگين  𝐺پذير است اگر و تنها اگر  ميانگين 𝐿1(𝐺)، جبر پيچشي G  براي گروه موضعاً فشرده

، 1983در سـال  صـورت گرفتـه اسـت.    پـذير   ميـانگين آن تحقيقات جالبي روي  بعد از . [25]باشد

2Fهاجرآب

 .[21]اي باشد است اگر و تنها اگر هسته پذير ميانگين جبر  ∗𝐶نشان داد كه يك  2

3Fايفر  ، 1988سال  درهمچنين 

پـذير اسـت اگـر و     ميـانگين  -ثابت كرده است كه جبر نويمان، كن  3

يك گـروه   Gاگر  ه شد، نشان داد 1998در سال  .[12]پذير باشد ميانگين -تنها اگر به طور قوي، كن

پـذير   گسسـته و ميـانگين    Gپذير اسـت اگـر و تنهـا اگـر      ميانگين M(G)موضعاً فشرده باشد آنگاه 

 .  [18]باشد

 كنيم.   دو هدف را دنبال مي  نامه پاياندر اين 

با قضاياي سپس  ،هستندپذير  جبرهاي باناخ نادري موجودند كه ميانگين شود نشان داده مياولاً 

پذيري به طور مناسبي براي جبرهاي باناخ دوگان تعميم  نظريه ميانگين  ثانياً و شود ميثابت مناسب 

 .ناميم ميپذيري  ميانگين –كه آن را كن شود داده مي

4Fروندهولكر نامه مقاله آقاي  در اين پايان

 2002در مورد ميانگين پذيري جبرهاي باناخ كه در سـال   ،4

 .[39]دهم به چاپ رسيده را مورد بحث و بررسي قرار مي

                                                 
۱ B.E. JOHNSON 
۲ U.HAAGERUP 
۳ E.G.EFFROS 
٤ Volker Runde 
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 فصل اول
 پيش نيازها
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 فضاهاي باناخ 1-1
 

                   يــك فضــاي بــرداري توپولوژيــك باشــد قــرار دهيــد       Xفــرض كنيــد   .1-1-1تعريــف 

𝑋∗ = {𝑓  ⁄ 𝑓:𝑋 → 𝐹}   ،در اين صورت𝑋∗   دوگانرا X نامند و به اعضاي آن يعني توابع مانند  مي

fنامند.   ، تابعك خطي مي 

 

Λ فـرض كنيـد   .2-1-1 نمادگذاري ∈ 𝑋∗   در آن صـورتΛ(x)     را بـه صـورت〈𝑥,Λ〉   نمـايش

 دهيم.   مي

 

. ‖بـا نـرم    ∗𝑋 يك فضاي نرمدار باشد در آن صورت فضـاي  Xفرض كنيد  .3-1-1قضيه  يـك   ‖

∥  همچنينفضاي باناخ است.  Λ ∥= supΛ∈𝑋∗ ,𝑥∈𝑋 ,‖𝑥 ‖≤1   .   

 

باشـد در ايـن    Xدوگان   ∗𝑋 توپولوژيك باشد و يك فضاي برداري Xفرض كنيد  .4-1-1 تعريف

,𝑥1 كهبـراي هـر  كند هرگاه  مي را جدا  X  نقاط  ∗Xصورت گوييم  𝑥2 ∈ 𝑋  𝑥1 ≠ 𝑥2 ،  يـك عضـو 

𝜙 ∈ 𝑋∗ موجود باشد به طوري كه 𝜙(𝑥1) ≠ 𝜙(𝑥2). 

 

باشـد بـه قسـمي     مي (≥,𝐼) ئياي با ترتيب جز ، مجموعه𝐼 دار مجموعه جهت يك .5-1-1 تعريف

,𝑖2كه هرگاه  𝑖1 ∈ 𝐼  آنگاه𝑖3 ∈ 𝐼  موجود باشد به قسمي كه𝑖1 ≤ 𝑖3 و𝑖2 ≤ 𝑖3. 

 

عبارت اسـت از زوج   X يك فضاي توپولوژيكي باشد يك شبكه در X فرض كنيم. 6-1-1 تعريف

�(𝐼,≤),𝑋�  كه در آن(𝐼,≤) ـ  باشد. معمـولاً   مي Xبه توي  Iيك تابع از  Xدار و  مجموعه جهت كي



 

٥ 
 

𝑖به ازاي هر ∈ 𝐼 ،𝑋(𝑖)  را با نماد𝑋𝑖 دهيم و تابع نمايش مي X  را با {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼  كنـيم   نمادگذاري مـي

 گوييم. X را يك شبكه در  𝑖∈𝐼{𝑋𝑖} در اين صورت

 

𝑓 باشـد كـه   fخـانواده نگاشـتهاي    Fفـرض كنيـد    .7-1-1 تعريف ∶ 𝑋 → 𝑋𝑓    بطوريكـه هـر𝑋𝑓 

 fاي دلخواه باشد در اين صورت ضعيفترين توپولوژي كه نسبت به آن هر  مجموعه Xهاسدورف و 

 نامند. مي (𝑓,𝑋𝑓)توسط خانواده  توپولوژي القا شده Fپيوسته است را 

 

 باشد و فرض كنيـد   𝜏يك فضاي برداري توپولوژيك با توپولوژي  Xفرض كنيد  .8-1-1تعريف 

𝑋∗   دوگانX  باشد به طوري كه نقاطX  را جدا كند. توپولوژي القا شده رويX توسط 𝑋∗    را بـا

𝜏𝑤 دهيم.  نمايش مي(𝑋, 𝜏𝑤)   يك فضاي توپولوژيك موضعاً محدب است كه دوگـان آن همـان𝑋∗ 

 لـذا  .پيوسته اسـت   ∗𝑋است كه نسبت به آن هر عضو Xترين توپولوژي روي  ضعيف  𝜏𝑤است و 

𝜏𝑤 ⊆ 𝜏  روي  توپولوژي ضعيفراX  و𝜏   را توپولوژي اوليـه رويX  نامنـد و   مـي𝜏𝑤    را بـا نمـاد

𝜎(𝑋,𝑋∗) اين خاصيت مهم وجود دارد كه  اگـر  در توپولوژي ضعيف دهند. نمايش مي{𝑥𝛼}    يـك

𝑥وباشد  Xتور (دنباله حالت خاصي از توراست) در  ∈ 𝑋  آنگاه𝑥𝛼 → 𝑥   تحت توپولوژي ضـعيف

𝑓،اگر و تنها اگر براي هر ∈ 𝑋∗  〈𝑥𝛼 , 𝑓〉 → 〈𝑥, 𝑓〉 .همگرائي تور{𝑥𝛼}   به𝑥  را در اين توپولوژي

𝑥𝛼را با نماد 
𝑤
→ 𝑥 دهند.   نشان مي 

 

 باشد و فرض كنيـد  Xدوگان   ∗𝑋يك فضاي برداري توپولوژيك و Xفرض كنيد  .9-1-1تعريف 

𝑥 ∈ 𝑋.  نگاشت𝑓𝑥 ∈ 𝑋∗∗  كه𝑓𝑥:𝑋∗ → 𝐹    براي هـر را Λ ∈ X∗   بـا ضـابطه  f𝑥(Λ) = Λ(𝑥)   در

𝐹يك نگاشت خطي است و خانواده  𝑓𝑥. گيريم نظر مي = {𝑓𝑥 𝑥⁄ ∈ 𝑋} نقاط 𝑋∗  كنـد  را جدا مي .

Λ1,Λ2 هر زيرا براي ∈ 𝑋∗  وΛ1 ≠ Λ2  يك 𝑥 ∈ 𝑋  موجود است به طوريكـه Λ1(𝑥) ≠ Λ2(𝑥)  .



 

٦ 
 

𝑓𝑥 ،f𝑥(Λ1)تعريف بنابراين با توجه به  = f𝑥(Λ2)   .  حـالF  توپولـوژي روي،𝑋∗  𝑋∗     را بـه يـك

 نامنـد و بـا    مي توپولوژي ضعيف ستارهكند اين توپولوژي را  فضاي برداري توپولوژيك تبديل مي

𝜏𝑤∗  يا 𝜎(𝑋∗,𝑋) در اين توپولوژي توردهند.  نمايش مي{𝑓𝛼} ⊆ 𝑋∗   بهf  تحت توپولوژي ضعيف

𝑥،ستاره همگرا است اگر و تنها اگر براي هر ∈ 𝑋  〈𝑥, 𝑓𝛼〉 → 〈𝑥, 𝑓〉.   همگرائي تـور{𝑓𝛼}    بـهf  را

𝑓𝛼در اين توپولوژي با نماد 
𝑤∗
�� 𝑓 دهند. مي نشان 

 

باناخ  ∗𝑋  باشد در اين صورت Xدوگان   ∗𝑋يك فضاي باناخ و Xفرض كنيد  .10-1-1تعريف 

𝑥براي هر  دهيم كه يك فضاي باناخ است. حال نمايش مي  ∗∗𝑋 را با  X دوگان دوم .است ∈ 𝑋 

 𝜙: 𝑥 ↦ 𝜙𝑥 ∈ 𝑋∗∗براي هر  كه در آن  نگاشت𝑥∗ ∈ 𝑋∗،  〈𝑥∗,𝜙𝑥〉 = 〈𝑥, 𝑥∗ 〉  است را در نظر

‖𝜙𝑥‖ يك تبديل خطي است و به علاوه  𝜙 گيريم. مي = ‖𝑥‖. چون، 

‖𝜙𝑥‖ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋|〈〈𝑥∗,𝜙𝑥〉〉| = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑋|〈𝑥, 𝑥∗〉| = ‖𝑥‖ 

𝜙:𝑋از اين رو نگاشت → 𝑋∗∗ ايزومورفيسم ايزومتري اسـت. اكنـون   يك𝜙، (𝑋) ⊆ 𝑋∗∗   چـونX 

  𝜙(𝑋)و  Xاست. حال با يكي گرفتن   ∗∗𝑋زير فضاي بسته  𝜙(𝑋) باناخ است پس كامل است پس

𝑋 توان نوشت مي ⊆ 𝑋∗∗. همچنين𝜙:𝑋 → 𝑋∗∗ و، 𝜙:𝑋 → 𝜙(𝑋) ⊆ 𝑋∗∗    نگاشتهايي يك به يـك

𝑋ا لذ باشند. مي ≅ 𝜙(𝑋) توان اعضاي  پس ميX  و𝜙(𝑋)  يكي در نظر گرفت. در واقـع  را 𝜙(𝑋) 

پيوسـته هسـتند. در واقـع     خطي هستند كه نسبت به توپولوژي ضعيف سـتاره  تابعكهايآن دسته از 

باناخ باشد ولي اين شرط كافي نيست. زيـرا   Xانعكاسي باشد آن است كه Xشرط لازم براي آنكه

1اگر < 𝑃 < ∗∗𝐿𝑝(𝜇)،در اين صورت ∞ = 𝐿𝑞(𝜇)∗ = 𝐿𝑝(𝜇)  . اگر حال𝑃 =  ،در اين صورت 1

𝐿1(𝜇)∗∗ = 𝐿𝑃(𝜇)∗ ≠ 𝐿1(𝜇)          
 



 

۷ 
 

{𝑎𝑛} و،يك جبر باناخ  Aفرض كنيد  . 11-1-1تعريف  ⊆ 𝐴 𝑎 ∈ 𝐴  به طوريكه.𝑎𝑛
𝑤∗

�� 𝑎  گوييم

𝑏بـراي هـر   هرگـاه  ، به طور جـدا ضـعيف سـتاره پيوسـته اسـت      𝐴ضرب در  ∈ 𝐴  ،𝑎𝑛𝑏
𝑤∗

�� 𝑎𝑏 

.و 𝑏𝑎𝑛
𝑤∗

�� 𝑏𝑎  

                                         1 

𝑇:𝐴 رمدار و نفضاي  ود Bو  Aفرض كنيم  .12-1-1تعريف  → 𝐵  يك نگاشت خطي پيوسته

∗𝑇∗:𝐵دهيم و نشان مي ∗𝑇را با نماد Tنگاشت الحاقيباشد. آنگاه  → 𝐴∗    براي هر را𝑎𝜖𝐴 ,𝛼𝜖𝐵∗ 

〈𝑎,𝑇∗(𝛼)〉  با ضابطه = 〈𝑇(𝑎),𝛼〉 گيريم. در نظر مي 

1 

𝜙:𝑋 يـك فضــاي بانــاخ باشـد نگاشــت   Xفــرض كنيــد  .13-1-1تعريـف   → 𝑋∗∗  بــراي هــر را

𝑥 ∈ 𝑋 ,𝛼 ∈ 𝑋∗   با ضابطه 〈𝛼,𝜙(𝑥)〉 = 〈𝑥,𝛼〉  كنيم.  تعريف مي𝜙 ، يك نگاشت خطي است كـه 

𝑥، براي هر ∈ 𝑋  ‖𝜙(𝑥)‖ = ‖𝑥‖ . نامند.   مي (استاندارد) نشاننده طبيعياين نگاشت را 

 

هاي خطـي پيوسـته از    دو فضاي نرمدار باشند مجموعه تمام نگاشت  Bو  Aاگر  .14-1-1تعريف 

A  بهB  را با نمادL(A,B) دهند اگـر   نشان ميA=B      آنگـاه بـه جـاي نمـادL(A,A)   از نمـادL(A) 

𝑇براي كنند. نرم در اين فضا  استفاده مي ∈ 𝐿(𝐴,𝐵)  به صورت‖𝑇‖ = 𝑠𝑢𝑝‖𝑥‖≤1‖𝑇𝑥‖    تعريـف

 يك فضاي نرمدار است.   L(A,B)شود. پس  مي

 

 جبرهاي باناخ 1-2
 

روي ميـدان اعـداد    Aعبارت است از يك فضاي بـرداري ماننـد    جبر مختلطيك  .1-2-1تعريف 

𝐴همراه با نگاشت   Cمختلط  × 𝐴 → 𝐴   با ضابطه(𝑥,𝑦) ↦ 𝑥. 𝑦    كه در اصول موضوعه زيـر بـه

,𝑥,𝑦ازاي هر  𝑧 ∈ 𝐴  و𝑎 ∈ 𝑪  صدق كند به جاي𝑥.𝑦  ًمعمولا𝑥𝑦 نويسيم. مي 



 

۸ 
 

(1)  𝑥(𝑦𝑧) = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧, (𝑥 + 𝑦)𝑧 = 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 

(2)  𝑥(𝑦𝑧) = (𝑥𝑦)𝑧 

(3)  (𝑎𝑥)𝑦 = 𝑎(𝑥𝑦) = 𝑥(𝑎𝑦) 

(𝑥,𝑦)نگاشت  → 𝑥𝑦   را ضرب𝐴  و عضو𝑥𝑦  را حاصلضرب 𝑥  و𝑦 ناميم. مي 

 (𝐴, ‖. .‖يك جبر و  𝐴گوييم هرگاه  جبر نرمداررا يك  (‖  باشـد بـه طـوري كـه     𝐴يك نرم در  ‖

𝑥,𝑦 براي هر ∈ 𝐴 ، ‖𝑥𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖. ‖𝑦‖ . عبارت است از جبر نرمدار جبر باناخحال يك(𝐴, ‖. ‖) 

.‖تحت نرم  Aبه طوري كه فضاي نرمدار    Aناميم هرگاه عضوي از  يكداررا  Aكامل باشد. جبر  ‖

𝑥براي هر دهيم موجود باشد به طوري كه نشان مي eكه با  ∈ 𝐴 ،. 𝑥𝑒 = 𝑒𝑥 = 𝑥  

 

ــال  ــد   .2-2-1مث ــرض كني ــورت    𝑌و  𝑋ف ــن ص ــند در اي ــك باش ــرداري توپولوژي ــاي ب  دو فض

𝐵(𝑋,𝑌) = �𝑓 | 𝑓:𝑋 → 𝑌        كه  � خطي𝐵(𝑋,𝑌)      يك فضاي برداري است حـال اگـر𝑌 = 𝐹 

∗𝑋 در اين صورت = 𝐵(𝑋,𝐹)  . 

 
 

دوگـان دوم آن باشـد.     ∗∗𝐴و   𝐴دوگـان اول   ∗𝐴يك جبر بانـاخ و   𝐴فرض كنيم  .3-2-1تعريف 

 شود.   با ضابطه زير در سه مرحله تعريف مي  ∗𝐴روي ضرب آرنز اول

 ∗𝐴در يك عضو   𝐴ابتدا ضرب يك عضو (الف) 

〈𝑏,𝑓𝑎〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉                                (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴  , 𝑓 ∈ 𝐴∗)          

 ∗∗𝐴در يك عضو  ∗𝐴حال ضرب يك عضو  (ب)

〈𝑎,𝐹𝑓〉 = 〈𝑓𝑎,𝐹〉                               (𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑓 ∈ 𝐴∗ ,𝐹 ∈ 𝐴∗∗) 

 يه يكديگر (ضرب آرنز اول)  ∗∗𝐴حال ضرب اعضاي  (پ)

 〈𝑓,𝐹    𝐺〉 = 〈𝐺𝑓,𝐹〉                        (𝑓 ∈ 𝐴∗   ,𝐹,𝐺 ∈ 𝐴∗∗ )                                     

 .دهيم) نشان مي □(ضرب آرنز اول را با  

 

 

□ 



 

۹ 
 

 شود.   مانند ضرب آرنز اول در سه مرحله تعريف مي ضرب آرنز دوم .4-2-1تعريف 

.𝑏,𝑎〉  (الف) 𝑓〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉                                (𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴 , 𝑓 ∈ 𝐴∗) 

,𝑎〉 (ب) 𝑓𝐹〉 = 〈𝑎.𝑓,𝐹〉                             ( 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑓 ∈ 𝐴∗,𝐹 ∈ 𝐴∗) 

⋄ 𝑓,𝐹〉 (پ)   𝐺〉 = 〈𝑓𝐺,𝐹〉                         (𝑓 ∈ 𝐴∗   , 𝐹,𝐺 ∈ 𝐴∗∗)   

 .دهيم) نشان مي ⋄را با  دوم(ضرب آرنز 

 

,𝜙بـراي هـر    است اگـر  آرنز منظم جبر، يك 𝐴گوئيم جبر باناخ  .5-2-1تعريف  𝜏 ∈ 𝐴∗∗،   داشـته

𝜙 □  𝜏باشيم  = 𝜙 ⋄ 𝜏. 

 

باشد.  𝐹يك فضاي برداري روي  𝑋و  𝐹روي ميدان  باناخ يك جبر 𝐴فرض كنيم  .6-2-1تعريف 

𝑋  باناخ را يك𝐴  هرگاه نگاشت  گويم مدول چپ 𝐴 × 𝑋 → 𝑋   با ضابطه(𝑎, 𝑥) ↦ 𝑎. 𝑥 

 ،كه طورياشد به ب موجود

.𝑎   (الف) (𝑥 + 𝑦) = 𝑎. 𝑥 + 𝑎.𝑦                     (𝑎 ∈ 𝐴 , 𝑥,𝑦 ∈ 𝑋) 

𝑎)   (ب) + 𝑏). 𝑥 = 𝑎. 𝑥 + 𝑏. 𝑥                         (𝑥 ∈ 𝑋,𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴) 

.(𝑎1𝑎2)    (پ) 𝑥 =  𝑎1. (𝑎2. 𝑥)                         (𝑎1,𝑎2 ∈ 𝐴,   𝑥 ∈ 𝑋) 

.𝑎‖  (ت) 𝑥‖ ≤ ‖𝑎‖‖𝑥‖                                      (𝑎 ∈ 𝐴 ,   𝑥 ∈ 𝑋)                  

𝑋است اگر نگاشتي مانند مدول راست 𝐴 باناخ يك  𝑋مين ترتيب گوئيم به ه × 𝐴 → 𝑋   با ضابطه

(𝑥,𝑎) ↦ 𝑥. 𝑎    .موجود باشد كه داراي خواص مشابه فوق باشد 

 

مـدول   𝐴اه هـم بانـاخ   گهر گوييم  مدول 𝐴مدول دوطرفه يا باناخ   𝐴باناخ را  𝑋 .7-2-1تعريف 

,𝑎اش بـراي   مدول راست باشد و ضرب مدولي 𝐴چپ و هم باناخ  𝑏 ∈ 𝐴, 𝑥 ∈ 𝑋  داراي خاصـيت                      

(𝑎. 𝑥). 𝑏 = 𝑎. (𝑥. 𝑏) باشد. 

 



 

۱۰ 
 

ــال  ــر  .8-2-1مثـ ــر 𝐴اگـ ــاخ يـــك جبـ ــان  ∗𝐴و  بانـ ــاه  𝐴دوگـ ــد آنگـ ــر  ∗𝐴باشـ ــراي هـ                        بـ

 𝑎 ∈ 𝐴,𝑓 ∈ 𝐴∗,𝑏 ∈ 𝐴  با ضرب مدولي〈𝑏,𝑎.𝑓〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉  و〈𝑏,𝑓. 𝑎〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉    يـك بانـاخ

𝐴    .مدول است 

 

𝑎ناميم هرگاه بـه ازاي هـر    جابجاييرا  𝑋مدول دو طرفه  𝐴باناخ  .9-2-1تعريف  ∈ 𝐴 و𝑥 ∈ 𝑋 ، 

.𝑎رابطه 𝑥 = 𝑥. 𝑎  .برقرار باشد 

 

مدول نيـز   𝐴يك فضاي باناخ باشد كه يك باناخ  𝐸يك جبر باناخ و  𝐴فرض كنيم  .مثال 1-2-10

𝑎بـراي هـر    ∗𝐸است. در اين صـورت   ∈ 𝐴 , 𝑓 ∈ 𝐸∗, 𝑏 ∈ 𝐸    بـا ضـرب〈𝑏,𝑎𝑓〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉 و 

〈𝑏,𝑓𝑎〉 = 〈𝑎𝑏,𝑓〉  باناخيك  𝐴  است.  مدول 

 

 Aخود با ضـرب موجـود در خـود يـك بانـاخ       Aيك جبر باناخ باشد آنگاه  Aاگر  .11-2-1مثال 

 مدول است. 𝐴به صورتي كه در قسمت قبل تعريف شده است يك باناخ  ∗𝐴مدول است و 

 

,𝑎〉با نماد  𝑎را روي  𝑓اثر يك نگاشت خطي مانند  .12-2-1 تبصره 𝑓〉 به جاي𝑓(𝑎)  نشان

 است. 𝑓(𝑎)همان  〈𝑎,𝑓〉يعني  .دهيم مي

 

  نـاميم   تقريبـي واحـد   را يـك  𝐴در  {𝑒𝛼}يك جبر باناخ باشد تور  𝐴فرض كنيد  .13-2-1تعريف 

𝑎 براي هر هر گاه ∈ 𝐴  ، 𝑒𝛼 . 𝑎
‖.‖
�� 𝑎 و  𝑎. 𝑒𝛼

‖.‖
�� 𝑎 . اسـت   تور واحـد تقريبـي كرانـدار   گوييم اين

‖𝑠𝑢𝑝‖𝑒𝛼،اگر < ∞ . 

 

  .يك جبر باناخ باشد. آنگاه عبارات زير معادل هستند A فرض كنيم .14-2-1قضيه تجزيه كوهن 

1  (A  داراي واحد تقريبي چپ ( راست ) با كران بالايM .مي باشد 



 

۱۱ 
 

𝜀و هر  ∋Aaموجود است كه به ازاي هر  M) عدد ثابت 2 > Acbعناصر  0  aوابسته به  ,∋

cbaيافت مي شوند كه  =  )bca Mc) و  = ε<baو  ≥  ). ∋Aab∈  )aAbو  −

 

𝑓:𝑋يك فضاي برداري توپولوژيك باشد و  xفرض كنيد  .15-2-1تعريف  → 𝑪  يك تابع مختلط

 به صورت 𝐶0(𝑋)در اين صورت  باشد

𝐶0(𝑋) = �𝑓:𝑋 → 𝑪 |در بي نهايت صفرشود 𝑓 پيوسته وحد 𝑓    � شود. تعريف مي 

 

 

فضـاي  عبـارت اسـت از    𝑀(𝐺)  يك گروه موضعاً فشرده باشـد.   Gفرض كنيد  .16-2-1تعريف 

با ضرب پيچشي كه در زيـر تعريـف   G .  M(G)مختلط(متناهي) روي هاي بورل  برداري تمام اندازه

,𝜇 بـراي  شود. تبديل مييك جبر باناخ شده به  𝜈 ∈ 𝑀(𝐺)    ضـرب پيچشـي 𝜇 ∗ 𝜈     بصـورت زيـر

   شود. تعريف مي

〈𝑓, 𝜇 ∗ 𝜈〉 ≔ �
𝐺

�� 𝑓(𝑔ℎ)𝑑𝜇(𝑔)
𝐺

� 𝑑𝜈(ℎ)                                  (𝑓 ∈ 𝐶0(𝐺)) 

 يعني .شود است كه در بي نهايت صفر مي  Gمجموعه تمام توابع پيوسته روي  𝐶0(𝐺) كه در آن

𝜀 براي هر > 𝐾دلخواه يك مجموعه فشرده  0 ⊆ 𝐺 براي هر چنان موجود است كه 𝑥 ∈ 𝐺 − 𝐾 ،

 |𝑓(𝑥)| < 𝜀  
        

xx*يك جبر باناخ باشد. نگاشت  Aفرض كنيم  .17-2-1تعريف   برگشـت را يك  Aبه  Aاز  →

 ناميم هر گاه داراي خواص زير باشد.  

)()(
),()()(

),()()(
),()()(
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***
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۱۲ 
 

.2جبـر بـا خاصـيت    *-نـاميم. يـك    جبر *-جبر باناخ مجهز به برگشت را يك  xxx        را يـك  =

–C* ناميم.   جبر 

 

بـه  كـه   ت شـود ياف ـ Bباشد به طوريكه فضاي باناخي مانند  جبر *Cيك  A اگر .18-2-1تعريف 

Aعنوان دو فضاي باناخ  ≃ B∗  آنگاهA  را–w*  ناميم.  جبر 

 

 تانسوريضرب  1-3
 

𝜃:𝑋فضـاهاي بانـاخ باشـند نگاشـت      𝑋و  𝑌و  𝑍فرض كنـيم   .1-3-1 تعريف × Y → Z   را يـك

   شرايط زير برقرار باشد. ناميم هرگاه نگاشت دو خطي

(𝑖)  براي هر𝑥 ∈ 𝑋 نگاشت ،𝑦 → 𝜃(𝑥,𝑦)   .خطي باشد 

(𝑖𝑖)براي هر𝑦 ∈ 𝑌  نگاشت ،𝑥 → 𝜃(𝑥,𝑦)   .خطي باشد 

ــي ــت دو خط ــداررا  𝜃نگاش ــاه  كران ــوييم هرگ 𝑀گ > ــه  0 ــد ك ــود باش ــان موج ــر  چن ــراي ه ب

 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 ،‖𝜃(𝑥,𝑦)‖ ≤ 𝑀‖𝑥‖‖𝑦‖ . ــام نگاشــت ــا   فضــاي تم ــدار را ب ــاي خطــي كران ه

𝐵𝐿(𝑋,𝑌,𝑍) شود.   دهند كه در آن نرم به صورت زير تعريف مي نشان مي 

‖𝜃‖ = 𝑠𝑢𝑝{‖𝜃(𝑥,𝑦)‖ | ‖𝑥‖ ≤ 1 , ‖𝑦‖ ≤ 1} 
 

𝑦و  ∋Xxبــــراي هــــر  .2-3-1تعريــــف ∈ 𝑌 عنصــــر ،𝑥⨂𝑦 ∈ 𝐵𝐿(𝑋2,𝑌2,𝐶)،  بــــراي

𝑓هر ∈ 𝑋∗ ,𝑔 ∈ 𝑌∗   به صورت𝑥⨂𝑦(𝑓,𝑔) = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ضرب تانسور جبريشود.  تعريف مي 

𝑋 و𝑌 را با ،𝑋⨂𝑌  كه فضـاي خطـي توليـد شـده از     دهند.  نشان مي{ 𝑥⨂𝑦 | 𝑥 ∈ 𝑋 ,𝑦 ∈ 𝑌 }  در

𝐵𝐿(𝑋∗,𝑌∗,𝐶) ــت. در ــرم   𝑋⨂𝑌 اســـ ــك نـــ ــراي يـــ 𝑈بـــ ∈ 𝑋⨂𝑌   ــورت ــه صـــ بـــ

‖𝑈‖𝑃 = 𝑖𝑛𝑓{∑‖𝑥𝑖‖‖𝑦𝑖‖  | 𝑈 = ∑𝑥𝑖⨂𝑦𝑖}  شود. نماد  تعريف مي‖. ‖𝑝      را نمـاد نـرم تانسـور



 

۱۳ 
 

.‖  را با نـرم    𝑋⨂𝑌ناميم. بستار  نرم تانسور تصويري  گيريم و اين نرم را تصويري در نظر مي ‖𝑝 

ناميم و آن را با نماد  𝑌و  𝑋 تانسور تصويريضرب در داخل دوگان دوم نرمي مربوط به اين نرم را 

𝑋⨂�𝑌  دهيم.   نشان مي 

 

𝑛يك جبر باناخ و  𝐴فرض كنيم  .3-3-1تعريف ∈ 𝑁   باشد آنگـاه𝑀𝑛(𝐴)     فضـاي بـرداري تمـام

 ،باشد كه مي 𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛}(𝑎𝑖,𝑗)هاي  ماتريس

�(𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛}� = � �𝑎𝑖,𝑗�𝐴 < ∞
𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛}

 

 شود.   در اين فضا ضرب به صورت زير تعريف مي

(𝑎𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛} . (𝑏𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛} = (𝑐𝑖,𝑗)𝑖,𝑗∈{1,2,…𝑛} 

𝑀𝑛(𝐴).𝐶𝑖,𝑗  در حالي كه = ∑ 𝑎𝑖,𝑘𝑏𝑘,𝑗𝑘∈{1,2,…𝑛}      با اين ضرب يك جبر بانـاخ اسـت. منظـور از

𝑀𝑛 هاي  ماتريس𝑛  در𝑛   .است 
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 دومفصل 
 پذيري جبرهاي باناخ ميانگين

 هاي موضعاً فشرده و ميانگين پذيري گروه
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 مقدمات 2-1
 

اي از  به عنوان زيـر مجموعـه   ∗𝐴مدول بسته  -𝐴را دوگان ناميم اگر  𝐴جبر باناخ  .1-1-2 تعريف 

𝐴∗  موجود باشد كه𝐴 ≅ (𝐴∗)∗  ،𝐴∗   را پيش دوگان𝐴  ناميم و𝐴∗   .لزوماً منحصر به فرد نيست 

جبر بانـاخ دوگـان    تعريفاند.  همه رياضيدانان نپذيرفتهرا تعريفي كه ما از جبر باناخ دوگان آورديم 

خ بـا خاصـيت   جبر باناخ دوگان را جبـر بانـا   [6]و  [5]است. مثلاً دربه صورتهاي ديگري نيز آمده 

𝐷𝑀 نامند.   مي 

 

 ،يك جبر باناخ دوگان باشد آنگاه 𝐴فرض كنيد  .2-1-2قضيه 

 ، به طور جدا ضعيف ستاره پيوسته است.  𝐴ضرب جبر باناخ  (الف)

 داراي واحد تقريبي كراندار است اگر و تنها اگر داراي واحد باشد.   𝐴 (ب)

∗∗𝐷𝑖𝑥𝑚𝑖𝑒𝑟 ،𝜋:𝐴نگاشت تصوير  (پ) ≅ 𝐴∗∗∗∗ → 𝐴∗∗ ≅ 𝐴     يك همومورفيسم جبـري نسـبت بـه

 است.   ∗∗𝐴ضرب آرنز روي 

اي از  به عنـوان زيـر مجموعـه    ∗𝐴مدول  𝐴 يك جبر باناخ دوگان است پس 𝐴چون  ،(الف). برهان

𝐴∗   موجود است كه𝐴 = (𝐴∗)∗  حال براي آنكه نشان دهـيم ضـرب در   1-1-2(طبق تعريف (𝐴 ،

{𝑎𝑛}اي مانند  به طور جدا، ضعيف ستاره پيوسته است بايد نشان دهيم اگر دنباله ⊆ 𝐴  به𝑎 ∈ 𝐴  به

𝑏ضعيف ستاره همگرا باشد آنگاه براي هر  طور ∈ 𝐴  ،𝑎𝑛𝑏
𝑤∗

�� 𝑎𝑏 و. 𝑏𝑎𝑛
𝑤∗

�� 𝑏𝑎  

.دهيم نشان مي 𝑎𝑛𝑏
𝑤∗

→ 𝑎𝑏  چون 𝐴 = (𝐴∗)∗   تـوانيم   پـس مـي{𝑎𝑛}   و 𝑏و𝑎 را در(𝐴∗)∗   در نظـر

𝑎𝑛بگيريم. چون 
𝑤∗

�� 𝑎   براي هر  پس𝑓 ∈ 𝐴∗، 

 )2-1-1(  𝑓(𝑎𝑛) → 𝑓(𝑎)                                          


