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نامه پایان این از ... و اقتباس ترجمه، برداري، نسخه تکثیر، و چاپ از اعم حقوق کلیۀ
است. محفوظ شاهرود صنعتی دانشگاه براي

است. آزاد مأخذ ذکر با مطالب نقل



چکیده
ثابت کوي مک باشند. R[x] از ناصفر اي چندجمله دو g(x), f(x) و جابجایی حلقه یک R کنیم فرض

.f(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ اگر که کرد
ناصفر اي چندجمله دو g(x), f(x) هرگاه نامیم می راست کوي مک را جابجایی) لزوماً (نه R حلقه
.f(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] از
عنوان به کنیم. می بررسی را راست کوي مک هاي حلقه هاي توسیع از برخی ابتدا نامه پایان این در

است. راست کوي مک نیز R[x]�(xn) آنگاه باشد، راست کوي مک R اگر دهیم می نشان مثال
هرگاه نامیم، می σ−اریب کوي مک را R حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض
عنصر آنگاه ،p(x)q(x) = ٠ و باشند R[x; σ] از ناصفري عناصر q(x) =

n∑
j=٠

bjx
j و p(x) =

m∑
i=٠

aix
i

کوي مک هاي حلقه بین رابطه سپس .p(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R صفر مخالف
کنیم. می مطالعه را پذیر σ−برگشت و σ−آرمنداریز هاي حلقه با σ−اریب

حلقه جابجایی، نیم حلقه یافته، تقلیل حلقه آرمنداریز، حلقه کوي، مک حلقه کلیدي: واژه�هاي
σ−اریب کوي مک حلقه پذیر، σ−برگشت حلقه اریب، اي چندجمله

باشد. می [15] و ،[14] ،[2] مقالات از برگرفته نامه پایان این در شده ارائه مطالب ....
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1 فصل
مقدماتی مفاهیم

تعاریف و نیازها پیش 1.1
باشد. می یکدار و پذیر شرکت حلقه یک نمایانگر R نامه پایان این سراسر در

هرگاه نامیم، می ضربی بسته را S مجموعه .∅ ̸= S ⊆ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .1.1.1 تعریف

.ab ∈ S ، a, b ∈ S هر براي و ١ ∈ S

را R روي اریب ایهاي چندجمله حلقه باشد. R حلقه از درونریختی یک σ کنیم فرض .2.1.1 تعریف

و n ∈ N که باشند می a٠ + a١x + · · · + anx
n فرم به آن عناصر که دهیم می نمایش R[x; σ] با

قانون از ضرب عمل و شوند می تعریف طبیعی طور به R[x;σ] روي ضرب و جمع عمل دو .ai ∈ R

آنگاه ،g(x) =∑ bjx
j و f(x) =∑ aix

i اگر مثال عنوان به کند. می پیروي xa = σ(a)x

f(x)g(x) = (
∑
i

aix
i)(
∑
j

bjx
j) =

∑
i,j

aiσ
i(bj)x

i+j.

روي لوران اریب ایهاي چندجمله حلقه باشد. R حلقه از خودریختی یک σ کنیم فرض .3.1.1 تعریف

فرم به آن عناصر که دهیم می نمایش R[x, x−١;σ] با را R

اند) نامنفی صحیح اعداد m,n) هستند. a−mx
−m + a−m+١x−m+١ + · · ·+ a٠ + · · ·+ anx

n

قانون از ضرب عمل و شوند می تعریف طبیعی طور به R[x, x−١;σ] حلقه در ضرب و جمع عمل دو

1



مقدماتی مفاهیم .1 2فصل

کند. می پیروي xia = σi(a)xi

نامیم، می چپ صفر علیه مقسوم را a ∈ R ناصفر عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .4.1.1 تعریف

متناظراً راست صفر علیه مقسوم .ab = ٠ که قسمی به باشد داشته وجود b ∈ R ناصفر عنصر هرگاه

شود. می تعریف

صفر علیه مقسوم یک را a باشد، راست صفر علیه مقسوم هم و چپ صفر علیه مقسوم هم a اگر

نامیم. می

اگر ،a, b ∈ R هر براي و R ̸= ٠ هرگاه نامیم، می صحیح دامنه یک را R جابجایی حلقه .5.1.1 تعریف

.b = ٠ یا a = ٠ آنگاه ab = ٠

است. صفر علیه مقسوم فاقد دامنه هر توجه.

اگر ،R از B و A آل ایده هر ازاي به هرگاه نامیم، می اول را R حلقه از P سره آل ایده .6.1.1 تعریف

.B ⊆ P یا A ⊆ P آنگاه ،AB ⊆ P

R در X راست ساز پوچ و چپ ساز پوچ .∅ ̸= X ⊆ R و باشد حلقه یک R کنیم فرض .7.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف چنین ترتیب به را

l.annR(X) = {a ∈ R | ax = ٠،x ∈ X هر ازاي ,{به

r.annR(X) = {a ∈ R | xa = ٠،x ∈ X هر ازاي .{به

نماییم. می استفاده rR(x), lR(x) علائم از باشد عضوي تک X اگر

r.annR(x) = ٠ هرگاه نامیم می منظم را x ∈ R عنصر باشد. حلقه یک R کنیم فرض .8.1.1 تعریف

Q حلقه در x ∈ R طوریکه به ،R ⊆ Q و باشند حلقه دو R,Q اگر که داریم توجه .l.annR(x) = ٠ و

است. R منظم عنصر یک x آنگاه باشد، پذیر وارون
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باشد. نداشته ناصفري توان پوچ عنصر هیچ هرگاه نامیم می یافته تقلیل را R حلقه .9.1.1 تعریف

.ba = ٠ آنگاه ،ab = ٠ اگر ،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم می پذیر برگشت را R حلقه .10.1.1 تعریف

g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i هرگاه نامیم می آرمنداریز را R حلقه .11.1.1 تعریف

.aibj = ٠ ،j و i هر ازاي به آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند R[x] در ناصفر ایهاي چندجمله

است. پذیر برگشت جابجایی، و یافته تقلیل حلقه هر تذکر1.

است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه یک از زیرحلقه هر تذکر2.

.bac = ٠ آنگاه ،abc = ٠ اگر ،a, b, c ∈ R هر براي هرگاه نامیم می متقارن را R حلقه .12.1.1 تعریف

دهد نتیجه ab = ٠ ،a, b ∈ R هر براي هرگاه نامیم می جابجایی نیم را R حلقه .13.1.1 تعریف

.aRb = ٠

است. متقارن جابجایی و یافته تقلیل حلقه هر .1 .14.1.1 نتیجه

است. پذیر برگشت متقارن حلقه هر .2

است. جابجایی نیم پذیر برگشت حلقه هر .3

است. بدیهی 2 و 1 اثبات.

پس است، پذیر برگشت R چون و ،abr = ٠ نتیجه در .br = ٠ و a, b, r ∈ R کنیم فرض .3

� است. جابجایی نیم R حلقه بنابراین .aRb = ٠ ،r ∈ R هر ازاي به یعنی؛ ،arb = ٠

نیست. برقرار کلی حالت در فوق روابط عکس دید، خواهیم بعدي مثال در چنانچه

به را I آل ایده باشد. آزاد K−جبر یک F = K⟨x, y, z⟩ و میدان یک K کنیم فرض .15.1.1 مثال

صورت

I = (FxF )٢ + (FyF )٢ + (FzF )٢ + FxyzF + FyzxF + FzxyF ⊂ F



مقدماتی مفاهیم .1 4فصل

نیست. متقارن ولی است پذیر برگشت R که است واضح .R = F�I دهیم می قرار گیریم. می نظر در

M توسط R بدیهی توسیع باشند. مدول (R,R)-دو Mیک و حلقه یک R کنیم فرض .16.1.1 تعریف

کنیم: می تعریف چنین را

T (R,M) =

{(
a m
٠ a

)
| a ∈ R,m ∈M

}
.

شود. می داده نمایش نیز R⊕M علامت با T (R,M)

شوند: می تعریف زیر صورت به طبیعی طور به T (R,M) روي ضرب و جمع

(r١,m١)(r٢,m٢) = (r١r٢, r١m٢ +m١r٢)(
R M
٠ R

)
مثلثی ماتریسبالا حلقه از حلقه یکزیر

{(
a m
٠ a

)
| a ∈ R,m ∈M

}
همچنین

است.

صورت این در باشد. یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض .17.1.1 گزاره

S =


 a b c
٠ a d
٠ ٠ a

 | a, b, c, d ∈ R


است. آرمنداریز

فرم به توان می را S از عنصر هر .
 a١ b١ c١

٠ a١ d١
٠ ٠ a١

 ,

 a٢ b٢ c٢
٠ a٢ d٢
٠ ٠ a٢

 ∈ S کنیم فرض اثبات.

کنیم: می تعریف زیر صورت به را S روي ضرب و جمع عمل دو بنابراین داد. نمایش (a, b, c, d)

(a١, b١, c١, d١) + (a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١ + a٢, b١ + b٢, c١ + c٢, d١ + d٢)

(a١, b١, c١, d١)(a٢, b٢, c٢, d٢) = (a١a٢, a١b٢ + b١a٢, a١c٢ + b١d٢ + c١a٢, a١d٢ + d١a٢).

(به کرد. بیان (p٠(x), p١(x), p٢(x), p٣(x)) فرم به توان می را S[x] در اي چندجمله هر همچنین

( pi(x) ∈ R[x] ،٠ ≤ i ≤ ٣ هر ازاي
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دو g(x) = (g٠(x), g١(x), g٢(x), g٣(x)) و f(x) = (f٠(x), f١(x), f٢(x), f٣(x)) کنیم فرض

نتیجه در .f(x)g(x) = ٠ و باشند S[x] در اي چندجمله

f(x)g(x) = (f٠(x)g٠(x), f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x), f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x)

+f٢(x)g٠(x), f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x)) = ٠

داریم: را زیر معادلات دستگاه تساوي این به باتوجه

(٠) f٠(x)g٠(x) = ٠

(١) f٠(x)g١(x) + f١(x)g٠(x) = ٠

(٢) f٠(x)g٢(x) + f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠

(٣) f٠(x)g٣(x) + f٣(x)g٠(x) = ٠

.g٠(x)f٠(x) = ٠ گیریم می نتیجه (٠) معادله از بنابراین است، یافته تقلیل R حلقه فرض، مطابق

آنگاه کنیم ضرب f٠(x) در راست از را (١) معادله اگر

.f٠(x)g١(x) = ٠, f١(x)g٠(x) = پس٠ .f٠(x)g١(x)f٠(x) + f١(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

.f٠(x)g٣(x)f٠(x) + f٣(x)g٠(x)f٠(x) = ٠ ،f٠(x) در راست از (٣) معادله ضرب با همچنین

.f٠(x)g٣(x) = ٠, f٣(x)g٠(x) = ٠ بنابراین

داریم: صورت این در کنیم. می ضرب f٠(x) در راست از را (٢) معادله اکنون

f٠(x)g٢(x)f٠(x) + f١(x)g٣(x)f٠(x) + f٢(x)g٠(x)f٠(x) = ٠

شود. می تبدیل زیر فرم به (٢) معادله پس .f٠(x)g٢(x) = ٠ بنابراین

(٣′
) f١(x)g٣(x) + f٢(x)g٠(x) = ٠.
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.f٢(x)g٠(x) = و٠ f١(x)g٣(x) = ٠ آنگاه کنیم، ضرب (٣′
) معادله در راست از را f١(x) اگر

دهیم: می قرار .f(x), g(x) ∈ S[x] کنیم فرض

f(x) =
n∑

i=٠

 ai bi ci
٠ ai di
٠ ٠ ai

 xi , g(x) =
m∑

j=٠

 aj bj cj
٠ aj dj
٠ ٠ aj

xj

و

f٠(x) =
n∑

i=٠
aix

i , f١(x) =
n∑

i=٠
bix

i , f٢(x) =
n∑

i=٠
cix

i , f٣(x) =
n∑

i=٠
dix

i

g٠(x) =
m∑

j=٠
ajx

j , g١(x) =
m∑

j=٠
bjx

j , g٢(x) =
m∑

j=٠
cjx

j , g٣(x) =
m∑

j=٠
djx

j.

داریم: j و i هر ازاي به آمده، بدست نتایج و فرض به توجه با بنابراین

aiaj = ٠ , aibj = ٠ , biaj = ٠ , aicj = ٠ , bidj = ٠ , ciaj = ٠ , aidj = ٠ , diaj = ٠

نتیجه: در ai bi ci
٠ ai di
٠ ٠ ai

 aj bj cj
٠ aj dj
٠ ٠ aj

 = ٠.

� است. آرمنداریز S حلقه پس

آرمنداریز حلقه یک R بدیهی توسیع صورت این در باشد. یافته تقلیل R حلقه کنیم فرض .18.1.1 قضیه

است.

با T (R,R) چون اثبات.

U =


 a b ٠
٠ a ٠
٠ ٠ a

 | a, b ∈ R


،17.1.1 گزاره به توجه با بنابراین است. آرمنداریز آرمنداریز، حلقه یک از حلقه زیر هر و است یکریخت

� است. آرمنداریز حلقه یک T (R,R)



2 فصل
مک شرط که هایی حلقه از هایی توسیع

هستند دارا را کوي
راست کوي مک هاي حلقه از هایی توسیع 1.2

آنگاه باشد، R[x] در صفر علیه مقسوم یک f(x) و جابجایی حلقه یک R اگر که کرد ثابت 1 کوي مک

.f(x)r = ٠ که قسمی به دارد وجود r ∈ R صفر مخالف عنصر

R[x] در ناصفر ایهاي چندجمله g(x), f(x) هرگاه نامیم، می راست کوي مک را R حلقه .1.1.2 تعریف

حلقه .f(x)c = ٠ طوریکه به باشد داشته وجود c ∈ R ناصفر عنصر آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ و باشند

شود. می تعریف متناظراً چپ کوي مک

نامیم. می کوي مک را آن باشد راست کوي مک هم و چپ کوي مک هم اي اگرحلقه

باشد. راست کوي مک R[x] اگر تنها و اگر است راست کوي مک R حلقه .2.1.2 قضیه

باشد. راست کوي مک R کنیم فرض اثبات.

باشند R[x][y] در صفر مخالف اي چندجمله دو G(y) =
m∑

j=٠
gjy

j و F (y) =
n∑

i=٠
fiy

i کنیم فرض

دهیم: می قرار i, j هر ازاي به .F (y)G(y) = ٠ و

fi =

pi∑
s=٠

aisx
s , gj =

qj∑
t=٠

bjtx
t ∈ R[x].

1McCoy
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درجه و است اي چندجمله درجه deg که ،k =
∑

deg(fi) +
∑

deg(gj) کنیم فرض

نتیجه در ایم. گرفته نظر در صفر را صفر اي چندجمله

F (xk) =
n∑

i=٠
fix

ik , G(xk) =
m∑

j=٠
gjx

jk ∈ R[x].

ضرایب مجموعه و است برابر fiها ضرایب مجموعه با F (xk) ضرایب مجموعه که کنیم می مشاهده

پس شود، می جابجا R عناصر با x و F (y)G(y) = ٠ چون است. برابر gjها ضرایب مجموعه با G(xk)

به دارد وجود u ∈ R صفر مخالف عنصر است، راست کوي مک R چون طرفی از .F (xk)G(xk) = ٠

است. راست کوي مک R[x] نتیجه در و F (y)u = ٠ بنابراین .F (xk)u = ٠ طوریکه

g(x) =
m∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
n∑

i=٠
aix

i و باشد راست کوي مک R[x] کنیم فرض بعکس،

و f(y) =
n∑

i=٠
aiy

i کنیم فرض همچنین .f(x)g(x) = ٠ که باشند R[x] از ناصفري ایهاي چندجمله

کوي مک R[x] چون .f(y)g(y) = ٠ و باشند R[x][y] از ناصفر اي چندجمله دو g(y) =
m∑

j=٠
bjy

j

.f(y)h(x) = ٠ طوریکه به دارد وجود h(x) =

p∑
k=٠

hkx
k ∈ R[x] صفر مخالف عنصر است، راست

به دارد وجود hk ∈ R صفر مخالف عنصر نتیجه در .aih(x) = ٠ ،i = ٠,١, . . . , n هر ازاي به بنابراین

� است. راست کوي مک R بنابراین .f(x)hk = ٠ طوریکه

کوي مک T (R,R) یا Rبا R بدیهی توسیع اگر تنها و اگر است راست کوي مک R حلقه .3.1.2 قضیه

باشد. راست

باشد. راست کوي مک T (R,R) کنیم فرض ابتدا اثبات.

و باشند R[x] از ناصفر اي چندجمله دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i کنیم فرض

نظر در را T (R,R)[x] از G(x) =
n∑

j=٠
Bjx

j و F (x) =
m∑
i=٠

Aix
i عضو دو .f(x)g(x) = ٠
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،٠ ≤ j ≤ n و ٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به که گیریم می

Ai =

(
ai ٠
٠ ai

)
, Bj =

(
bj ٠
٠ bj

)
.

پس است، راست کوي مک T (R,R)[x] چون و ،F (x)G(x) = ٠ پس ،f(x)g(x) = ٠ چون

عنصر چون .F (x)
(
a b
٠ a

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود T (R,R) در

(
a b
٠ a

)
صفر عنصرمخالف

،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به بنابراین هستند. صفر مخالف نیز b یا a پس صفراست، مخالف
(
a b
٠ b

)
.
(
aia aib
٠ aia

)
= ٠

درنتیجه .f(x)b = ٠ و f(x)a = ٠ بنابراین ،aib = ٠ و aia = ٠ ،٠ ≤ i ≤ m هر ازاي به پس

باشد. می راست کوي مک R حلقه

.R′ = T (R,R) دهیم می قرار باشد. راست کوي مک R حلقه کنیم فرض بعکس،

دهیم: می قرار .F (x)G(x) = ٠ و باشند R′[x] از صفر مخالف عضو دو G(x) و F (x) کنیم فرض

F (x) =

(
a٠ b٠
٠ a٠

)
+

(
a١ b١
٠ a١

)
x+ · · ·+

(
am bm
٠ am

)
xm,

G(x) =

(
a′٠ b′٠
٠ a′٠

)
+

(
a′١ b′١
٠ a′١

)
x+ · · ·+

(
a′n b′n
٠ a′n

)
xn.

کنیم فرض

f١(x) = a٠ + a١x+ . . .+ amx
m , f٢(x) = b٠ + b١x+ . . .+ bmx

m

g١(x) = a′٠ + a′١x+ . . .+ a′nx
n , g٢(x) = b′٠ + b′١x+ . . .+ b′nx

n.

پس ،F (x)G(x) = ٠ چون

٠ =

(
f١(x) f٢(x)
٠ f١(x)

)(
g١(x) g٢(x)
٠ g١(x)

)
=

(
f١(x)g١(x) f١(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x)

٠ f١(x)g١(x)

)
.

افتد: می اتفاق حالت 9 . f١(x)g٢(x) + f٢(x)g١(x) = ٠ و f١(x)g١(x) = ٠ بنابراین
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چون .f١(x) ̸= ٠, f٢(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض اول. حالت

طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر است، راست کوي مک R حلقه و f١(x)g١(x) = ٠

. F (x)
( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود R′ در

( ٠ c
٠ ٠

)
عنصرناصفر بنابراین .f١(x)c = ٠

است. راست کوي مک حلقه R′ نتیجه در

دوباره صورت این در .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) = ٠ کنیم فرض دوم. حالت

کرد. انتخاب را
( ٠ c
٠ ٠

)
∈ R′ ناصفر عنصر توان می

نتیجه در .f١(x) ̸= ٠, g١(x) = ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض سوم. حالت

f١(x)c = طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر است راست کوي مک R چون .f١(x)g٢(x) = ٠

نتیجه در .F (x)
( ٠ c
٠ ٠

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود

( ٠ c
٠ ٠

)
∈ R′ ناصفر عنصر بنابراین .٠

است. راست کوي مک R′

پس .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) = ٠, g٢(x) ̸= ٠ کنیم فرض چهارم. حالت

عنصر نتیجه در .f١(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر بنابراین .f١(x)g١(x) = ٠

کوي مک R′ حلقه بنابراین . F (x)
(

c ٠
٠ c

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود ٠ ̸=

(
c ٠
٠ c

)
∈ R′

است. راست

پس .f١(x) ̸= ٠, g١(x) ̸= ٠, f٢(x) = ٠, g٢(x) = ٠ کنیم فرض پنجم. حالت

عنصر نتیجه در .f١(x)c = ٠ طوریکه به دارد وجود c ∈ R ناصفر عنصر بنابراین .f١(x)g١(x) = ٠

کوي مک R′ حلقه بنابراین . F (x)
(

c ٠
٠ c

)
= ٠ طوریکه به دارد وجود ٠ ̸=

(
c ٠
٠ c

)
∈ R′

است. راست

ناصفر عنصر توانیم می آنگاه ،f١(x) = ٠, g١(x) = ٠, f٢(x) ̸= ٠, g٢(x) ̸= ٠ اگر ششم. حالت

کنیم. می انتخاب را
( ٠ ١
٠ ٠

)
∈ R′

� باشند. می (١)− (۵) حالات شبیه دیگر حالتهاي



هستند دارا را کوي مک شرط که هایی حلقه از هایی توسیع .2 11فصل

حلقه زیر دهیم می نشان باشد. راست کوي مک R حلقه کنیم فرض .4.1.2 مثال

T۶ =




a١ a٢ a٣ a۴ a۵ a۶
٠ a١ b١ b٢ b٣ b۴
٠ ٠ a١ c١ c٢ c٣
٠ ٠ ٠ a١ d١ d٢
٠ ٠ ٠ ٠ a١ d٣
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ a١

 ; ai, bi, ci, di ∈ R


نیست. راست کوي مک ،۶× ۶ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه از

گیریم: می نظر در زیر صورت به را f(x), g(x) ∈ T۶[x] اي جمله چند دو حل.

f(x) =


١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

+


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

 x,

g(x) =


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ١

+


٠ ٠ ٠ ٠ ٠ −١
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠

x.

.f(x)c = ٠ طوریکه به ندارد وجود T۶ در c ناصفر عنصر اما ،f(x)g(x) = ٠ وضوح به

نیست. راست کوي مک T۶ حلقه بنابراین

دهیم: می قرار باشد. حلقه یک R کنیم فرض توجه.

B۴(R) =




a١ a b c
٠ a١ d r
٠ ٠ a١ s
٠ ٠ ٠ a١

 | a١, a, b, c, d, r, s ∈ R
 .

است. ۴× ۴ مثلثی بالا هاي ماتریس حلقه از اي حلقه زیر B۴(R) است واضح

است. راست کوي مک R حلقه صورت این در باشد. راست کوي مک B۴(R) کنیم فرض .5.1.2 قضیه
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و باشند R[x] صفردر مخالف اي چندجمله دو g(x) =
m∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
n∑

i=٠
aix

i کنیم فرض اثبات.

B۴(R)[x] از عناصري G(x) =
m∑

j=٠
Bjx

j و F (x) =
n∑

i=٠
Aix

i کنیم فرض همچنین .f(x)g(x) = ٠

،٠ ≤ j ≤ m و ٠ ≤ i ≤ n هر براي که باشند

Ai =


ai ai ai ai
٠ ai ai ai
٠ ٠ ai ai
٠ ٠ ٠ ai

 , Bj =


bj bj bj bj
٠ bj bj bj
٠ ٠ bj bj
٠ ٠ ٠ bj


و

F (x)G(x) =


f(x) f(x) f(x) f(x)
٠ f(x) f(x) f(x)
٠ ٠ f(x) f(x)
٠ ٠ ٠ f(x)




g(x) g(x) g(x) g(x)
٠ g(x) g(x) g(x)
٠ ٠ g(x) g(x)
٠ ٠ ٠ g(x)

 = ٠.

B۴(R) در A =


s s١ s٢ s٣
٠ s s۴ s۵
٠ ٠ s s۶
٠ ٠ ٠ s

 صفر مخالف عنصر پس است، کوي مک B۴(R) چون

.f(x)s = ٠ آنگاه ،s ̸= ٠ اگر .F (x)A = ٠ طوریکه به دارد وجود

هر ازاي به طوریکه به دارد، وجود si صفر مخالف عنصر ١ ≤ i ≤ ۶ هر ازاي به آنگاه ،s = ٠ اگر

� .f(x)si = ٠ بنابراین .si+v = ٠،١ ≤ v ≤ ۶− i
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جابجایی نیم و کوي مک هاي حلقه بین رابطه 2.2
در درحالیکه است، جابجایی نیم هم R[x] آنگاه باشد جابجایی نیم R حلقه اگر که کرد ادعا 2 هیرانو

وجود جابجایی نیم حلقه دهیم می نشان همچنین نیست. درست ادعا این دهیم می نشان ،3.3.3 مثال

اثبات براي است. کوي مک پذیر برگشت حلقه هر که کنیم می ثابت واقع در نیست. کوي مک که دارد

از توان می را روابطی چه است جابجایی نیم یا پذیر برگشت R وقتی که کنیم بررسی داریم نیاز آن

آورد. بدست f(x)g(x) = ٠

از عضو دو g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد جابجایی نیم R حلقه کنیم فرض .1.2.2 لم

.aibi+١٠ = ٠ ،i ∈ {٠,١, . . . ,m} هر ازاي به آنگاه ،f(x)g(x) = ٠ اگر صورت این در باشند. R[x]

عبارت ،i ∈ {٠,١, . . . ,m+ n} هر براي که است واضح اثبات.

(∗)i
i∑

j=٠
ajbi−j = ٠.

است. f(x)g(x) = ٠ ي معادله i−ام جمله ضریب

،ajbk٠ = ٠ ویژه به .ajbj+١٠ = ٠ ،j < k هر براي کنیم فرض .a٠b٠ = ٠ آنگاه ،i = ٠ اگر

ضریب در راست از را bk٠ اگر .ajbk−jb
k
٠ = ٠ ،j < k هر براي جابجایی، نیم خاصیت به توجه با بنابراین

آنگاه: کنیم، ضرب xk

٠ =
k∑

j=٠
ajbk−jb

k
٠ = akb

k+١
٠ .

� شود. می ثابت حکم نتیجه در

است. کوي مک پذیر، برگشت هرحلقه .2.2.2 قضیه
2Hirano
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g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد پذیر برگشت R حلقه کنیم فرض اثبات.

نشان کافیست .f(x)g(x) = ٠ و باشند n و m درجه از ترتیب به R[x] از صفر مخالف اي چندجمله دو

است. چپ کوي مک R که دهیم

نمایش Ca با را a(x) ضرایب وسیله به شده تولید چپ آل ایده ،a(x) ∈ R[x] اي چندجمله هر براي

به دارد وجود c ∈ Cf صفر مخالف عنصر که دهیم می نشان g(x) درجه روي استقرا به دهیم. می

.cg(x) = ٠ طوریکه

کنیم می تقسیم x از توانهایی بر را g(x), f(x) اینصورت غیر در .a٠, b٠ ̸= ٠ نمود فرض توان می

شود. ناصفر آنها ثابت جمله تا

است. برقرار حکم لذا و cg(x) = a٠b٠ = ٠ گیریم می نتیجه c = a٠ فرض با آنگاه ،n = ٠ اگر

که کنیم می انتخاب طوري را l ≥ ٠ عدد ،1.2.2 لم به توجه با .n ≥ ١ کنیم فرض

f(x)bl+١٠ = ٠ ̸= f(x)bl٠.

پس .bl٠f(x)b٠ = ٠ اما a(x) ̸= ٠ است، پذیر برگشت R چون .a(x) := bl٠f(x) دهیم می قرار

a(x)g(x) = ٠ , a(x)b٠ = ٠. (1.2)

.a(x)b(x) = ٠ ،(1.2) معادله به توجه با بنابراین .b(x) := (g(x)− b٠)�x کنیم فرض

لذا ،deg(b(x)) = n − ١ < n و deg(g(x)) = n > ٠ چون .b(x) ̸= ٠ که کنیم می آوري یاد

،a(x)b٠ = ٠ طرفی از .cb(x) = ٠ که دارد وجود c ∈ Ca صفر مخالف عنصر استقرا فرض به توجه با

.cg(x) = ٠ نتیجه در .cb٠ = ٠ رو این از و Cab٠ = (٠) پس

� کند. می کامل را برهان این و c ∈ Cf بنابراین .Ca ⊆ Cf دانیم می a(x) ساختار به توجه با

از عناصري g(x) =
n∑

j=٠
bjx

j و f(x) =
m∑
i=٠

aix
i و باشد جابجایی نیم R حلقه کنیم فرض .3.2.2 لم

l٠, l١, . . . , ln ∈ N نامنفی صحیح اعداد صورت این در .f(x)g(x) = ٠ و f(x) ̸= ٠ که باشند R[x]
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،k ∈ {٠,١, . . . , n} هر براي طوریکه به دارند وجود

f(x)blkk b
lk−١
k−١ . . . b

l٠
٠ ̸= ٠ , f(x)blk+١k b

lk−١
k−١ . . . b

l٠
٠ = ٠.

که باشند داشته وجود l٠, l١, . . . , lj کنیم فرض استقرا به شود. می نتیجه 1.2.2 لم از l٠ وجود اثبات.

.r = b
lj
j b

lj−١
j−١ . . . b

l٠٠ دهیم می قرار کنند. می صدق بالا شرایط در

داریم: را زیر معادله m+ ١ لذا ،f(x)g(x) = ٠ چون

(∗)j+١ a٠bj+١ + a١bj + · · ·+ ambj−m+١ = ٠,

(∗)j+٢ a٠bj+٢ + a١bj+١ + · · ·+ ambj−m+٢ = ٠,
...

(∗)j+m+١ a٠bj+m+١ + a١bj+m + · · ·+ ambj+١ = ٠,

دهد. می نشان را f(x)g(x) = ٠ معادله در xα ضریب ،(∗)α که

انتخاب چگونگی و جابجایی نیم خاصیت به توجه با پس ،air = ٠ چون ،k ≤ j هر و i هر ازاي به

را lj+١ سپس .aibi+١j+١r = ٠ ،i ≤ m هر براي که دهیم می نشان . aibkr = داریم٠ ،l٠, l١, . . . , lj

.aiblj+١+١j+١ r = ٠ ،i هر ازاي به که گیریم می نظر در نامنفی صحیح عدد کوچکترین

آنگاه کنیم، ضرب r در راست از را (∗)j+١ معادله اگر

٠ = a٠bj+١r + a١bjr + · · ·+ ambj−m+١r = a٠bj+١r.

داریم: جابجایی نیم خاصیت به توجه با کنیم ضرب bj+١r در راست از را (∗)j+٢ معادله اگر حال

٠ = a٠bj+٢bj+١r + a١b
٢
j+١r + · · ·+ ambj−m+٢bj+١r = a١b

٢
j+١r.

� .aibi+١j+١r = ٠ ،i ≤ m هر براي که گیریم می نتیجه روند این ادامه با
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نیست کوي مک که دارد وجود جابجایی نیم حلقه 3.2
لم به مثال این بررسی در نیست. کوي مک اما است جابجایی نیم که دهیم می ارائه مثالی بخش این در

کنیم. می ذکر را لوزي لم بیان جهت مقدماتی مفاهیم از بعضی ابتدا بنابراین داریم. نیاز لوزي

کنیم فرض همچنین باشد. ناتهی مجموعه یک X و یکدار و جابجایی حلقه یک k کنیم فرض مقدمه.

در .⟨X⟩ = {x١x٢ . . . xn | xi ∈ X ,n ∈ N} ∪ {١} یعنی؛ باشد، X توسط شده تولید تکوار ،⟨X⟩

است. X توسط شده تولید آزاد پذیر شرکت k−جبر ،k⟨X⟩ صورت این

{Wi−fi ; i ∈ I باشد، گذار اندیس مجموعه یک I} مجموعه .A,B ∈ ⟨X⟩ و i ∈ I فرضکنیم تقلیل.

k−درونریختی بنابراین .fi ∈ k⟨X⟩ و Wi ∈ ⟨X⟩ ،i ∈ I هر ازاي به که گیریم می نظر در را

از عنصر هر تابع این که نامیم، می k−تقلیل یک را AWiB 7→ AfiB ضابطه با φ : k⟨X⟩ → k⟨X⟩

دهد. نمی حرکت را k⟨X⟩ عناصر سایر و کند می تصویر خودش به را ⟨X⟩

براي توان می که دارد وجود تقلیل یک حداقل k⟨X⟩ در یا ⟨X⟩ در عناصر کلیه براي که داریم توجه

است. ناپذیر تقلیل اي جمله تک آنگاه باشد تغییرناپذیر تقلیل، هر اگر پس برد. بکار آنها

حاصل w′ هرگاه شود می وصل w′ راس به w راس آن در که است گرافی ،G دار جهت گراف گراف.

باشد. w تقلیل

دو هر بین هرگاه نامیم می همبندي مؤلفه یک را G گراف از C ماکسیمال زیرگراف همبندي. مؤلفه

باشد. داشته وجود مسیر یک آن راس

طوریکه به باشد آن از راس یک v و دار جهت گراف یک G کنیم فرض لوزي. لم

باشد متناهی v شروع نقطه با دار جهت مسیر هر طول .1

یکسان پایان نقطه با دار جهت مسیرهاي به بتوان را v از شروع نقطه با مسیر دو هر ( لوزي (شرط .2

داد. توسیع


