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ণتاীش...
راه به طوفانی کنند. بارانی را چشم�ها و خورشیدي را دل�ها کنند. پا بر قیامت تا می�کنند قیام قلم�ها

علم! قلم است ارزشمندي قلم وچه علم؛ از هم می�نویسند، عشق از هم کنند. مجنون را لیلی�ها و اندازند

می�نویسد: مولانا قلم که جاست همین بی�شکلطفخداست، می�چکد، قلم از علم اگر

عطــــــا و اعیان تبــدیل تو کار

خطا و نسیان و است سهو ما کار

علم به کن مبدل را نسیان و سهو

حلم و صبر ده مرا جهلم همه من

(1 آیه�ي قلم، (سوره�ي یسطرون» ما و القلم و می�خورد«ن قسم قلم به خداوند که جایی همان درست

و می�گیرد دست در قلم که می�خورد سوگند انسانی به پرده پس در اما می�خورد قسم قلم به چه گر

ارزشمند قلم آن�گاه باشد ارزشمند انسان اگر بیان، دیگر به ندارد؛ ارزش خود خودي به قلم می�نویسد.

می�نویسد. ارزشمند و است



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

دکتر آقاي جناب مهربانم، و دلسوز راهنماي استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در

مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�هاي بدون قطعاً که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه آقاجانی، محسن

این داوري و نموده زحمت قبول که سزیده رضا دکتر آقاي جناب از همچنین نمی�رسید. انجام به

نمایم. می تشکر و تقدیر پذیرفتند را پایان�نامه

می�دارم. ابراز را نهایتتشکر بوده�اند وپشتیبانم همراه همواره خدا از بعد که خانواده�يعزیزم از پایان، در

بالش�زر الهام

1391 مهر
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الهام نام: بالش�زر دانشجو: خانوادگی نام
نامه: پایان عنوان

مدول�هايW−گرنشتاین
آقاجانی محسن دکتر آقاي جناب راهنما: استاد

جبر گرایش: محض ریاضی رشته: ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع
پایه علوم دانشکده: مراغه دانشگاه:

صفحه:86 تعداد 1391 مهر التحصیلی: فارغ تارخ
(وفادار)، دوگان نیمه مدول دو رزلوشن، بعد W−گرنشتاین، مدول خودمتعامد، کلاس واژه�ها: کلید

باس کلاس اوسلاندر، کلاس

چکیده:
باشد. خودمتعامد چپ R−مدول�هاي از Wیککلاس فرضمی�کنیم نوشتار این در

توسیع که می�دهیم قرار مطالعه مورد و معرفی مدول�هايW−گرنشتاین عنوان با را جدیدي مدول�هاي
(انژکتیو) تصویري V−گرنشتاین مدول�هاي و (انژکتیو)گرنشتاین تصویري مدول�هاي از مشترکی

می�باشند.
می�دهیم: قرار بررسی مورد را گرنشتاین −WIو مدول��هايWP−گرنشتاین نهایت، در

WP := {C ⊗R P | است تصویري چپ مدول −Rیک P}
WI := {HomS(C,E) | است انژکتیو چپ {EیکS−مدول

می�باشد. دوگان نیمه مدول دو (S-R)یک SCR آن در که
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مقدمه

ایناکس معرفیکردند. متناهی تولید با برايمدول�هاي را G−بعد 1969 سال در [2] 2 بریجر 1و اوسلاندر

تصویري گرنشتاین بعد همچنین و تصویري گرنشتاین مدول�هاي موضوع، این از الهام با [7] 4 جندا و 3

نمودند. تعریف دلخواه مدول�هاي براي را

گرنشتاین بعد نوتري، و جابه�جایی حلقه�هاي روي متناهی تولید با مدول�هاي براي که شده داده نشان

شده�اند. معرفی [7] در انژکتیو گرنشتاین مدول�هاي همچنین می�باشد. یکی G−بعد با تصویري

ایم. آورده را بعدي فصول در نیاز مورد قضایاي و تعاریف اول فصل در

معرفی چپ R−مدول�هاي از W خود�متعامد کلاس براي را W−گرنشتاین مدول�هاي دوم فصل در

دقیق دنباله�ي اگر گوییم گرنشتاین −W Mرا چپ یکR−مدول می�کنیم.

W• = · · · −→W1 −→ W◦ −→W ◦ −→W 1 −→ · · ·

1Auslander
2Bridger
3Enochs
4Jenda
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تابعگون دو تاثیر با W• و M = Ker(W ◦ −→ W 1) طوري�که به باشد موجود W در مدول�هاي از

باشد. Wدقیق از دلخواه انتخاب�هاي براي HomR(−,W)و HomR(W ,−)

می�دهیم. نشان GW با را W−گرنشتاین مدول�هاي کلاس

روي SCR �دوگان نیمه دومدول براي را گرنشتاین −WI و WP−گرنشتاین مدول�هاي سوم فصل در

می�شوند: تعریف زیر صورت به کلاس�ها این می�کنیم. بررسی S و R پذیر شرکت حلقه�هاي

WP := {C ⊗R P | است تصویري چپ مدول −Rیک P}

WI := {HomS(C,E) | است انژکتیو چپ یکS−مدول E}

می�کنیم ثابت می�نامیم. انژکتیو C−گرنشتاین و تصویري C−گرنشتاین مدول�هاي ترتیب به را آن�ها و

انژکتیو مولد هم یک SQ و C+ = HomS(C,Q) جاییکه است WI = ProdC+ و WP = AddSC

که: می�دهیم نشان ادامه در باشد.

تصویري گرنشتاین چپ R−مدول�هاي ) انژکتیو C−گرنشتاین چپ R−مدول�هاي رسته�ي زیر

چپ (S−مدول�هاي باس کلاس در انژکتیو گرنشتاین چپ S−مدول�هاي و اوسلاندر) کلاس در

ارزند. هم فاکسبی ارزي هم تحت تصویري) C−گرنشتاین

متناهی یکR−مدول نوتري، و جابه�جایی یکحلقه�ي روي که می�دهیم نشان مطالب این از استفاده با

باشد. AddC−گرنشتاین اگر تنها و اگر است گرنشتاین −addC ،M مولد
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1 فصل

نیازها پیش

نظر در یکانی را مدول�ها همه�ي و یکدار و پذیر شرکت را حلقه�ها همه�ي پایان�نامه این سراسر در

می�دهیم. MRنمایش با Mرا راست R−مدول و RM با Mرا چپ R−مدول می�گیریم.

(M (I)) M I نمادهاي از (I) اندیس با M کپی�هاي از مستقیم (حاصلجمع) حاصلضرب نمایش براي

می�کنیم. استفاده

کلاس براي ( (addRM) AddRM نمایشمی�دهیم. (id(M)) pd(M) با Mرا (انژکتیو) تصویري ابعاد

M کپی�هایی از (متناهی) دلخواه مستقیم جمع از مستقیم جمعوندهاي با یکریخت مدول�هاي همه�ي

از مستقیم جمعوندهاي با یکریخت مدول�هاي همه�ي کلاس براي ProdRM و می�شود برده کار به

می�شود. برده کار Mبه کپی�هاي مستقیم حاصلضرب
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اولیه مفاهیم 1.1

است مدول -دو (S-R)یک SMR باشند، پذیر شرکت حلقه�ي دو S و R فرضکنیم 1.1.1 تعریف

شرط x ∈ M و r ∈ R ، s ∈ S هر براي و باشد راست یکR−مدول و چپ S−مدول Mیک اگر

باشد. برقرار s(xr) = (sx)r

می�شود نامیده Wخود�متعامد باشد. چپ R−مدول�هاي از Wیککلاس فرضکنیم 2.1.1 تعریف

کند. صدق ،i ≥ 1 هر W,Wو ′ ∈ W هر براي ExtiR(W,W ′
) = ◦ شرط در اگر

مستقیم جمعوند و متناهی مستقیم تحتجمع R−مدول�هايچپکه از یککلاس عنوان Wبه همیشه

می�شود. تعریف است بسته

دقیق دنباله�ي اگر گوییم W−گرنشتاین یکR−مدول Mرا 3.1.1 تعریف

W• = · · · −→W1 −→ W◦ −→W ◦ −→W 1 −→ · · ·

تابعگون دو تاثیر با W• و M = Ker(W ◦ −→ W 1) بطوریکه باشد موجود W در مدول�هاي از

نظر در W−گرنشتاین کلاسR−مدول�هايچپ را GW باشد. دقیق HomR(−,W) و HomR(W ,−)

می�گیریم.

از متناهی مستقیم جمع از مستقیم جمعوندهاي با یکریخت مدول�هاي همه�ي کلاس 4.1.1 تعریف

می�گوییم. addRM Mرا کپی�هایی
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از دلخواه مستقیم جمع از مستقیم جمعوندهاي با یکریخت مدول�هاي همه�ي کلاس 5.1.1 تعریف

می�گوییم. AddRM Mرا کپی�هایی

می�باشد: زیر متعارف نگاشت مضاعف، دوگان Mنگاشت R−مدول براي 6.1.1 تعریف

σM :M −→ HomR(HomR(M,R), R)

σM(x)(Ψ) = Ψ(x)

.Ψ ∈ HomR(M,R), x ∈M هر براي

زیر شرایط اگر فقط و اگر است (G(R))Gکلاس به Mمتعلق متناهی یکR−مدول 7.1.1 تعریف

باشد. برقرار

.ExtmR (M,R) = ◦ ،m > ◦ هر الف)براي

.ExtmR ((HomR(HomR(M,R), R), R) = ◦ ،m > ◦ هر ب)براي

باشد. یکریختی σM :M −→ HomR(HomR(M,R), R)مضاعف دوگان ج)نگاشت

می�باشد. -کلاس G به متعلق متناهی آزاد R−مدول هر مثال:

صورت: به است G(R) در مدول�هاي از Mیکدنباله R−مدول G−رزلوشن 8.1.1 تعریف

· · · −→ GL −→ GL−1 −→ · · · −→ G1 −→ G◦ −→ ◦

دقیق دنباله�ي Mیعنی ∼= G◦|Im(G1−→G◦) و است دقیق L > ◦ براي GL در بطوریکه

· · · −→ GL −→ GL−1 −→ · · · −→ G1 −→ G◦ −→M −→ ◦
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.L > n براي GL = ◦ و Gn ̸= ◦ اگر است n به�طول مذکور رزلوشن داریم. را

تصویري R−مدول�هاي از دقیق همبافت 9.1.1 تعریف

P• = · · · −→ P1 −→ P◦ −→ P ◦ −→ P 1 −→ · · ·

دقیق HomR(P•, Q) تابعگون Q تصویري R−مدول هر براي اگر گوییم کامل تصویري رزلوشن را

باشد.

مانند کاملی تصویري رزلوشن اگر گوییم تصویري گرنشتاین Mرا مدول −Rیک 10.1.1 تعریف

P• = · · · −→ P1 −→ P◦ −→ P ◦ −→ P 1 −→ · · ·

.M = Ker(P ◦ −→ P 1) بطوریکه: باشد موجود

انژکتیو R−مدول�هاي از دقیق همبافت 11.1.1 تعریف

E• = · · · −→ E1 −→ E◦ −→ E◦ −→ E1 −→ · · ·

باشد. دقیق HomR(I, E•) تابعگون I انژکتیو R−مدول هر براي اگر گوییم کامل انژکتیو رزلوشن را

: مانند کاملی انژکتیو رزلوشن اگر گوییم انژکتیو گرنشتاین Mرا یکR−مدول 12.1.1 تعریف

E• = · · · −→ E1 −→ E◦ −→ E◦ −→ E1 −→ · · ·

.M = Ker(E◦ −→ E1) بطوریکه: باشد موجود
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هرگاه گوییم دوگان نیمه را C =S CR باشند. پذیر شرکت حلقه دو Sو R اگر 13.1.1 تعریف

باشد. برقرار زیر شرایط

باشد. داشته متناهی تصویري رزلوشن −S مرتبه�ي SC(الف

باشد. داشته متناهی تصویري R−رزلوشن مرتبه�ي CR(ب

باشد. یکریخت SSS
Sγ−→ HomR(C,C)

همسان1 ج)نگاشت

باشد. یکریخت RRR
γR−→ HomS(C,C) همسان د)نگاشت

.ExtiS(C,C) = ◦ ،i ≥ 1 هر ه)براي

.ExtiR(C,C) = ◦ ،i ≥ 1 هر خ)براي

باشد. برقرار زیر شرایط هرگاه است وفادار متوازن �متعامد خود ، T مدول دو 14.1.1 تعریف

.S ∼= EndR(T ) ، R ∼= EndS(T الف)(

.ExtiR(T, T ) = ◦ = ExtiS(T, T ) ،i ≥ 1 هر ب)براي

−Rیک صورت این در باشد. وفادار متوازن خود�متعامد مدول یک �ω کنیم فرض 15.1.1 تعریف

زیر دقیق همبافت اگر گوییم گرنشتاین −Ω Mرا مدول

· · · −→W−1 −→W◦ −→W1 −→ · · ·

تاثیر با فوق دقیق همبافت Mو = Ker(W◦ −→W1) بطوریکه باشد Wiموجود ∈ addRω آن در که
1homothety
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باشد. دقیق HomR(ω,−) و HomR(−, ω) تابعگون دو

را V ساده طور به یا SVR باشند چپ و راست نوتري حلقه�ي دو S و R کنیم فرض 16.1.1 تعریف

در و EndR(V ) ∼= S و EndS(V ) ∼= R که مدولی -دو (S − R) یعنی می�کنیم تعریف دوگان مدول

کند: صدق زیر شرایط

.id(VR) 6 r ؛ id(SV ) 6 r(الف

.ExtiR(V, V ) = ◦ = ExtiS(V, V ) ،i ≥ 1 هر براي ب)

باشد. متناهی تولید با VR و SV ج)

R−مدول براي W ∼= V ⊗R P بطوریکه باشد W چپ S−مدول�هاي همه�ي کلاس W کنیم فرض

S−مدول Uبراي ∼= HomS(V,E) بطوریکه Uکلاسهمه�يR−مدول�هايچپUباشد و P تصویري

اگر می�شود گفته انژکتیو V−گرنشتاین مدول یک N چپ مدول −R صورت این در .E انژکتیو

زیر دقیق رزلوشن

· · · −→ U1 −→ U◦ −→ U◦ −→ U1 −→ · · ·

HomR(U,−) تابعگون�هاي اثر و ،N = Ker(U◦ −→ U1) بطوریکه باشد موجود U i, Ui ∈ U براي

V−گرنشتاین مدول یک M چپ S−مدول باشد. دقیق آن روي U ∈ U هر براي HomR(−, U) و

باشد. موجود زیر دقیق رزلوشن اگر می�شود گفته تصویري

· · · −→W1 −→W◦ −→ W ◦ −→W 1 −→ · · ·
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و HomR(−,W ) تابعگون�هاي اثر بطوریکه ،M = Ker(W ◦ −→ W 1) و Wi,W
i ∈ W هر براي

به W در و U در مدول هر باشد R = S اگر باشد. دقیق آن روي W ∈ W هر براي HomR(W,−)

می�باشد. تصویري V−گرنشتاین و انژکتیو گرنشتاین −V ترتیب

M روي صفر علیه مقسوم یک x ∈ R اگر باشد. R−مدول یک M کنیم فرض 17.1.1 تعریف

می�گوییم. منظم −M یکعنصر را xصورت این در نباشد

یک را R عناصر از x = x1 · · · xn رشته�ي باشد. R−مدول یک M کنیم فرض 18.1.1 تعریف

باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه گوییم منظم −M رشته�ي

باشد. -منظم M

(x1 · · · xi−1)M
یکعنصر xi، 1 6 i 6 n هر الف)براي

.
M

xM
̸= ب)◦

x1, · · · , xn ∈ I باشد. R حلقه در ایده�آلی I و باشد MیکR−مدول فرضکنیم 19.1.1 تعریف

x1, · · · , xn+1 رشته�ي xn+1 ∈ I هر ازاي به هرگاه گوییم I از ماکسیمال M−منظم � رشته�ي یک را

نباشد. I از M−منظم یکرشته

R در ایده�آلی I و مولد متناهی یکR−مدول M و باشد نوتري حلقه یک R اگر 20.1.1 تعریف

یکسان طول داراي I در ماکسیمال منظم −M رشته�هاي تمام اینصورت در IM ̸= M بطوریکه باشد

می�دهیم. نمایش grade(I,M) وبا Mگوییم در I درجه�ي را طول این که هستند
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باشد. مولد متناهی MیکR−مدول نوتريو موضعی یکحلقه (R,m) فرضکنیم 21.1.1 تعریف

می�دهیم. نمایش depthM با و Mگوییم عمق را grade(m,M)صورت این در

متناهی تولید با یکR−مدول M ̸= ◦ و باشد نوتري و موضعی حلقه یک R اگر 22.1.1 تعریف

کوهن- را M آن�گاه باشد، depthM = dimM اگر و depthM 6 dimM 6 dimR آن�گاه باشد،

،R از P اول ایده�آل هر ازاي به هرگاه است مکالی کوهن- R دلخواه حلقه�ي گوییم می�نامیم. مکالی

باشد. مکالی کوهن- RP موضعی حلقه�ي

،i ∈ N براي و باشد R حلقه�ي روي �دوگان نیمه همبافت C اگر ([4− 3 · 4]) 23.1.1 نتیجه

داشت: خواهیم آن�گاه باشد، supC = sup{iϵZ|Hi(X) = ◦} و infC = inf{iϵZ|Hi(C) = ◦}

.depthRC = depthR− infC الف)

.dimR− supC ≤ dimRC ≤ dimR− infC ب)

یک را Ω باشد. d کرول بعد از مکالی کوهن- موضعی یکحلقه�ي R کنیم فرض 24.1.1 تعریف

کند: صدق زیر شرایط در اگر گوییم دوگانی R−مدول

.idR(Ω) <∞ و باشد متناهی Ω(الف

.ExtiR(Ω,Ω) = ◦ ،i ≥ 1 هر براي ب)

تعریف h(r)(x) = rxصورت به که x ∈ Ω و r ∈ R هر براي h : R −→ HomR(Ω,Ω)ج)نگاشت

باشد. یکریختی می�شود
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در .E انژکتیو برايR−مدول V = HomR(Ω, E) که فرضمی�کنیم V R−مدول�هاي از کلاسی را V

زیر: دقیق همبافت اگر گوییم انژکتیو گرنشتاین −Ω Mرا صورتR−مدول این

· · · −→ V1 −→ V◦ −→ V ◦ −→ V 1 −→ · · ·

و HomR(V,−) تابعگون�هاي بطوریکه باشد موجود M = Ker(V ◦ −→ V 1) با V در مدول�هاي از

بطوریکه Wباشد R−مدول�هاي از Wکلاسی اگر است. دقیق آن روي V ∈ V هر ,−)HomRبراي V )

می�شود گفته تصویري Ω−گرنشتاین Mیکمدول آن�گاه ،pتصویري WبرايR−مدول = Ω⊗R P

زیر: دقیق همبافت اگر

· · · −→W1 −→W◦ −→ W ◦ −→W 1 −→ · · ·

HomR(W,−)تابگون�هاي اثر نیز Mو = Ker(W ◦ −→ W 1) بطوریکه باشد Wموجود مدول�هايدر از

باشد. دقیق آن روي HomR(−,W) و

تعریف زیر صورت به را R−مدول�ها از کلاس یک چپ و راست متعامد مفاهیم 25.1.1 تعریف

می�کنیم.

C⊥ =
∞∩
i=1

C⊥i ; C⊥i = {X|Exti(C,X) = ◦ ∀C ∈ C} , i ≥ 1.

⊥C =
∞∩
i=1

⊥iC ; ⊥iC = {X|Exti(X,C) = ◦ ∀C ∈ C} , i ≥ 1.
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