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پیش�گفتار

گروبنر پایه�های کاربرد و رمزنͽاری جامع حال عین در و ساده بیانͬ با است شده سعͬ پایان�نامه این در

شود. معرفͬ آن در

مفاهیم با خواننده که گذاشته�ایم آن بر را بنا اول بخش در است، شده تقسیم بخش سه به اول فصل

بعدی فصل�های ضمن در که گزاره�هایͬ و قضیه�ها از تعدادی یادآوری، برای فقط و دارد آشنایͬ جبری

نموده�ایم. معرفͬ را جبری پرکاربرد نماد�های و تعریف�ها اول زیربخش در آورده�ایم. آمد، خواهند کار به

زیربخش در نهایت در و پرداخته�ایم متناهͬ میدان�های مورد در گزاره�هایͬ بیان به دوم زیربخش در

اثبات قابل آسانͬ به فصل این گزاره�های از بسیاری داده�ایم. ارائه جبری هندسه از کوتاه مقدمه�ای سوم

این تمام آوردن خواننده نͽاه از است ممͺن البته هستند. بقیه اثبات مایه آنها از بعضͬ حتͬ و هستند

محاسباتͬ پیچیدگͬ و رمزنͽاری با مختصر بسیار طور به سوم و دوم بخش در نباشد. ضروری گزاره�ها

صرف بخش این خواندن از مͬ�توانند دارند آشنایͬ محاسبه پیچیدگͬ با که خوانندگانͬ مͬ�شویم. آشنا

کنند. نظر

فصل این خواندن داده�ایم. شرح را متقارن نوع از رمزنͽاری سیستم�های از نمونه�هایͬ دوم فصل در

استفاده سیستم�ها این تعریف برای که نماد�هایͬ زیرا مͬ�رسد، نظر به ضروری بعدی فصل�های برای

فصل این در شده استفاده نماد�های از چهارم فصل در ما و نیست یͺسان منابع تمام در است شده

نموده�ایم. استفاده

که سیستم�ها این آورده�ایم. را چندمتغیره عمومͬ کلید رمز سیستم�های کلͬ طرح سوم فصل در

درخشانͬ آینده مͬ�توانند دانست، امروزی رمز سیستم�های پرکاربردترین و جدیدترین از را آنها مͬ�توان

برای پایه�ای (که اولیه و قدیمͬ نمونه ͷی فصل این انتهای در باشند. داشته عمومͬ کلید رمزنͽاری در

حتͬ که دارد مختلفͬ گونه�های سیستم این نموده�ایم. معرفͬ است) نوع این از سیستم�های از بسیاری

١



مͬ�شوند. استفاده هوشمند کارت�های در امروزه آنها از بعضͬ

مولد ͷی چندجمله�ای�ها حلقه در گروبنر پایه�های مͬ�کند. معرفͬ را گروبنر پایه�های آخر، فصل

در گروبنر پایه�های از کاربرد�هایͬ بیان به فصل این انتهای در است. شده داده ایده�آل ͷی برای خاص

مͬ�پردازیم. رمز سیستم�های طراحͬ و تحلیل

٢



اول فصل

پیشنیازها و مقدّمات

نیاز مورد قضایای و تعاریف نمادها، از بخشͬ و نمود خواهیم صحبت جبر از کمͬ ابتدا فصل این در

برخͬ و کرد خواهیم معرفͬ ͷکوچ تاریخچه�ای از شروع با را رمزنͽاری آن از بعد مͬ�کنیم. ارائه را

بحث محاسبات پیچیدگͬ از کمͬ نهایت در و مͬ�نماییم مطرح را بعدی فصل�های در نیاز مورد مفاهیم

مͬ�شویم. آشنا NP-Complete و NP مسائل طبقه�بندی با حدّی تا و مͬ�کنیم

جبری پیشنیازهای ١.١

ایده�آل�ها و حلقه�ها ١.١.١

داده نمایش R با معمولا˟ و است جابه�جایͬ و یͺدار حلقه�ای حلقه، از منظور نوشتار این سراسر در

طبیعͬ، اعداد نماینده ترتیب به C Rو ،Q ،Z ،N مͬ�دهیم. نشان J و I با معمولا˟ را ایده�آل�ها مͬ�شود.

هستند. مختلط و حقیقͬ گویا، صحیح،

٣



با چندجمله�ای�ها حلقه همان R[X] باشد، متغیرها از دنباله�ای X = x١, x٢, x٣, . . . , xn اگر

F = {f١, f٢, . . . , fn} ⊆ R[X] اگر همچنین بود، خواهد x١, x٢, . . . , xn متغیرهای Rو در ضرایب

مͬ�دهیم. نشان < F >=< f١, f٢, . . . , fn > با را F توسط شده تولید ایده�آل باشد

که باشد موجود R در b ̸= ٠ مانند عضوی گاه هر مͬ�گویند یͺه را R حلقه از a ̸= ٠ عضو

a = bc; b, c ∈ R تجزیه هر از هرگاه مͬ�گوییم تحویلناپذیر را a ∈ R یͺه غیر و ناصفر عضو .ab = ١

بتوان هرگاه مͬ�گویند (UFD) یͺتا تجزیه حوزه ͷی را R صحیح حوزه .c یا است یͺه b یا شود نتیجه

مͬ�دانیم نمود. تجزیه تحویلناپذیر عناصر به یͺتا صورت به یͺه�ها و عوامل ترتیب حد تا را آن عضو هر

بود. خواهد UFD R[X]نیز استقرا به نتیجه در و R[x] آنͽاه باشد UFDͷی R اگر

φ : R 7→ اگر مͬ�نͽارد. برد حلقه همانͬ عضو به را دامنه حلقه همانͬ عضو حلقه�ای همریختͬ هر

مͬ�دهیم. نشان ker(φ) با و مͬ�کنیم تعریف φ−(٠)١ با را φ هسته آنͽاه باشد، حلقه�ای یͷهمریختͬ S

که آنجا از و بود خواهد Z از ایده�آلͬ ker(ψ) آنͽاه باشد، R به Z از همریختͬ یͺتا ψ : Z 7→ R اگر

char(R) := m با را R مشخصه است؛ ker(ψ) = mZ است، (PID) اصلͬ ایده�آل حوزه ͷی Z

مͬ�کنیم. تعریف

به باشد، پایا ایده�آل�ها از شمول) رابطه (با صعودی دنباله هر هرگاه مͬ�گویند نوتری را R حلقه

اگر دیͽر عبارت

I١ ⊆ I٢ ⊆ I٣ ⊆ . . .

.In = In+١ = In+٢ = . . . که باشد داشته وجود n ∈ N باشد، R ایده�آل�های از دنباله�ای

است. نوتری نیز R[x] آنͽاه باشد نوتری حلقه�ای R اگر هیلبرت) پایه (قضیه .١.١.١ قضیه

مراجعه ٧ صفحه [١٢] مانند جبری هندسه یا جابجایͬ جبر کتب اکثر به میتوانید اثبات برای اثبات.

نمایید.

یا آنͽاه J ⊆ I که باشد R از ایده�آلͬ I اگر هرگاه گویند ماکسیمال را R حلقه از J سره ایده�آل

۴



a ∈ P آنͽاه a, b ∈ R; ab ∈ P اگر هرگاه مͬ�گویند اول را R از P ایده�آل همچنین .I = J یا I = R

.b ∈ P یا

آنͽاه: است آن از ایده�آلͬ J و حلقه ͷی R کنید فرض .٢.١.١ لم

باشد. میدان R
J
اگر فقط و اگر است ماکسیمال J (i

باشد. صحیح حوزه R

J
اگر فقط و اگر است اول J (ii

معادلند: زیر شرایط است، حلقه ͷی R کنید فرض .٣.١.١ قضیه

است. نوتری R (i

است. مولد متناهͬ R ایده�آل هر (ii

است. ماکسیمال عضو دارای R ایده�آل�های از زیرمجموعه هر (iii

صورت به R حلقه از I ایده�آل رادیͺال
√
I := {r ∈ R; ∃n ∈ N s.t. rn ∈ I}

است. رادیͺال ایده�آل ͷی I مͬ�گوییم باشد
√
I = I اگر مͬ�شود. تعریف

میدان�ها ٢.١.١

به آنها اثبات برای مͬ�تواند خواننده که مͬ�شود مطرح متناهͬ میدان�های از قضیه چند زیربخش این در

قضایا این اثبات حال هر به کند. مراجعه [٢١] مانند میدان نظریه یا [١٧] مانند مرجع جبر کتاب�های

نیست. نوشتار این هدف

یا k ،F با معمولا را میدان�ها باشد. یͺه آن عضو هر هرگاه گویند میدان ͷی را R صحیح حوزه

هر F ⊆ K اگر است. حلقه ͷی عنوان به آن مشخصه همان میدان ͷی مشخصه مͬ�دهیم. نمایش K

،α.a = αa اسͺالر ضرب با همچنین است، F (میدانͬ) توسیع ͷی K مͬ�گوییم باشند، میدان دو

۵



باشد، متناهͬ برداری F-�فضای عنوان به K بˀعد اگر داشت؛ خواهد برداری F-�فضای ساختار K

درجه را بعد این است. F نامتناهͬ توسیع ͷی صورت این غیر در و F متناهͬ توسیع ͷیK مͬ�گوییم

هرگاه مͬ�گوییم جبری k روی را a ∈ K عضو باشند، میدان k ⊆ K کنید فرض مͬ�نامند. نیز توسیع

روی K میدان عضو هر اگر .f(a) = ٠ که طوری به باشد داشته وجود f ∈ k[x] ناصفر چندجمله�ای

دیͽری جبری توسیع هیچ خودش از غیر k اگر است. k جبری توسیع ͷی K مͬ�گویند باشد جبری k

مͬ�شود. خوانده جبری بسته میدان ͷی باشد، نداشته

.|k| <∞ هرگاه مͬ�گوییم متناهͬ را k میدان متناهͬ: میدان .۴.١.١ تعریف

میدان اندازه همان q آن در که مͬ�دهیم، نمایش GF(q) با معمولا را متناهͬ میدان�های .۵.١.١ نͺته

است.

بود. خواهد اول عددی p یا p = ٠ یا آنͽاه char(k) = p و میدان k اگر .۶.١.١ لم

و p ̸= ٠ صورت این در است. char(k) = p و متناهͬ میدان ͷی k کنید فرض .٧.١.١ قضیه

.|k| = pm که دارد وجود m ∈ N

دوری گروه ͷی k \ {٠} ضربͬ گروه آنͽاه باشد، |k| = q با متناهͬ میدان ͷی k اگر .٨.١.١ قضیه

است. q − ١ مرتبه از

k (میدانͬ) اولیه عضو را k از g ناصفر عضو است، متناهͬ میدان ͷی k کنید فرض .٩.١.١ تعریف

باشد. k∗ = k \ {٠} دوری گروه مولد هرگاه مͬ�گویند

یͺریختͬ ͷی را ι : k 7→ k′ حلقه�ای همریختͬ هستند. میدان دو k′ و k فرضکنید تعریف١٠.١.١.

مͬ�گویند باشد داشته وجود یͺریختͬ�ای چنین هرگاه باشد. پوشا و ͷی به ͷی هرگاه مͬ�گویند میدانͬ

مͬ�نامند. خودریختͬ ͷی را ι آنͽاه k = k′ اگر .k ∼= k′ مͬ�نویسند و یͺریختند k′ و k

.k ∼= k′ آنͽاه |k| = |k′| که باشند متناهͬ میدان دو k′ و k اگر .١١.١.١ قضیه

xm = y معادله آنͽاه باشد، y ∈ k و m ∈ N ،q اندازه از متناهͬ میدان ͷی k اگر .١٢.١.١ قضیه

دارد. k در جواب gcd(m, q − ١) حداکثر

۶



طریقه بعدی قضایای داریم. Fp مانند متناهͬ میدان ͷی و است اول عدد ͷی p کنید فرض حالا

مͬ�دهند. توضیح Fp روی را n درجه از میدانͬ توسیع�های ساخت

مͬ�گویند تحویلناپذیر چندجمله�ای ͷی را f ∈ k[x] است. میدان ͷی k کنید فرض .١٣.١.١ تعریف

باشد. تحویلناپذیر k[x] حلقه از عضوی عنوان به هرگاه

هرگاه است تحویلناپذیر f ∈ k[x] چندجمله�ای است، k یͺه�های همان k[x] حلقه یͺه�های چون

.h یا باشد k عضو g یا آنͽاه باشد f = gh ،g, h ∈ k[x] برای اگر

تحویلناپذیر چندجمله�ای n ∈ N هر برای آنͽاه است، متناهͬ میدان ͷی k فرضکنید .١۴.١.١ قضیه

دارد. وجود n درجه از f ∈ k[x]

ͷی < f > آنͽاه باشد تحویلناپذیر چندجمله�ای ͷی f ∈ k[x] و باشد میدان ͷی k اگر .١۵.١.١ لم

است. k[x] ماکسیمال ایده�آل

ͷی f ∈ k[x] فرضکنید همچنین است. |k| = p و متناهͬ میدان ͷی k فرضکنید .١۶.١.١ قضیه

pn اندازه از متناهͬ میدانͬ K :=
k[x]

< f >
صورت این در باشد. n درجه از تحویلناپذیر چندجمله�ای

.char(K) = p و است

در ثابت�ها تصویر با را k اگر که معنا این به بود؛ خواهد n درجه از k از توسیعͬ K فوق قضیه در

فرضشده n درجه از چندجمله�ای ͷی f که آنجا از همچنین ،k ⊆ K داریم بͽیریم، نظر در Kمعادل

صورت: به K عضو هر است،

α٠ + α١x+ α٢x
٢ + · · ·+ αn−١x

n−١+ < f >

برداری k-فضای برای پایه ͷی {١̄, x̄, x̄٢, . . . , x̄n−١} بنابراین هستند. k عضو αiها آن در که است

است. k از n درجه توسیع ͷی K نتیجه در و است K

و n درجه از تحویلناپذیر چندجمله�ای ͷی f ∈ k[x] و میدان ͷی k کنید فرض .١٧.١.١ تعریف

ضابطه: با را ϕ : K 7→ kn نͽاشت است. k از n درجه توسیع همان K =
k[x]

< f >

ϕ(α٠١̄+ α١x̄+ α٢x̄
٢ + . . . αn−١x̄

n−١) = (α٠, α١, α٢, . . . , αn−١)
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بین یͺریختͬ برداری k-فضای ͷی ϕ وضوح به مͬ�نامند. kn و K بین استاندارد k-خطͬ یͺریختͬ

است. kn و K

باشد. f = x٢ + x + ١ ∈ F٢[x] کنید فرض بسازیم. را GF(٢٢) میدان مͬ�خواهیم .١٨.١.١ مثال

است. تحویلناپذیر F٢[x] روی است، ٢ درجه از که آنجا از و ندارد F٢ در ریشه�ای هیچ f وضوح به

داریم: بنابراین

GF(٢٢) = F٢[x]

< f >
= {٠̄, ١̄, x̄, x̄٢}

است: زیر ضرب و جمع جداول دارای که

+ 0̄ 1̄ x̄ x̄2

0̄ 0̄ 1̄ x̄ x̄2

1̄ 1̄ 0̄ x̄2 x̄

x̄ x̄ x̄2 0̄ 1̄

x̄2 x̄2 x̄ 1̄ 0̄

∗ 0̄ 1̄ x̄ x̄2

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄

1̄ 0̄ 1̄ x̄ x̄2

x̄ 0̄ x̄ x̄2 1̄

x̄2 0̄ x̄2 1̄ x̄

نتیجه راحتͬ به f̄ = x̄٢ + x̄ + ١̄ = ٠̄ اینͺه از و است ساده�ای کار بالا جدول�های محاسبه البته

.x̄ ∗ x̄٢ = x̄ ∗ (١̄+ x̄) = x̄٢ + x̄ = ١̄ مثلا یا x̄٢ + x̄ = ١̄ مثال عنوان به مͬ�شود،

(١ پیشرو ضریب با (یعنͬ ͷمونی چندجمله�ای است. جبری k روی α کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

با معمولا را چندجمله�ای این مͬ�گویند. k روی α مینیمال چندجمله�ای را درجه کمترین با f ∈ k[x]

مͬ�دهند. نمایش min(k, α)

شده تولید حلقه است. آن از Xزیرمجموعه�ای و k میدانͬ توسیع ͷیK فرضکنید تعریف٢٠.١.١.

نماد با و مͬ�کنیم تعریف هستند X و k شامل که K از زیرحلقه�هایͬ تمام اشتراک را X و k توسط

زیرمیدان�هایͬ تمام اشتراک را X و k توسط شده تولید میدان ترتیب همین به مͬ�دهیم. نمایش k[X]

ͷت X = {α} اگر مͬ�دهیم. نمایش k(X) نماد با و مͬ�کنیم تعریف هستند X و k شامل که K از

مͬ�نماییم. استفاده k(α) یا k[α] نماد از باشد عضوی

داریم: است، جبری k روی α ∈ K و k میدان میدانͬ توسیع ͷی K کنید فرض .٢١.١.١ گزاره
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است. تحویلناپذیر k[x] از عضوی عنوان به min(k, α) چندجمله�ای (i

کند. عاد را g(x) ،min(k, α) اگر تنها و اگر g(α) = ٠ آنͽاه باشد، g(x) ∈ k[x] اگر (ii

k(α)برداری k-فضای برای پایه ͷی {١, α, α٢, . . . , αn−١} آنͽاه ,min(kباشد α) درجه n اگر (iii

.k(α) = k[α] همچنین است.

چندجمله�ای ͷی را f ∈ GF(p)[x] چندجمله�ای است. اول عدد ͷی p کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

باشد. GF(pm) از اولیه عضو ͷی مینیمال چندجمله�ای هرگاه مͬ�نامند اولیه

ͷی x̄ اگر mاست. درجه از تحویلناپذیر چندجمله�ای ͷی f(x) ∈ Zp[x] فرضکنید .٢٣.١.١ نتیجه

است. اولیه چندجمله�ای ͷی f آنͽاه باشد، Zp[x]

<f(x)>
اولیه عضو

باشد، دلخواه تابعͬ f : k 7→ k اگر است. |k| = q و متناهͬ میدان ͷی k فرضکنید .٢۴.١.١ قضیه

.f(α) = f̄(α) داریم α ∈ k هر برای که دارد وجود m < q درجه از f̄ ∈ k[x] آنͽاه

[١۵] به (مͬ�توانید اثباتمͬ�شود درونیابلاگرانژ چندجمله�ای�های از استفاده با راحتͬ به بالا قضیه

کنید.) مراجعه ١٢۴ صفحه

p-ام ریشه k عضو هر و باشد char(k) = p یا char(k) = ٠ و میدان ͷی k اگر .٢۵.١.١ تعریف

مͬ�گویند. کامل میدان ͷی را آن باشد، داشته

است. آن از n درجه توسیع ͷیK و |k| = q اندازه از متناهͬ میدان ͷی k فرضکنید .٢۶.١.١ قضیه

داریم:

:α ∈ k هر برای (i

αq = α

:α ∈ k \ {٠} هر برای و

αq−١ = ١.
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X, Y ∈ K هر برای (ii

(X + Y )q = Xq + Y q.

دارد وجود ٠ < i < n آنͽاه ι(α) = α ،α ∈ k هر برای که Kباشد روی خودریختͬ ͷی ι اگر (iii

که

∀X ∈ K; ι(X) = Xqi .

ضابطه با φ : k 7→ k همریختͬ است. char(k) = p با متناهͬ میدان ͷی k کنید فرض حالا

از و است ͷی به ͷی وضوح به است ناصفر همریختͬ این که آنجا از بͽیرید. نظر در را φ(α) = αp

متناهͬ میدان هر بنابراین k = kp پس است، یͺریختͬ ͷی φپس پوشاست، است، متناهͬ k که آنجا

است. کامل میدانͬ

جبری هندسه ٣.١.١

صرفا شده مطرح قضایای و رفت نخواهیم جلو قضایا اثبات هدف با قبل مانند نیز زیربخش این در

مرجع کتاب�های به مͬ�توانید گزاره�ها این اثبات دیدن برای مͬ�شوند. مطرح آشنایͬ و یادآوری برای

نمایید. مراجعه [١٢] مانند جبری هندسه

صورت به k روی آفین n-فضای است، میدان ͷی k کنید فرض

An
k := {(a١, a٢, a٣, . . . , an); a١, a٢, . . . , an ∈ k}

عناصر مͬ�نامند. آفین صفحه n = حالت٢ در و آفین خط را آن n = حالتخاص١ در تعریفمͬ�شود.

باشد p = (a١, a٢, . . . , an) ∈ An
k و f ∈ k[X] ،X = x١, x٢, x٣, . . . , xn اگر مͬ�نامند. نقاط Anرا

k

f صفرهای تمام است. f صفر ͷی p مͬ�گوییم باشد، f(p) = f(a١, a٢, . . . , an) = ٠ که طوری به

باشد S ⊆ k[X] اگر کلͬ�تر حالت در مͬ�گوییم. ابررویه یا ابرسطح آن به و مͬ�دهیم نمایش V(f) با را
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جای به معمولا باشد {f١, f٢, . . . , fm} برابر و متناهͬ S اگر مͬ�شود. تعریف V(S) := ∩f∈S V(f)

مͬ�خوانند (آفین) جبری مجموعه ͷی را X ⊆ An
k مͬ�نماییم. استفاده V(f١, f٢, . . . , fm) از V(S)

.X = V(S) که باشد موجود S ⊆ k[X] هرگاه

هستند: بررسͬ قابل راحتͬ به زیر ویژگͬ�های

هر بنابراین و V(S) = V(I) آنͽاه باشد شده تولید S توسط که باشد k[X] از ایده�آلͬ I اگر (١

است. V(I)ای برابر جبری مجموعه

هر اشتراک بنابراین .V(∪αIα) = ∩α V(Iα) آنͽاه باشد، ایده�آل�ها از خانواده�ای {Iα}α اگر (٢

است. جبری مجموعه�ای جبری مجموعه�های از خانواده�ای

.V(J) ⊆ V(I) آنͽاه I ⊂ J اگر (٣

V(I) ∪ V(J) پس= V(fg) = V(f) ∪ V(g) آنͽاه باشند، چندجمله�ای دو f, g ∈ k[X] اگر (۴

مجموعه�ای جبری مجموعه�های از متناهͬ تعداد هر اجتماع بنابراین V({fg; f ∈ I, g ∈ J})

است. جبری

.V(x١ − a١, x٢ − a٢, . . . , xn − an) = (a١, a٢, . . . , an) و V(k[X]) = ∅ ،V(٠) = An
k (۵

است. جبری مجموعه ͷی An
k از متناهͬ زیرمجموعه هر بنابراین

مͬ�کنیم: تعریف باشد X ⊆ An
k اگر

I(X) = {f ∈ k[X]; ∀p ∈ X, f(p) = ٠}

زیر موارد مͬ�نامند. X ایده�آل را I(X) است. k[X] ایده�آل ͷی مجموعه این که دید مͬ�توان آسانͬ به

مͬ�شوند: نتیجه تعریف این از راحتͬ به

.I(Y ) ⊂ I(X) آنͽاه X ⊂ Y اگر (١

(a١, a٢, . . . , an) ∈ An
k هر برای همچنین .I(An

k) = ٠ باشد نامتناهͬ k اگر و I(∅) = k[X] (٢
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I({(a١, a٢, . . . , an)}) =< x١ − a١, x٢ − a٢, . . . , xn − an > داریم:

X ⊆ نقاط از X مجموعه هر برای و S ⊆ I(V(S)) ها چندجمله�ای از S مجموعه هر برای (٣

. V(I(X))

است. رادیͺال ایده�آل ͷی I(X) یعنͬ
√
I(X) = I(X) ،X مانند نقاط از مجموعه هر برای (۴

مͬ�رسیم: زیر مهم قضیه به ٣.١.١ و ١.١.١ قضیه و بالا روابط از استفاده با

است. ابررویه متناهͬ تعداد اشتراک جبری مجموعه هر .٢٧.١.١ قضیه

از ای سره ایده�آل I و جبری بسته میدان ͷی k اگر هیلبرت) ضعیفصفرهای (قضیه .٢٨.١.١ قضیه

.V(I) ̸= ∅ آنͽاه باشد، k[X]

k[X] از ای سره ایده�آل I و جبری بسته میدان ͷی k اگر هیلبرت١) صفرهای (قضیه .٢٩.١.١ قضیه

.I(V(I)) =
√
I آنͽاه باشد،

این در است. رادیͺال ایده�آلͬ I ⊆ k[X] و جبری بسته میدان ͷی k کنید فرض .٣٠.١.١ نتیجه

مجموعه�های و k[X] رادیͺال ایده�آل�های بین ͷی به ͷی تناظر ͷی بنابراین .I(V(I)) = I صورت

نقطه�ای ͷت جبری مجموعه�های با ماکسیمال ایده�آل�های تناظر این در همچنین دارد. وجود An
k جبری

تناظرند. در

صورت این در است. ایده�آل ͷی I ⊆ k[X] و جبری بسته میدان ͷی k کنید فرض .٣١.١.١ نتیجه

آنͽاه باشد چنین اگر باشد. متناهͬ k[X]

I
برداری k-فضای بعد اگر فقط و اگر است متناهͬ V(I)

بود. خواهد dimk(
k[X]

I
) حداکثر V(I) اندازه

که آنجا از .r ≤ dimk(
k[X]

I
) مͬ�دهیم نشان است. p١, p٢, . . . , pr ∈ V(I) فرضکنید :⇒ اثبات.

صورت این غیر در (زیرا I({p١, . . . , pr}) ̸= I({p١, . . . , pr} \ {pj}) ،j = ١, ٢, . . . , r هر برای

وجود fj چندجمله�ای پس مͬ�رسیم.) تناقض به I() سوم ویژگͬ و متناهͬ مجموعه�های بودن جبری از

١ Hilbert’s Nullstellnsatz
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