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೯دایا...
حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به
آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و نخورم

م�ͳداری. دوست تو که
تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو
که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها
ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در امید برق
جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم م�ͳکنم. احساس

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف
من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن از
آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، تلاشدر توفیق من به
ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در
ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب ͳگستاخ

کن. روزی بداند، دوست

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
محمد دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در
به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه ،ͳابوالقاسم

نم�ͳرسید. انجام
گراوندی مهیا

١٣٩٠ اسفند

ଘم৤قدৎ
اণتاد඼ෙय़باৣم



چ΋یده
جبر این΋ه اساس بر سپس شد مطرح جانسون توسط باناخ جبرهای برای پذیری میانΎین مفهوم ابتدا
مفهوم این ستاره ضعیف توپولوژی و ضعیف توپولوژی به آن روی توپولوژی تغییر و باشد دوگان باناخ
مطالعه نامه پایان این از هدف کرد. پیدا تغییر باناخ جبرهای این روی کونز پذیر میانΎین مفهوم به
میانΎین نمونه عنوان به سپس باشد، ͳم دوگان باناخ جبرهای کونز پذیری میانΎین مفهوم شناخت و
کونز پذیری میانΎین که آنجا از . گیرد ͳم قرار مطالعه مورد دار وزن ͳگروه نیم جبرهای کونز پذیری
ͳشرایط ، باشد دوگان باناخ یΈجبر باناخ جبر آن که است ͳمعن با و خوشتعریف ͳوقت باناخ یΈجبر
از شود. دوگان باناخ جبر Έی دار وزن ͳگروه نیم جبر که دهیم ͳم قرار نظر مورد گروه نیم روی
انواع مفهوم ویژه به Έهارمونی آنالیز مطالعه دارد ͳفراوان کااربرد ͳمهندس علوم در ریاضیات که آنجا
ͳم ͳشایان Έکم فضا و هوا ͳمهندس علوم در آن کاربرد و فوریه آنالیز شناخت در پذیری میانΎین

کند.
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١ فصل

اولیه مقدمات و مفاهیم



در قضیه�ها اثبات برای که را Έهارمونی آنالیز و ͳتابع آنالیز از ͳقضایای و تعاریف فصل این در

. م�ͳکنیم بیان ، داریم نیاز بعدی فصل�های

ͳتابع آنالیز از ͳنیازهای پیش ١-١

(نیم�نرم) تعریف١-١-١.

X روی نرم نیم Έی باشد. F روی جبر Έی A و F میدان روی ͳخط فضای Έی X کنیم فرض

باشیم داشته α ∈ F وهر x, y ∈ X هر برای به�طوری�که است R به X از P نΎاشت

P (x) ≥ ۰ .١

p(αx) = |α|p(x) .٢

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) .٣

به�طوری�که است X روی P نرم ،نیم X روی نرم Έی

P (x) = ۰ =⇒ x = ۰

به�طوری�که است A روی نرم Έی جبری نرم Έی

P (xy) ≤ p(x)p(y) (x, y ∈ A )

نرم�دار) ͳفضایخط) تعریف١-١-٢.

عدد Έی x ∈ X هر ازای به اگر نامیم دار نرم ͳخط فضای Έی را X مختلط برداری فضای

به�طوری�که: باشد شده مربوط چنان م�ͳدهیم) نمایش ∥x∥ با (که x نرم نام به ͳنامنف ͳحقیق

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ، X در y و x هر ازای به .١

∥αx∥ = |α|∥x∥ گاه آن باشد اس΋الر αو x ∈ X اگر .٢

نماید. ایجاب را x = ۰ تساوی ∥x∥ = ۰ .٣

باشد کامل نرمش وسیله به شده تعریف متر با که است دار نرم ͳخط فضای Έی باناخ فضای هر

باشد. همΎرا آن در ͳکوش دنباله هر دیΎر گفته به

٢



همچنین s ∈ S و باشد نیم�گروه Έی S کنیم فرض تعریف١-١-٣.

s−۱F = {t ∈ S : st ∈ F}
(
F s−۱ = {t ∈ S : ts ∈ F}

)
ͳمتناه ، S از F ͳمتنااه مجموعه زیر هر و s ∈ S هر برای s−۱F هرگاه گوییم چپ(راست) ͳحذف S

باشد.

عملΎر یا ͳخط یΈنΎاشت را Y برداری فضای به X برداری فضای از T نΎاشت تعریف١-١-۴.

α, β ∈ F و x۱, x۲ ∈ X هر برای گاه هر م�ͳنامیم ͳخط

T (αx۱ + βx۲) = αT (x۱) + βT (x۲)

است. F میدان بر X از ͳخط عملΎر Έی X برداری فضای روی ͳخط Έتابع Έی

همه نرم�دار و ͳخط فضای ، باشند F میدان روی برداری فضای دو Y و X گیریم تعریف١-١-۵.

نمایش L(X,Y ) نماد با را شده تعریف نرم و اس΋الر ضرب و جم΄ با Y به X از ͳخط نΎاشت�های

م�ͳدهیم.

ثابت عددی هرگاه است کراندار T گوییم م�ͳگیریم نظر در Y به X از را T ͳخط عملΎر حال

، x ∈ X هر برای به�طوری΋ه باشد موجود M ≥ ۰ مانند

∥T (x)∥ ≤M∥x∥

از: عبارتست و

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ X, ∥x∥ ≤ ۱}

بصورت و م�ͳدهیم نمایش ∥T∥∞ نماد با را ی΋نواخت نرم T کراندار نΎاشت برای البته

∥T∥∞ = sup{∥T (x)∥ : x ∈ X}

م�ͳکنیم. تعریف

Y روی به X از طولپا ͳخط ͳریخت΋ی Έی ،Y و X دار نرم ͳخط فضای هر برای تعریف١-١-۶.

که طوری به است Y روی به X از T ͳخط نΎاشت Έی

∥T (x)∥ = ∥x∥ ∀x ∈ X

٣



یΈفضا) (دوگان تعریف١-١-٧.

گوییم A فضای دوگان را L(A ,F) آن�گاه F = C یا F = R و باشد باناخ فضای Έی A گیریم

به و ( است F به A از پیوسته و ͳخط های نΎاشت همه فضای L(A ,F)) م�ͳدهیم نمایش A ∗ با و

م�ͳنامیم. A فضای دوم دوگان را A ∗∗ = L(A ∗,F) که A ∗∗ دوم دوگان فضای مشابه طریق

توپولوژی و م�ͳنامیم توپولوژی -w یا ضعیف توپولوژی را A ∗ روی بر شده تعریف توپولوژی

شد. خواهند ͳمعرف توپولوژی�ها این ادامه در که م�ͳنامیم توپولوژی -w∗ را A ∗∗ روی بر شده تعریف

X دوم دوگان X∗∗ = (X∗)∗ و X دوگان X∗ و دار نرم ͳخط فضای Έی X کنیم فرض حال

آن�گاه: باشد

f ∈ X∗ هر آن تحت که است X روی توپولوژی کوچ΋ترین X روی -توپولوژی w از منظور .١

. است پیوسته

. م�ͳدهیم نمایش σ(X,X∗) نماد را توپولوژی این

از ͳ΋ی با و م�ͳنامیم ضعیف ͳرایΎهم را σ(X,X∗) توپولوژی در x به (xα) تور ͳرایΎهم

. م�ͳدهیم نمایش x = w − lim
α
(xα) یا xα w−→ x نمادهای

x̂(f) = f(x) آن در که م�ͳکنیم تعریف x −→ x̂ ضابطه با با را ϕ : X −→ X∗∗ نΎاشت .٢

. طولپاست و ͳخط نΎاشت Έی ϕ ، f ∈ x∗هر برای

باشد. پوشا ϕ گاه هر م�ͳنامیم ͳاس΋انع را X

با ϕ(x) خانواده که است X∗ روی توپولوژی کوچ΋ترین X∗ روی توپولوژی - w∗ از منظور

. م�ͳکنیم استفاده σ(X∗, X) نماد از توپولوژی این نمایش برای . هستند پیوسته توپولوژی این

: داریم و م��ͳگوییم ͳرایΎهم- w∗ را f {fα}به تور ͳرایΎهم، توپولوژی -w∗ در

fα
w∗
−→ f ⇐⇒ fα(x) −→ f(x) ∀x ∈ X

(ͳموضع فشرده (فضای تعریف١-١-٨.

بستار با ͳΎهمسایΈی دارای آن نقطه هر اگر م�ͳشود نامیده ͳموضع فشرده X Έتوپولوژی فضای

. باشد فشرده

است. فشرده ͳموضع طور به فشرده فضای هر که است ΀واض

است. ͳموضع فشرده و هاسدورف فضای Έی Rn .١-١-٩ مثال

۴



(١ آلاقلو (قضیه .١-١-١٠ قضیه

. است ∗w-فشرده ، X∗ از ی΋ه دایره گاه آن باشد نرم�دار فضای X اگر

■ [١۵] به شود رجوع برهان.

(کراین(٢ .١-١-١١ قضیه

است. ضعیف فشرده ، باناخ فضای Έی از ضعیف فشرده مجموعه از بسته محدب پوشش

[١۵] به شود رجوع برهان.

■

م�ͳنامیم G روی رادون اندازه Έی را µ ، باشد ͳموضع فشرده گروه G فرضکنیم تعریف١-١-١٢.

E مانند بورل مجموعه هر برای ، µ(K) <∞ ، Kمانند فشرده مجموعه هر برای هرگاه

µ(E) = sup {µ(k) : است بسته مجموعه k , k ⊆ E}

، E بورل مجموعه هر برای و

µ(E) = inf {µ(O) : است باز مجموعه O , E ⊆ O}

. م�ͳدهیم M(G)نمایش رابا G روی رادون اندازه�های تمام فضای

Έهارمونی آنالیز از ͳنیازهای پیش ١-٢

هر�گاه است ͳهم�ریخت θ : S −→ T نΎاشت و مفروضند T و S نیم�گروه�های

θ(s۱s۲) = θ(s۱)θ(s۲) ∀s۱, s۲ ∈ S

شود. ͳم نامیده ͳریخت�Έی پوشا و Έی به Έی ͳهم�ریخت

(جبر) تعریف١-٢-١.

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه م�ͳنامیم جبر Έی را F میدان روی A برداری فضای

، باشد حلقه Έی برداری ضرب و جم΄ به نسبت .١

Alaoglu’s theorem١

Krein-Smulian٢

۵



.α(xy) = (αx)y = x(αy) x, y ∈ A وهر α ∈ F هر برای .٢

شده تعریف ضرب با L(X,X) باشد F روی ͳخط فضای Έی X کنیم فرض .١-٢-٢ مثال

(ST )(x) = S(Tx) (x ∈ X)

. م�ͳدهیم نشان نیز L(X) نماد با که است جبر Έی

( -جبر C∗) تعریف١-٢-٣.

باشد باناخ جبر Έی A کنیم فرض

باشیم داشته t ∈ C و a, b ∈ A هر برای هرگاه م�ͳنامیم برگشت Έی را ∗ : A −→ A نΎاشت .١

(a∗)∗ = a

(a+ b)∗ = a∗ + b∗

(ta)∗ = ta∗

(ab)∗ = b∗a∗

شرط با ∗ پیوسته برگشت Έی به مجهز هرگاه است نرم�دار یΈ∗-جبر A نرم�دار جبر .٢

باشد. a ∈ A هر برای ∥a∗∥ = ∥a∥

∥a∗a∥ = ∥a∥۲ ، a ∈ A هر برای هرگاه است ∗C-جبر Έی A باناخ ∗-جبر .٣

خواهد ∗C-جبر Έی L∞(X) آن�گاه باشد ͳموضع فشرده هاسدورف فضای X اگر .۴-١-٢ مثال

بود.

(ایده�ال�هاییΈجبر) تعریف١-٢-۵.

.(A I ⊂ I) IA ⊂ I هر�گاه م�ͳنامیم (چپ) راست ایده�ال Έی را A جبر از I جبر زیر

۶



نرم�دار) باناخ (جبر تعریف١-٢-۶.

وجود c ≥ ۰، x, y ∈ A هر برای که گونه�ای به باشد نرم Έی دارای هرگاه است نرم�دار A جبر

که باشد داشته

∥xy∥ ⩽ c∥x∥∥y∥

. م�ͳنامیم جبری نرم Έی را ∥.∥ حالت این در

باشد. کامل نرم�دار ͳخط فضای Έی عنوان به هرگاه است باناخ جبر Έی A نرم�دار جبر

ی΋دار) باناخ (جبر تعریف١-٢-٧.

م�ͳنامیم. ی΋دار باناخ جبر را A ، باشد ͳهمان عضو دارای A باناخ جبر اگر

g و f و F از عضوی α ، F روی ͳخط فضای Έی X، مجموعه Έی E گیریم .١-٢-٨ مثال

تعریف زیر دستور با که هستند X به Eاز ͳاشت�هایΎن αf و f + g باشند، X به E از ͳاشت�هایΎن

م�ͳشوند

(f + g)(s) = f(s) + g(s) (αf)(s) = αf(s)

: م�ͳکنیم تعریف زیر دستور با را نقطه�ای ضرب باشد جبر Έی X اگر

(fg)(s) = f(s) + g(s) (s ∈ E)

(Έتوپولوژی (گروه تعریف١-٢-٩.

را G باشد)، آن روی توپولوژی τ و گروه Έی G) باشد Έتوپولوژی فضای Έی (G, τ) گیریم

نΎاشت�های و باشد هاسدورف G هرگاه گوییم Έتوپولوژی گروه Έی

: G→ G : G×G→ G

x→ x−۱ (x, y)→ xy

باشند. پیوسته

آن) روی نرم و ͳدو�خط (فضای تعریف١-٢-١٠.

دو را ϕ : X × Y −→ Z نΎاشت م�ͳگیریم، نظر در F میدان روی را Zو Y و X نرم�دار فضاهای

هرگاه گوییم ͳخط

٧



باشد، ͳخط x −→ ϕ(x, y) نΎاشت y ∈ Y هر برای .١

باشد. ͳخط y −→ ϕ(x, y) نΎاشت x ∈ X هر برای .٢

ͳدوخط نΎاشت . م�ͳنامیم ͳدوخط فرم یا ͳدوخط Έتابع Έی را ϕ ، Z = F اگر

ϕ : X × Y −→ Z

به�طوری΋ه اشد ای M ≥ ۰ هرگاه گوییم کراندار را

∥ϕ(x, y)∥ ≤M∥x∥∥y∥

از عبارتست ϕ نرم

∥ϕ∥ = sup{∥ϕ(x, y)∥ : ∥x∥ ≤ ۱, ∥y∥ ≤ ۱}

م�ͳدهیم. نمایش BL(X,Y, Z) نماد با را Z به X × Y از ͳدوخط نΎاشت�های مجموعه

(ͳتقریب ͳهمان) تعریف١-٢-١١.

باشد ∥.∥ نرم با نرم�دار جبر Έی A کنیم فرض

A هر برای که است A در (eα) مانند توری A (راست) چپ ͳتقریب ͳهمان .١

lim
α
(eα.a) = a (lim

α
(a.eα) = a)

. باشد راست و چپ ͳتقریب ͳهمان که است A در (eα) مانند توری A ͳتقریب ͳهمان .٢

اگر است کراندار (eα) ͳتقریب ͳهمان

sup∥eα∥ <∞

، aεA هر برای که است A در (eα) مانند توری A ضعیف (راست) چپ ͳتقریب ͳهمان .٣

w − lim
α
(eα.a) = a (w − lim

α
(a.eα) = a)

م�ͳگوییم باشد F روی برداری فضای E و F میدان روی جبر Έی A کنیم فرض تعریف١-٢-١٢.

که ͳدوخط نΎاشت هرگاه است چپ A-مدول Έی E

:A × E −→ E

(a, x) 7−→ a.x

٨



به�طوری�که باشد موجود

a.(b.x) = (a.b).x (a, b ∈ A , x ∈ E)

ͳدوخط نΎاشت هرگاه م�ͳگوییم راست A-مدول Έی را E ترتیب همین به

:E ×A −→ E

(x, a) 7−→ x.a

به�طوری�که باشد موجود

(x.a).b = x.(a.b) (a, b ∈ A , x ∈ E)

A-مدول هم هرگاه گوییم A-مدول خلاصه طور به یا طرفه دو -مدول A Έی را E برداری فضای

باشد. چپ A-مدول هم و راست

است (راست) چپ A-مدول Έی که را E باناخ فضای باشد، باناخ جبر Έی A کنیم فرض

ͳدوخط نΎاشت هرگاه م�ͳنامیم چپ(راست) A-مدول باناخ Έی

:A × E −→ E

(a, x) 7−→ a.x

(
:E ×A −→ E

(x, a) 7−→ x.a

)

x ∈ E و a ∈ A هر برای که باشد موجود ͳی k > ۰ یا باشد پیوسته

∥a.x∥ ⩽ k∥a∥∥x∥ (∥x.a∥ ⩽ k∥x∥∥a∥)

به یا طرفه دو A-مدول باناخ Έی E گوییم باشد راست هم و چپ A-مدول باناخ هم E اگر حال

است. A-دومدول باناخ Έی اختصار

( ͳهم�ریخت-R) تعریف١-٢-١٣.

هرگاه م�ͳنامیم ͳهم�ریخت- R را φ :M −→ N تاب΄ باشند. R-مدول دو N و M کنیم فرض

، x, y ∈M هر برای .١

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

٩



، r ∈ R وهر x ∈M هر برای .٢

φ(rx) = rφ(x)

( شده ش΋افته کوتاه دقیق دنباله�های ) تعریف١-٢-١۴.

دنباله �صورت این .در باشند دلخواه ͳمدول�های-R (n ⩾ ۲)Mn, ... ,M۰ کنیم فرض

M۰
φ۱−→M۱

φ۲−→M۲ −→ ... −→Mn−۱
φn−→Mn

۲ ⩽ i ⩽ n هر برای هر�گاه م�ͳنامیم دقیق دنباله است، φn, ..., φ۱ R-هم�ریخت�ͳهای از دنباله�ای که را،

Imφi−۱ = Kerφi

دنباله اگر صورت این در باشند دلخواه R-مدول�های ، K و N ، M کنیم فرض

۰ −→M
φ−→ N

ψ−→ K −→ ۰

م�ͳگوییم. کوتاه دقیق دنباله را آن ، باشد دقیق

کند: صدق زیر معادل شرایط از ͳ΋ی در اگر است شده ش΋افته بالا کوتاه دقیق دنباله

که باشد موجود φ′ : N −→M مانند R-هم�ریخت�ͳای .١

φ′φ = IM

باشد ی΋ریخت زیر کوتاه دقیق دنباله با بالا دقیق دنباله .٢

۰ −→M
λ۱−→M

⨿
K

p۲−→ K −→ ۰

که باشد موجود ψ′ : K −→ N مانند R-هم�ریخت�ͳای .٣

ψψ′ = IK

آرنز١) (ضرب�های تعریف١-٢-١۵.

م�ͳکنیم: تعریف را زیر ضرب دو A ∗∗ روی باشد باناخ جبر Έی A کنیم فرض

F,G ∈ A ∗∗, f ∈ A ∗, a, bεA هر ازای به

آن در که ⟨F□G, f⟩ = ⟨F,G.f⟩ .١

⟨G.f, a⟩ = ⟨G, f.a⟩ ⟨f.a, b⟩ = ⟨f, a.b⟩

Arens products١
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آن در که ⟨F♢G, f⟩ = ⟨G, f.F ⟩ .٢

⟨f.G, a⟩ = ⟨G, a.f⟩ ⟨a.f, b⟩ = ⟨f, b.a⟩

م�ͳنامیم. آرنز دوم ضرب و آرنز اول ضرب ترتیب به را F♢G و F□G ضرب آن�گاه

است. آرنز منظم A ،آن�گاه F□G = F♢G ͳوقت

فضاها١) تانسوری (ضرب تعریف١-٢-١۶.

آن�ها دوگان فضاهای ترتیب به Y ∗ و X∗ و F میدان روی باناخ فضاهای Y و X کنیم فرض .١

م�ͳگیریم. درنظر BL(X∗, Y ∗,F) از عضوی عنوان به را x⊗y ، y ∈ Y و x ∈ X برای ، باشند

که م�ͳباشد F توی به X∗ × Y ∗ از کراندار ͳدوخط نΎاشت�های تمام فضای BL(X∗, Y ∗,F)

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت Y ∗ به متعلق g هر و X∗ به متعلق f هر ازای به

(x⊗ y)(f, g) := f(x)g(y)

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به آن�را و م�ͳدهیم نمایش X⊗Y با را Y Xو تانسوری حاصل�ضرب

X ⊗ Y = LS{x⊗ y : x ∈ X, y ∈ Y }

که است x⊗ y اعضای وسیله به BL(X∗, Y ∗,F) در شده تولید ͳخط فضای زیر X ⊗ Y ͳیعن

م�ͳباشد. Y به متعلق y و X به متعلق x

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به م�ͳدهیم نمایش P با که را X ⊗ Y روی تصویری تانسوری نرم .٢

P (u) = inf{
∑
i=۱

n
∥xi∥∥yi∥ : u =

∑
i=۱

n
xi ⊗ yi, xi ∈ X, yi

∈ Y }

ͳیعن است X ⊗ Y روی ͳضرب نرم Έی P که کنیم توجه

P (x⊗ y) = ∥x∥∥y∥ (x ∈ X, y ∈ Y )

شده�ی کامل م�ͳشود داده نمایش X⊗̂Y با که Y و X تصویری تانسوری حاصل�ضرب از منظور .٣

است. BL(X∗, Y ∗,F) در تصویری نرم با X ⊗ Y

است. باناخ جبر Έی P نرم و ضرب X⊗̂Yبا .١-٢-١٧ گزاره

Tensor product١
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