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1 -1 .��
 �  

 ��� :$� ,��� ����
�� �����=( ,G �( �K���PL  #=w ��� *&#$ ��_0#A >��J2 ��  #=

:$� .�� .(#F�$�  (�2]1[ ."� ����
�� ���� $� .�� x�_� "#L ����:. ��� *&#$ yzB *� -

w (�2 ������  #= "� �K ����
�� ���� ���   ����  T*0�,_�JA1  O�r�{ w:$� .�� x�_�

�#�$  #� ��`���� >(*K ,�*<� ,� ��� `&"���JK ]2[ . |}$*�6�� ��� � ,%��$�*���  #=

 #=*�6�� L 3$����*  %��$�*K#�, ,� ��*W*� 5#���� �#_� � #�( �~��JK . �( �&�  ��*� ���

��� .�/0 *� `&*$,� O��� ����
�� OZ(#<� "� ����
�� ����  *�L(*&P%.  

1-2 .������� �	�
 ����� ���� � #��$%  

 w,_�JA  T*0�  �����B#�  ��J&8*� #� �K :$�  �#�8 ]&��� "� #� >8 5#���� � ���&#%#0  #=

,� �/� ,���#J&(��*� �(#<��JK . �&� �( ���� ,� �*�(�� r�$ �K  (#&" �#�X�  (��<� "� OZ#

.r�{  .�� ��B#$�1= :K*+ �K  �&� O�r�{>�0#W "� ,� :r�<�� ����0 '�(�JK . � H���X� �+

 :2*$ >(*K �j_�]� ]� O�r�{w  �K*= ��K' ,�  (�"8 O#A�(�0��( :&#E0w :$� ,Q�_� �#K .

                                                           
1 Energy kinetic theory 
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*D&( y*G "�  �Z�1<�:�1K  #=3$���   *�L .�� �#�8w  #�( � �#_� �~��J�X= HE�  ,A#��+� �

 ��X0�( �� :K*+ .�/0]� ]�  O�r�{:X�0.  

,�& �*� "� ��
��  #=  ���� �1= �K :$� �&� ,_�JA  T*0�  �*� O#2zG� >(*K �j_�

�#�$ >#&*A �( `&"�� `�#� ( , , )f r tζ ,� .*�B{ (���K r �j_� "� �N�0 �Q�#� .�JJK���� 

O#��j� wζ �j_� � ,%��$�*��� :2*$ .�JJKt �j_�,� >#�" .�JJK��#�. ( , , )f r r dζ ζ 

�_�j.�JJK (��<� ,��r�{  �K :$��2*$.(��/� �( >#_ ζ  �dζ ζ++++ :$� . i&*<� �&� x�G *�

,� (��<� >���O�r�{  x�G ���N��� )1-1( (��8 :$( ��. 

)1 -1(  ( ), ,n f r t dζ ζ= ∫  

 �( O��{ ���  (��B*� �0�L ��= *L� >#�"t  �t+dt (*�D0 O���w ,� �N��� >���)1-2(  �� ��

:$( (��8 ]3[. 
)1 -2(  ( ) ( ), , , ,f r dr adt t dt drd f r t drdζ ζ ζ ζ+ + + =  

 �K �N��� �&� �(a �j_� ?#�� .�JJK,� ,A�#B  �*�0 *m� *���#� . Z#� �N��� >(�( ��Q�� 3X� #�

 ���N��� )1-3( ,�H�$�: 

)1 -3(  f f f
ζ a 0

t r ζ

∂ ∂ ∂+ + =
∂ ∂ ∂

  

,� �K O��� �� �� >8 >��� �N���)1-4(  ��0:��0 ]3[. 

)1 -4(  . . 0r

f
f F f

t ζζ∂ + ∇ + ∇ =
∂

� � � �

  

>8 �( �K �r�� �Q1A �( �N���  *� :K*+ *m�O�r�{ ,� (�A� ���&8  �Q1A ���. ∇�������	   �*�0 *m� *�

�� ,A�#B ,� (�A���#& . ��� (��B*� ,�W�O�r�{ :$�� :1$ �( (��( (�A� �N��� )1 -4(  O�*m� �&#�

�� ���*L *p0 �( H= (��B*� "� ��#+(. 

)1 -5(  . . ( )r coll

f f
f F f

t tζζ∂ ∂+ ∇ + ∇ =
∂ ∂

� � ��
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:j$ �&� :1XW �&*��N���  >(*K ���%,��#�2  �*� :$� (��B*� �Q1A. �#D0#�#�1  �>��#�1= 

]4[  ����*%� >(�� ,NB �*� #�� (��B*��  �N���)1-6 ( �&� �� �K �0��$��N��� w�
(#<�   ����
��

n�*K ;�*L �#D0#�#� d&*�� #�2 )BGK (,� ��FL(��. 

)1 -6(  
v

1
. . ( )

τ

eq
r

f
f F f f f

t ζζ∂ + ∇ + ∇ = − −
∂

� � � �
  

 �K τv  �<� >��� ,L(�$8 >#�" :$� ��	
 `�#�  (��B*� "� ��W ,
(#<� `&"��:$� . O#W�� *�_�� �(

  �*� ,Q�Q/� ?��A >(*K ���%:$� ,Q�_� �#K ����
�� �
(#<� .]� ,1�� ]� "#L :
#+  �*� #r�� -

 >8 �+ �� �K :$� ,Q�Q/� ?��A  ���( ����
�� �
(#<� ,A�#B  �*�0 "� >(*K *p0 y*� #� � w"#�

,� ��FL ,
�XK#� `&"�� `�#� �N��� O��� �� �K (��)1-7 ( :$�]3[.  

)1 -7(  22 2/

(
exp( )

( )
eq

D
g g

n
f

R T R Tπ
−−−−= −= −= −= − u)ζζζζ  

 �KD >#_0 � �<� .�J=(Rg  � #="#L ,0#EA :�#mT :$� #�(.  

1-3 .������� �	�
 �'�( #)�� �
�  

 ����
�� ���� OZ(#<� �K :$� .�� .(�( >#_0BGK  "�"#$ ��XXL   ����
�� OZ(#<�

BGK ,� ��#+ "#� � >#�" � >#��  #Y� �((�� ]3[ . :2*$ w:2*$ ��XXL  #Y� �(

,%��$�*��� ζ �� �F
q� #=  }e0,e1,…,en{L,� ��XX(��w  '��K*= �K�F
q� #=   �( :2*$

:EA iQ�j�  #= �����J�X= . ��J^1=`����  O��� �� `&"��}f0,f1,…,fn{ "#$ ��XXL  ,� -

(��.  O��� �� ����
�� ���� ��XXL OZ(#<� �&�*�#J� �N���)1-8( ,�(��. 

)1 -8(  ( )α
α α

v

f 1
e . f

t τ

eqf f Fα α
∂ + ∇ = − − +
∂

  

                                                           
1 Bhatnagar 
2 Bhatnagar-Gross-Krook 
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 >8 �( �K��	
 >#_0 .�J=( � .�� ��XXL `&"�� `�#� ,
(#<� :
#+F
 = (�	. ∇��)�  �Q1A

,� �*�0 .�� ��XXL��#� . �&� �( ��JU H=�N��� vτ >#_0 .�J=(,� I&#$8 >#�"�#� �( �K �

,� .(�( M�l�� >8 .�#��( ���(�(��.  

>#�K 3$�� ����
�� ���� �&#% ���1  >��#�1= �]5[  O��� ��DDQM )D  �� >#�� (#<�� (��<�

,� �j_� � �JKM >#_0:2*$ (��<� .�J=(:$� ��XXL  #= (�� ,�*<�. & ,� "�����  #=

 ����  �<� �( �R#X�  �*� (���0#�$�D2Q9 :$�  �( �K ���)1-1 (.(��8 ���� �&� :$� .��.  

  

  

  

  

 

 

 

  
 ���)1 -1 ( ����
�� ����D2Q9 

  

,� �p+z�  �( �K (�� �&�����w ,� .*L *=  iQ�j� *�X� :_= "� �0���)]J�
 (.*L #�   #=

�JK ��*W*� 5#���� ���#S� . #� .*L *= �K*� �( .�{ ��Y+ �#1�+�f0 ]J�
 �( � #� iQ�j�  #=f1  #�

f8 w,� .(�( >#_0 (�� .*�X� �( �K ,���{ :2*$ w��� �&� �(,� :K*+ ,��� �  (�12  #=  �JJK

 #� *��*�c *�X� �( �K ,��r�{ :2*$ �:K*+ �(  *NW  #= �X= #� *��*� �J√2� ,� ���*L *p0 �(-

 (�� . .�{(��( *F� :2*$ � �K#$ w.*L *= �K*� �( H���. 

 � #"#$ ��XXL  �N��� )1 -8(  �� :�X0>#�" ,�>���  �� �N���)1-9 (��$� ]6[.  

)1 -9(  ( ) ( ) ( ) ( )1
, - , , ,eq

v

f r e t t t f r t f r t f r t F tα α α α αδ δ
τ
 + + = − − +   

                                                           
1 Qian 



5 

 

 �K  (�A� #�"#$ ��XXL  ,� ]& ���*� "� >#�" � >#��  #Y� �( ���� :W( #�� w��#�

>#�" � >#�� �( �( ���*� "� ����
�� :$� ]3[ . ����
�� ���� ��1<� OZ(#<� �("#$ ��XXL  

 H= #� >#�" � >#���0��( 5#���� ,� ?#j�0�  ��G ���� ."��0� �*&" �K (���� = ���.  �Kδx  �δt 

�*� ���d  '#L�J�X= ���� ,0#�" '#L � ,0#��. . ,QK :
#+ �( O��� �� ���� �( O�� :2*$

 �N���)1-10 (,� i&*<�(�� ]7[. 
)1 -10(  2 9 D Q

2 2 2 2 2
s α α s

α

1 1
e ω c

D 3
c c c= → =∑  

 ���� H�&��D
�����
�� ,� ��  �Q+*� �( �� >���(�10 H�X�� ��S� :(��B*� �Q+*�1  �Q+*� �

>��  �#A2 .,� >#�" ]& "� (��B*� �Q+*�  >#�" ]& #� � .�� u�*� (��B*� "� ��W ]U�K :&#E0

,� ,� *� �( �� (��B*� "� |% ]U�K :&#E0 (*�L . "� ��W �Q�#�z� O��{ I&��8 �K ,���� �(

,� w��#� .�� .(�( (��B*�  "� .(#F�$� #� >��� �� (��B*� "� |% �Q�#�z� O��{ I&��8 w(��B*� �2��W

(�10 ���<� . O��{ >��$� #� � .�� u�*� (��B*� �Q+*� "� |% �Q�#�z� >��  �#A �Q+*�

�10 ���% ���(� ��#S� .*L ,�&(�0 ��  "#S�O��{ I&��8 *��6� �� *SJ� �K .( .*L �(  ��#S�  #=

,� ((*L.  

 ����  �*�D2Q9 ,� >�����	
  �N��� O��� �� ��)1 -11 ( :��0]6[. 
)1 -11(  ( ) ( )2 2

eq
α α 2 4 2

3 . 9 . 3
ρω (1 )

c 2c 2 c

u u
f

e eα α= + + −
� �� � �

│u│  

 �K:EA  #=eα .�� i&*<� *&" O��� ���0�. 
 �*�0i=  

0 (0,0)e =�  

  �*�1w2w3w4=i  ( ) ( )1 1
( , )

2 2

i i
e c cos sinα

π π− −
=�

  

  �*�5w6w7w8=i  
( ) ( )5 5

2(cos ,sin )
2 4 2 4

i i
e cα

π ππ π− −   
= + +   

   

�

  

 ,0"� d&�*l ��J^1=ωα  ���� �&�  �*� O��� �� �N���)1-12( :$( �� ,��J&8. 

                                                           
1 Collision stage 
2 Streaming stage 
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)1 -12(  
0

1 2 3 4

5 6 7 8

ω

1
ω ω

4
            

ω ω
9
1

ω

   

ω

           
9

ω ω
36




 = = = =

 = =

=

= =


  

,� >���c :�*L *p0 �(  (�2 *= �� .�#��12 c  �#X�  ]&,� ?#j�0�(�� . O��� �&� �(�N��� 

)1 -11(  O��� ���N��� )1-13 (,� �(&8�. 

  ( )2 2
0

4 3
(1 )

9 2
eqf u v

ρ= − +  

  ( )2 2 2
1

9 3
(1 3 )

9 2 2
eqf u u u v

ρ= + + − +  

  ( )2 2 2
2

9 3
(1 3 )

9 2 2
eqf v v u v

ρ= + + − +  

  ( )2 2 2
3

9 3
(1 3 )

9 2 2
eqf u u u v

ρ= − + − +  

  ( )2 2 2
4

9 3
(1 3 )

9 2 2
eqf v v u v

ρ= − + − +  

)1 -13(  ( )2 2 2 2
5

9 3
(1 3( ) ( 2 ) )

36 2 2
eqf u v v u uv u v

ρ= + + + + + − +  

  ( )2 2 2 2
6

9 3
(1 3( ) ( 2 ) )

36 2 2
eqf u v v u uv u v

ρ= + − + + + − − +  

  ( )2 2 2 2
7

9 3
(1 3( ) ( 2 ) )

36 2 2
eqf u v v u uv u v

ρ= − + + + + − +  

  ( )2 2 2 2
8

9 3
(1 3( ) ( 2 ) )

36 2 2
eqf u v v u uv u v

ρ= + − + + − − +
 

,� :�#m ��J^1=�K (��τv   ,L(�$8 >#�"��  *&" O���:$� ]5[. 

)1 -14(  
v 2

δt 1
τ (3ν )

δx 2
= +  


