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 ...اری سپاس گز 

را مورد اینجانب به عنوان استاد راهنما که همواره    دکتر   حبیب حریزاویاز استاد فاضل و اندیشمند جناب آقای . شکر شایان نثار ایزد منان که توفيق را رفيق راهم ساخت تا اين پایان نامه را به پایان برسانم 

همچنین از   .لطف و محبت خود قرار داه اند ،کمال تشکر را دارم 
ری جناب آقای   .که در به پایان رساندن اين پایان نامه مشاور من بوده اند،  بسیار سپاس گزارم دکتر مهرداد نامدا

گام  انجام اين پایان نامه صبورانه  که در تمام طول همسر مهربانم ، از های محبت آمیز ی که در دوران مختلف زندگی ام انجام داده اند  به خاطر همه ی تلاش پدر و مادر عزیزممحضر ارزشمند در پایان از  همراه و هم

  .که بی توقع  همواره  یار  و              راهنما یم بوده اند ، کمال تشکر و امتنان را دارم  و برادر خوبم خواهر، از  من بوده است 

  .آنان مقدر نما  پروردگارا حسن عاقبت ، سلامت و سعادت را برای 

 الهه  طالع پور          
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 گفتارپیش

 :نامه به شرح زیر استساختار این پایان

سپس . پردازیمدر فصل اول، به بیان مبحث کاتگوری و برخی از مفاهیم آن به طور مختصر می

ها و طیف اول جبر -BLمفاهیمی از توپولوژی را مطرح کرده و پس از آن به معرفی کوتاهی از 

 .باشندهای بعدی مینیازی برای بیان فصلمطالب این فصل پیش. خواهیم پرداخت

 79:تعداد صفحه                                                            1372:  تاريخ فارغ التحصيلي 

 جبر کامل -MVگروه، -lجبر،  -MVکاتگوری، مورفیسم، فانكتور، توپولوژی، : كليد واژه ها 

 

 چكیده

گروه ها و -lجبر به معرفی  -BLنامه بعد از بیان مباحث کاتگوری، توپولوژی، و در این پایان

 .رویمجبرهای کامل می -MVپردازیم و سپس به سراغ جبرها می -MVبه ویژه 

جبر -MVبرای هر . جبرهای کامل، یک کلاس عمومی است-MVدهیم که کلاس نشان می

A و ایدآل اول P  ازA ،MV-  جبر موضعیAP تواند نسبت به میA  کانونی باشد و در واقع

AP در ادامه خواهیم دید که بین یک کاتگوری ارزشمند از  .کامل استMV-  جبرها که

، و یک Aایدآل اول از  Pجبر و  -MVیک  Aهستند،اگر       های آن زوجاشیاء 

همچنین یک زیر کاتگوری تام از . جبرهای کامل یک هم ارزی وجود دارد -MVکاتگوری از 

MV-  جبرها توسط موضع سازی کانونیA  درPکنیم، توصیف می. 

 

 



 

جبر و اصول و  -MVگروه و طرح چند قضیه مرتبط با آن، به سراغ -lتعریف  در فصل دوم پس از

جبر قادر به بررسی و درک مطالب  -MVبدون آشنایی با مبحث . رویمساختار حاکم بر آن می

 .فصل پایانی نخواهیم بود

جبرهای کامل،  -MVدهیم که کلاس جبرهای کامل، نشان می -MVدر فصل سوم بعد از معرفی 

    APجبر موضعی  -A ،MVاز  P و ایدآل اول Aجبر  -MVیک کلاس عمومی است، برای هر 

کامل است، همچنین خواهیم دید برای هر        APکانونی باشد و در واقع  Aتواند نسبت به می

  داده شده، طیفی از  Pو ایدآل ماکسیمال  Aاز  'Aزیر جبر
  

ی    اشتراک همه   که   

 .همریخت است Spec(A)است، با زیر فضایی از  Pهای اول مشمول در ایدآل

 

 

 

  1فصل

 برخي مفاهيم مقدماتي

 مقدمه



 

های آتی، به ویژه در فصل پردازیم که در فصلدر بخش اول این فصل به مبحث کاتگوری می  

در بخش دوم نیز بیان مختصری از تعاریف اولیه . نامه آشنایی با آن لازم استسوم این پایان

جبرها را جهت آشنایی با یكی از  -BLتوپولوژی را خواهیم داشت و سرانجام در بخش پایانی 

 .کنیمجبرها مطرح می -MVمفاهیم مرتبط با 

 

 كاتگوري 1.1

کاتگوری به بیان مقدماتی مفاهیم کاتگوری      در این بخش به دلیل ارتباط مباحث بعدی با موضوع 

های آن آشنا شده و سپس به مفاهیمی چون در اینجا با تعریف کاتگوری و برخی مثال. ایمپرداخته

کاتگوری و در ادامه به بیان یكریختی و هم ارزی در کاتگوری    پول بک، زیرکاتگوری، ضرب دو

 .انجام شده است[ 1]جه به مرجع گردآوری مطالب این بخش با تو. پردازیممی

 

 

 

 مفهوم كاتگوري

 :از اشیا به طوری که  یک کاتگوری عبارت است از کلاس  .1.1.1تعريف 

که مجموعه )           ی، مجموعه از کلاس    و   به ازای هر جفت از اشیاء مانند( 1

وجود داشته باشد به طوری که ( شودنامیده می Yبتوی  Xهای از مورفیسم

      
 .      و     مجزا باشند مگر این که             و     

 نگاشت Cاز  Zو  X ،Yبرای هر سه شیء ( 2



 

                              

های زیر ویژگیشود و دارای نمایش داده می          وجود داشته باشد که به صورت 

 :است

وجود دارد که یک همانی راست تحت              ، مورفیسم Xبرای هر شیء    

«o » است          و یک همانی چپ برای تمام اعضای           برای تمام اعضای. 

   «o » تعریف شده باشند و در این         و         شرکت پذیر است در حالتی که

 صورت 

               . 

ی  به کار رفته است، مجموعه« o»علی رغم این که در تعریف بالا نماد  .2.1.1ملاحظه 

را به           با این وجود عناصر . ای از توابع باشدلزومی ندارد مجموعه          

 .نامیماین دلیل است که مورفیسم ها را پیكان می دهیم و بهنمایش می      شكل 

پس با توجه . گوییم Xرا مورفیسم همانی روی شیء         مورفیسم  .3.1.1ملاحظه 

     همانی راست و       منحصر به فرد است؛     ،    به خاصیت 
همانی چپ هستند؛   

 یعنی،

     
       

             . 

توان یک کاتگوری را با تعیین سه چیز تعریف گیریم که میاز تعریف بالا نتیجه می .4.1.1نتيجه 

 :کرد

 کلاس اشیاء  ( 1

 های مورفیسممجموعه( 2

 ها چگونگی ترکیب مورفیسم( 1



 

ها است، در اینجا کلاس اشیاء شامل تمام مجموعه. هااز مجموعه Setکاتگوری  .5.1.1مثال 

. ترکیب معمولی توابع است« o»ها هستند و های معمولی بین مجموعهها نگاشتمورفیسم

به همین .       که       مورفیسم همانی عبارت است از تابع همانی معمولی 

 .توانیم تشكیل دهیمهای متناهی را میاز مجموعه FSetصورت کاتگوری 

ها ها است، مورفیسمروهکلاس اشیاء شامل تمام گ. هااز گروه Grpکاتگوری  .1.1.1مثال

توان کاتگوری به همین صورت می. ترکیب معمولی توابع است« o»های گروه و همومورفیسم

FGrp های متناهی را تشكیل داداز گروه. 

«  »هایی هستند که ترتیب اشیاء مجموعه. های مرتباز مجموعه Ordکاتگوری  .9.1.1مثال 

(. رابطه دارای خواص بازتابی، پادتقارنی و انتقالی باشدبه عبارت دیگر، )ها وجود داردروی آن

هستند؛ به این معنا که اگر       ( یا حافظ ترتیب)های همنوای ها نگاشتمورفیسم

 .برقرار است Bدر           گاه برقرار باشد، آن Aدر     

 :اگرشود نامیده می Bزیرکاتگوری از کاتگوری  Aکاتگوری  .9.1.1تعريف 

 .باشد B ءیک شی Aهر شیء ( 1

 .                     Aاز    و  به ازای تمام اشیاء ( 2

 .باشد B ها درهمان ترکیب آن Aترکیب دو مورفیسم در ( 1

. است   همان مورفیسمی است که در   در    مورفیسم همانی    از   به ازای تمام اشیاء( 2

را زیرکاتگوری    گاه، آن                   ،   از   و  به ازای هربه علاوه اگر 

 .گوییم Bتام 

 .است Setیک زیرکاتگوری تام  FSetکاتگوری  .7.1.1مثال 



 

، اگر برای (یا به طورکلی دافع)شود شیء آغازی گفته می Cاز کاتگوری  Uشیء  .10.1.1تعريف 

یا )شود شیء انتهایی نامیده می Uتک عضوی باشد و           ی مجموعه Cاز   Xهر شیء

 .تک عضوی باشد          ی ، مجموعهCاز  X، اگر به ازای هر شیء (به طور کلی جاذب

بریم که یا آغازی یا ای به کار میمعمولاً عبارت شیء عمومی را به معنای شی .11.1.1ملاحظه 

 .انتهایی باشد

شامل یک            را یكریخت گوییم، هرگاه Cاز کاتگوری  Yو  Xاشیاء  .12.1.1تعريف 

 .    معمولاً در این حالت می نویسیم . یكریختی باشد

 .اشیاء عمومی هم نوع، یكریخت هستند .13.1.1گزاره 

گاه اشیاء عمومی از یک نوع باشند، آن    و    باید نشان دهیم که اگر  .اثبات

 .، شامل یک یكریختی است           

فرض کنیم . انتهایی است    و   آغازی، همانند اثبات حالت     و    تاثبات حال

        آنگاه .                و                 
مشابهاً داریم . 

        
 .یكریخت است      با   کند که و این دلالت می 

 . انتهایی است( ی تک عضویدر واقع هر مجموعه)    آغازی است و      در   .14.1.1مثال 

 . آغازی و انتهایی است     در     .15.1.1مثال 

 حاصل ضرب

عبارت است از         ی مجموعه. آغاز می کنیم    و   های ابتدا با ضرب دکارتی مجموعه

های تصویری             نگاشت.     و      که        هایی جفتمجموعه

 هایبا ضابطه            و              



 

            و           

دو          و          یک مجموعه و  Xحال فرض کنیم . گیریمرا در نظر می

موجود است به           کنیم که یک نگاشت منحصر به فرد ادعا می. نگاشت باشند

 طوری که نمودار

  

   

 

 :کنیمرا به شكل زیر تعریف می          در واقع . تعویض پذیر باشد

                          

 .تعویض پذیر استپس نمودار .          و        در ای صورت داریم 

چنان باشد که              ، فرض کنیم  برای بررسی منحصر به فرد بودن 

 گاه ، آن            و     فرض کنیم .        و         

                             

                             

 .   و در نتیجه                                  بنابراین 

ها را از خانواده دلخواهی از مجموعه                توانیم ضرب دکارتی در حالت کلی می

به طوری که به ازای             ، یا نگاشت        های ی تمام خانوادهیعنی مجموعه)

 (پوشا)های از نگاشت         ی ، همراه با خانواده            ،   هر 

در این صورت نگاشت . در نظر بگیریم               ی با ضابطه             

 موجود است به طوری که نمودار            منحصر به فرد 

 

 

      

      

  
 

 
  

 
 

      

        

  

      

  

 
 
 

 



 

 .تعویض پذیر باشد   i به ازای هر

 :توانیم این قضیه را به تعریفی به روش زیر تبدیل کنیممی

را مطابق زیر  Kکاتگوری . باشند Cای از اشیاء خانواده        یک کاتگوری و  Cفرض کنیم 

 : سازیممی

ی          و خانواده Cاز  Eرا تشكیل شده از شیء             های ، جفتKبرای اشیاء 

ی گیریم و برای مجموعهدر نظر می        های از مورفیسم        

                   
     

به    گیریمرا در نظر می       ، مورفیسم های       

 :تعویض پذیر باشد    طوری که نمودار زیر برای هر 

  

   

 

ضرب در صورت وجود، حاصل Kدر کاتگوری              شیء انتهایی .11.1.1تعريف 

 .شودگفته می         خانواده

، «ی یک یكریختی منحصر به فرد هستند ها با ترکیب به وسیلهضربحاصل» ای که بنا به قضیه

گاه یک باشند، آن        های ضربحاصل                        در این حالت اگر 

                              موجود است به طوری که هر نمودار      یكریختی منحصر به فرد 

           

 

 .تعویض پذیر است

E 

g 

 
 
 

   

   

  
  

P 

f 

Q 

   
   



 

ی متناهی از اشیاء در های متناهی است اگر برای هر مجموعهضربدارای حاصل Cگوییم کاتگوری 

C ضرب دلخواه است اگر برای هر خانواده از اشیاء ضرب داشته باشد و دارای حاصلیک حاصلC 

 .ضرب داشته باشدیک حاصل

تواند به این مطلب می. ی تهی از اشیاء را بررسی کنیمضرب یک خانوادهتوانیم ایده حاصلالبته می

  ای هو مورفیسم   بهترین وجه با پوشش 
ضرب در نموداری که در تعریف بالا از حاصل    و  

ی تهی ضرب از یک خانوادهیک حاصل Pآوریم این است که آنچه بدست می. ارائه شد، مجسم شود

 .آیدی زیر بدست میبا یک استقرا نتیجه. باشد Cیک شیء انتهایی در  Pاست اگر و تنها اگر 

های متناهی است اگر و فقط اگر یک شیء انتهایی ضربدارای حاصل Cکاتگوری . 19.1.1قضيه 

 .ضرب داشته باشدیک حاصل Cداشته باشد و برای هر زوج اشیاء 

 پول بک

را به  Kباشد، کاتگوری  Cهای یک کاتگوری و                  نموداری از اشیاء و مورفیسم Cاگر 

 :دهیمصورت زیر تشكیل می

 به شكل          پذیر های تعویضرا مربع Kاشیاء 

            

 

گیریم در نظر می Cاز       های را مورفیسم                          و 

 به طوری که

                                      

شود که به آن مربع دکارتی یا         گفته می    و  ، پول بکKشیء انتهایی در . پذیر استتعویض 

 .گویندنیز می   و  ضرب لایه ای حاصل
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 فانكتور

برای سادگی . کنیمرا آغاز می« یک کاتگوری به دیگریهمومورفیسم از »ی در این قسمت ایده

 .دهیمنمایش می   با نماد    مورفیسم همانی را به جای 

از  Aعبارت است از یک دستورالعمل که به هر شیء  Dبه  Cفانكتور کوواریانت از  .19.1.1تعريف 

C  یکFA  ازD از      دهد و به هر مورفیسم تخصیص می C     مورفیسم ،

 :به طوری که Dاز          

1 )        

 .            تعریف شده و  Dدر       گاه تعریف شده باشد، آن Cدر     اگر( 2

برای چنین فانكتوری . است   به   Cیک فانكتور کوواریانت از Dبه  Cفانكتور کنترا واریانت از 

 .            تنها تغییر در تعریف بالا این است که در این حالت داریم 

نمایش       کنیم منظور فانكتور کوواریانت است وآن را با وقتی صحبت از فانكتور می

 .دهیممی

ی قرار ه وسیلهمعین شده ب       یک کاتگوری مفروض با تخصیص  Cاگر  .17.1.1مثال 

، باشد، این Cبه ازای هر مورفیسم از       و  Cاز  Xبه ازای هر شیء         دادن 

 :کندتعریف می Cیک فانكتور همانی روی 

                                  

تعیین شده با قرار دادن       باشد، تخصیص  Dیک زیرکاتگوری از   Cاگر .20.1.1مثال 

یک فانكتور به نام فانكتور  Cبه ازای هر مورفیسم      و     به ازای هر       

ی هر ساختار جبری مهم است که بدانیم چه وقت دو ساختار در مطالعه. کندشمول تعریف می



 

ها را بیان       پس در اینجا تعریف طبیعی از یكریختی طبیعی بین کاتگوری. یكریخت هستند

 .کنیممی

، اگر فانكتورهای       نویسیم را یكریخت گوییم و می Dو  Cهای کاتگوری .21.1.1تعريف 

 .        و       موجود باشند به طوری که       و       

جایی که ضرب به صورت )را داریم    ، حلقه دوگان Rنسبت به هر حلقه  .22.1.1مثال

      به طوری که            بنابراین فانكتور (. داده شده است       

 .آوریمبه خودش را بدست می      طریق یكریختی از را داریم که از این          

 

 توصیف شده با            ، فرض کنیم Bو  Aهای برای کاتگوری .23.1.1مثال 

                            

 توصیف شده با            و 

                           

 .        نتیجه  در و           و         بنابراین . باشند

نویسم را به طور طبیعی هم ارز گوییم و می        فانكتورهای . 24.1.1تعريف 

 .موجود باشد      ، هرگاه یكریختی طبیعی    

و        را هم ارز گوییم هرگاه فانكتورهای Bو  Aهای کاتگوری .25.1.1تعريف 

 .        و       موجود باشند به طوری که       

 توپولوژي 2.1



 

  یک مجموعه و   است که در آن       یک فضای توپولوژی، زوج مرتبی مانند  .1.2.1تعريف 

 .کنداست که در شرایط زیر صدق می  های نیز گردایه ای از زیر مجموعه

 .باشد  متعلق به   اجتماع هر تعداد از عناصر ( 1 

 .باشد  متعلق به   اشتراک هر تعداد متناهی از عناصر ( 2

 .باشند  عضو   های تهی و مجموعه( 1

    را به اختصار فضای      نامیم و فضای توپولوژی می  را توپولوژی تعریف شده روی   

 .گوییممی

در . باشد  متعلق به  Uگوییم، هرگاه  Xی باز در را یک مجموعه Xاز  Uی همچنین زیر مجموعه

 .نام دارند  های بسته در ها، مجموعهو متمم آن  های باز در ، مجموعه واقع اعضای 

  های باز را یک پایه برای توپولوژی از مجموعه  خانواده . یک توپولوژی باشد      فرض کنید 

قابل نمایش   به صورت اجتماعی از اعضای       ی باز از گوییم، هرگاه هر مجموعه  روی 

 .       موجود باشد که      و    ،     به عبارت دیگر برای هر . باشد

های باز را همان اگر مجموعه. توان تعریف کردهای گوناگونی میتوپولوژی  روی  .2.2.1مثال 

  های باز در نظر بگیریم، در این صورت به توپولوژی بدست آمده، توپولوژی معمولی روی بازه

،   های باز در توپولوژی معمولی روی فضای اقلیدسی با تعمیم این ایده، مجموعه. شودگفته می

 . های باز هستندگوی

است  Xای برای یک توپولوژی روی پایه Xهای ناتهی از زیر مجموعه  ی مجموعه .3.2.1گزاره 

 هر گاه

 .باشد  اجتماعی از عناصر    -1

        موجود باشد به طوری که                      ،     و هر         برای هر  -2

           . 



 

گوییم، هرگاه یک تابع پوشا و یک را همسان ریخت می Yو  Xدو فضای توپولوژی  .3.2.1تعريف

 .هر دو پیوسته باشند        و   موجود باشد که       به یک 

، در این صورت                    یک فضای توپولوژی باشد و(    )اگر  .4.2.1تعريف 

کند که به آن توپولوژی زیر فضایی تعریف می Yیک توپولوژی روی                

   یک پایه برای                گاه باشد آن  یک پایه برای   اگر . گوییممی

 . است

به توپولوژی     به عنوان مثال فرض کنید . در مواجه با یک زیر فضا باید دقت داشت

در  Vدر این صورت .            گیریم.           معمولی مجهز باشد و 

Y  اما .           باز است، زیراV  باز نیست  در . 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.1 BL-  جبرها 



 

ی  جبرها را معرفی کرد و نشان داد که واریته -BLی واریته Peter Hajak 1774در سال 

MV- ای از واریته جبرها در واقع زیر واریتهBL- به عبارت دیگر، هر . جبرها استMV-    جبر

از این رو، در این جا به طور مختصر . جبر خاص دیده شود -BLتواند به سادگی به عنوان یک می

 .شویمجبر آشنا می -BLبا مبحث 

،  ، با چهار عمل دو تایی (              )جبر یک جبر  -BLیک  .1.3.1تعريف   ،   

 به طوری که    و  و دو مقدار ثابت 

 یک مشبكه کراندار است، (           ( )1

 یک نیم گروه یكه دار جابه جایی،(      ( )2

         و برای هر  

 ،     اگر و تنها اگر       ( 1

2 )           ، 

5 )             . 

( کنیمکه در فصل بعد آن را بیان می)جبر -MVدهیم که جبر متناهی ارائه می -BLمثالی از یک 

 . نیست

ها را به صورت زیر تعریف گیریم و عملرا در نظر می            ی مجموعه .2.3.1مثال 

 : کنیممی
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