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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

و تشکر ،صمیمانه شاه�رضائی دکتر آقای خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمی�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانی



ণپاس඼່اواناز با
آ༚یدන඿رओوادی
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چکیده

نفوذ: معادله�ی در p(t) منبع پارامتر کردن پیدا از معکوس مسأله�ی عددی جواب مطالعه�ی هدف پایان�نامه، این در

Ut = Uxx + p(t)U + f(x, t), (١)

موضعی: غیر- کرانه�ای شرایط با

U(٠, t) =
∫ ١

٠
K٠(x)U(x, t)dx+ g٠(t); ٠ < t < T, (٢)

U(١, t) =
∫ ١

٠
K١(x)U(x, t)dx+ g١(t); ٠ < t < T, (٣)

اولیه�ی: شرط با

U(x,٠) = S(x); ٠ ≤ x ≤ ١, (۴)

اضافی: فوق شرط با و

U(x∗, t) = E(t); x∗ ∈ (٠,١) ,٠ ≤ t ≤ T ,E(t) ̸= ٠ (۵)

می�باشد. هموار کافی قدر به توابع E و S ، K١ ، g١ ، K٠ ، g٠ ، f نهایی، زمان T اینجا در که می�باشد

نقطه�ی در U(x, t) درجه�ی (۵) معادله�ی و کند توصیف را p(t) پارامتر با گرما انتقال فرایند می�تواند (١) معادله�ی

استاتیک شبه نظریه p(t)؛ = ٠ دامنه�شان؛ از t دلخواه نقطه�ی هر در که مسائلی از دسته آن می�دهد. نشان را x∗

با مسأله مدل می�کند. توصیف را درجه توزیع جدول مسأله ،p(t) ̸= ٠ برای می�دهد. ارائه را گرماشناسی از

هدف شود. گرفته نظر در کنترل منبع پارامتر با کنترل مسأله�ی عنوان به می�تواند نیومن، یا دیریکله کرانه�ای شرایط

در x∗ نقطه�ی هر در U(x, t) حرارت درجه و p(t) یافتن و شده داده شرایط با (١) معادله�ی حل پروژه، این از

است. دامنه فضای

روش اضافی، فوق شرط غیر-موضعی، کرانه�ای شرایط معکوس، مسأله�ی گرما، معادله�ی ها: واژه کلید

اصلاحگر پیشگو- روش متناهی، تفاضلات
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پیشگفتار

که طوری به است شده ریاضیات شاخه�های مهمترین از یکی جزیی مشتقات با دیفرانسیل معادلات نظریه امروزه

در برمی�گردد. جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات مسائل حل به مهندسی و فیزیکی مسائل از بسیاری حل

مساله یک از می�توان چطور که آن یکی است اهمیت دارای موضوع دو دیفرانسیل، معادلات مسائل پیرامون بحث

روش�های کمک به دیفرانسیل معادلات مسائل حل دیگری و رسید دیفرانسیل معادلات مسأله یک به فیزیکی

وابسته مجهول ضریب تعیین از معکوس مساله�ی پایان�نامه این در می�باشد. جزئی مشتقات با معادلات در موجود

شده تعریف اضافی فوق شرط با همراه موضعی غیرـ کرانه�ای شرایط و اولیه شرط با سهموی مساله�ی در زمان به

دارای محض ضمنی روش از حاصل خطی معادلات سیستم گرفته�ایم. نظر در را دامنه فضای از خاص نقطه�ی در

کنان پروفسور به می�توان جمله از که کرده�اند کار مسأله این روی زیادی دانشمندان است. قطری سه- ماتریس

حالت در (۵)-(١) مسأله�ی روی بر ١٩٩٠ و ١٩٨٨ سال�های در ترتیب به که کرد اشاره ٢ لین پروفسور و ١

p(t) ̸= ٠ حالت در کرده�اند. تحقیق است؛ گرماشناسی از استاتیک شبه تئوری همان واقع در که p(t) = ٠

نیز و ١٩٨٧ سال� در (۵)-(١) نفوذ معادله�ی روی بر ۴ مادالنا و ٣ کاپاسو چون دانشمندانی مطالعات به می�توان

١Cannon
٢Lin
٣Capasso
۴Maddalena

١



٢ مطالب فهرست

با دیفرانسیل معادلات از مقدمه�ای اول فصل در پایان�نامه، این در کرد. اشاره ١٩۶١ سال در ۵ مولر پروفسور

کاربردهایی به دوم فصل می�کنیم. یادآوری را پایان�نامه این در لازم مفاهیم و تعاریف و می�شود بیان جزئی مشتقات

شده، بیان مسا��ٔله�ی حل برای اصلاحگر پیشگو- روش یک چهارم فصل در و می�یابد اختصاص معکوس مسائل از

مقادیر تمامی سپس و آمده به�دست زمان، به وابسته مجهول ضریب ابتدا آن، طی در که می�دهیم قرار مطالعه مورد

پایان���������������نامه نتیجه�گیری، با نهایت در و می�دهیم قرار مطالعه مورد را عددی نتایج انتها در و می�شوند اصلاح مجهول

معکوس مسأله�ی حل تشریح و تبیین به که است؛ [٣٠] مقاله�ی از برگرفته پایان�نامه این می�رسانیم. اتمام به را

و است شده پرداخته ذوزنقه�ای روش به انتگرالی تقریب از استفاده و محض ضمنی روش از استفاده با سهموی

است. شده حاصل جالبی نتایج سیمپسون روش معرفی با همین�طور

مالک�پور نسیمه

٩١ زمستان

۵Muller



١ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

دیفرانسیل معادلات از دسته�ای به می�شود، خوانده PDE اختصار به که جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات

آن به نسبت توابع جزئی مشتق همراه به مستقل متغیر چند حسب بر مجهول توابع آن�ها در که می�شود گفته

معادلات جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات دیفرانسیل، معادلات از دسته این به باشند. داشته شرکت متغیرها

از گسترده�ای شاخه�ی دیفرانسیل معادلات می�شود. گفته جزئی دیفرانسیل معادلات یا (نسبی) پاره�ای دیفرانسیل

مختلف زمینه�های در که معادلاتی می�باشد؛ معادلات خصوصحل در زیادی بسیار مفاهیم شامل که است ریاضیات

که را مفاهیمی و قضایا فصل این در می�شوند. ظاهر مهندسی مسائل حل و فیزیکی مسائل مدل�سازی بخصوص

دیفرانسیل معادلات مهم و اساسی مفاهیم و می�دهیم قرار مطالعه مورد می�گیرند، قرار استفاده مورد پایان�نامه این در

در نیز است شده ارا�ئه آن در کاربردها که دوم فصل برای لازم تعاریف است ذکر به لازم می�کنیم. یادآوری را لازم

است. آمده فصل این

جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات معرفی ١.١

معادله می�شود. ناميده ديفرانسيل معادله يك معادله آن باشد، آن�ها مشتقات و متغير چند شامل معادله�ای اگر

می�باشد. مربوط جزئی مشتقات و آن متغير�های و تابع يك شامل كه است معادله�ای جزئی مشتقات با ديفرانسيل

١



٢ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

می�باشد: زیر رابطه صورت به جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادلات كلی شکل

G(u, ux, uxx, ..., uxn , uy, uyy, ..., uym , · · · , uxiyj , · · · ) = ٠,

داریم: آن در كه

∂xu = ux =
∂u

∂x
, uy =

∂u

∂y
, uxy =

∂٢u

∂x∂y
, ∂yyu = uyy = uy٢ =

∂٢u

∂y٢ .

می�باشد: جزئی مشتق با دیفرانسیل معادله یک زیر عبارت مثال:

.ux٣(x, y) + uy٣(x, y) = ٠ یا uxxx(x, y) + uyyy(x, y) = ٠

كاربردهای دارای كوچکی بخش تنها مجموعه اين بين از می�باشد. ناشمارا مجموعه�ی يك PDE معادلات مجموعه

می�باشد. خاص

می�باشند: زیر کلی شکل� دارای می����شوند، مطرح PDE كاربردهای در كه مسائلی غالب

Auxx(x, y) +Buxy + Cuyy(x, y) +Dux(x, y) + Euy(x, y) + Fu(x, y) = G(x, y),

استاندارد نمایش را معادله اين است. PDE معادله�ی ناهمگن Gقسمت و ,A,B,C,D,Eضرایب F آن در که

خطی ٢ درجه معادله�ی باشند، x, y از توابعی F ،... ،B ،A چنانچه می�نامند. جزئی مشتقات از ٢ درجه معادله

می�نامیم. ناهمگن را آن اینصورت غیر در و همگن را معادله این اصطلاح به ،G ≡ ٠ اگر می�شود. ناميده

مانند: دو درجه غيرخطی معادله

uxx + (sin u)yy = ٠,

مانند: متغیر ضرایب با ناهمگن دو درجه خطی معادله

uxx(x, y) + xy٢uyy(x, y) + exu(x, y) = ١٠,



٣ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

مانند: متغیر ضرایب با ناهمگن دوم مرتبه خطی جزئی مشتقات با معادله

y٢ux٢ − xuy٢ = xy.

مشتقات با ديفرانسيل معادلات ،u(x, y, z) تابع حوزه�ی در ٢ درجه خطی جزئی مشتقات با ديفرانسيل معادله

می�شوند. تعريف فضا يا و صفحه خط، روی جزئی

كاربردها برخی در می�باشد. معلوم خط روی يا فضا يا ناحيه مرز در u متغیر مقادیر کاربردها، از بسياری در

تقسیم گروه چند به دیفرانسیل معادلات مسائل می�باشد. معلوم مكان و زمان شروع نقطه در u تابع مقادير نیز

با مسائل گروه را گروه�ها این از دیگر یکی می�باشد. ١ کرانه�ای مقادیر با مسائل گروه گروه�ها، این از یکی می�شوند،

می�نامند. ٢ اولیه مقادیر

کرانه�ای و اولیه شرایط ٢.١

شرایط است. نیاز مکمل شرایط از مجموعه�ای به جزئی دیفرانسیل معادله یک یکتای جواب آوردن دست به برای

می�شوند. بندی تقسیم کرانه�ای و اولیه شرایط عنوان به شده یاد

است. اولیه حالت یک در وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معنی به اولیه شرایط تعریف:

معادله حل قلمرو کرانه�های در آن مشتقات یا وابسته متغیر مقدار بودن معلوم معنی به کرانه�ای شرط تعریف:

است. جزئی دیفرانسیل

کرانه�ای شرایط انواع ١.٢.١

می�باشد: زیر قرار به کرانه�ای شرایط از برخی

کرانه�ای شرایط را آن باشد شده مشخص کرانه�ها روی بر وابسته متغیر مقدار اگر : ٣ دیریکله کرانه�ای شرایط

می�نامند. دیریکله

می�گویند. نیومن کرانه�ای شرایط را آن باشد معلوم کرانه�ها در وابسته متغیر مشتق اگر : ۴ نیومن کرانه�ای شرایط

١boundary value problems
٢initional value problems
٣Dirichlet boundary condition
۴Numan boundary condition
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را آن باشد دیریکله و نیومن شرط دو از خطی ترکیب شده اعمال کرانه�ای شرایط اگر : ۵ آمیخته کرانه�ای شرایط

می�نامند. آمیخته

نیومن دیگر قسمت در و دیریکله کران، از قسمتی در کرانه�ای شرایط موارد، پاره�ای در : ۶ روبین کرانه�ای شرایط

گویند. روبین را کرانه�ای شرایط نوع این است؛

مسأله آنگاه ببریم کار به مکان متغیر زمان، متغیر جای به اولیه مقدار مسأله�ی در اگر : ٧ کوشی کرانه�ای شرایط

یک زیر مسأله مثال، طور به می�گوییم. کوشی نوع از کرانه�ای شرایط را کرانه�ای شرایط و گوییم کوشی مسأله را

است: کوشی مسأله

 y′ = f(y, x); x > ٠,

y(x٠) = y٠.

صورت به یا نباشد فوق کرانه�ای شرایط از یک هیچ مسأله کرانه�ای شرایط اگر موضعی: غیر- کرانه�ای شرایط

نامند. موضعی غیر- کرانه�ای شرایط با را مسأله باشد، انتگرالی

شرایط از استفاده با تنها و باشد یکی از بیشتر مجهولات تعداد دیفرانسیل معادله در اگر اضافی: فوق شرط

اضافی فوق شرط اینجا در باشد، جواب درمورد بیشتری اطلاعات به احتیاج و نباشد حل قابل مسأله موجود،

نقطه�ا�ی در جواب مقدار معمولا شرط این می�کند. کمک عددی جواب یافتن به بیشتر اطلاعاتی دادن با و شده وارد

می�دهد. ما به را دامنه فضای از خاص

اولیه مقدار مسأله�ی ٢.٢.١

معمول طور به آن نظایر و اقتصاد کنترل، نظریه�ی برق مهندسی سازی، شبیه در فیزیکی پدیده�ی یک بندی فرمول

مانند: اولیه مقدار مسأله یک به

 y′ = f(x, t); t > ٠,

y(٠) = y٠,

می�باشد. معلوم y٠ مقدار و f تابع آن در که می�انجامد

۵mixed boundary condition
۶Rubin boundary condition
٧Cauchy boundary condition
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کرانه�ای مقادیر با مسائل ٣.٢.١

صورت: به کرانه�ای مسأله�ی یک


y′′ = f(x, y, y′); a < x < b,

y(a) = α,

y(b) = β,

كه وقتی می�شود ناميده خطی ديفرانسيل، مسأله يك است. معلوم β و α ، b ، a مقادیر و f تابع آن در که می�باشد

معادله وقتی می�شود ناميده ٨ همگن PDE مسأله�ی یک باشد. خطی آن کرانه�ای مقادير يا اوليه شرايط و معادله

باشند. همگن آن شرايط و

معادله. در موجود مشتق بالاترین مرتبه از است عبارت دیفرانسیل معادله یک مرتبه�ی تعریف:

می�گیریم: نظر در را زیر دیفرانسیل مشتقات با دیفرانسیل معادله�ی

∂٢u

∂x∂y
= ٢x+ y.

متغیر y و x و وابسته متغیر u آن در که است دو مرتبه جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله یک اخیر رابطه�ی

مستقل�اند.

است: زیر کلی شکل دارای دوم مرتبه جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات یک

F (x, y, u, ux, uy, ux٢ , uxy, uy٢) = ٠; ux٢ = uxx =
∂٢u

∂x٢ ,

می�باشد. مستقل متغیرهای y و x و وابسته متغیر u آن در که

٨homogenus
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می�گیریم: نظر در را زیر معادله�ی تعریف:

Aux٢ +Buxy + Cuy٢ = F (x, y, u, ux, uy),

از توابعی C و B و A ضرایب آن در که می�نامیم خطی شبه دوم مرتبه�ی جزئی مشتقات با معادله را فوق رابطه�ی

می�باشد. (x, y, u, ux, uy)

میگیریم: نظر در را زیر معادله�ی

ux٢ + uxuy = ux − y,

می�نامند. دوم مرتبه�ی خطی شبه جزئی مشتقات با معادله یک را رابطه این

مشتقات با معادله را معادله این آنگاه باشند y و x از توابعی C و B ،A ضرایب شبه�خطی معادله�ی در چنانچه

داشته D ⊂ R٢ اینکه فرض با و باشند y و x از توابعی ضرایب تمامی آن در اگر می�نامند خطی سهموی جزئی

باشیم:

۴AC −B٢ = ٠ ∀(x, y) ∈ D,

اگر مفروضات همین با و

۴AC −B٢ < ٠ ∀(x, y) ∈ D,

اگر و خطی هذلولوی جزئی مشتقات با معادله را معادله

۴AC −B٢ > ٠ ∀(x, y) ∈ D,

می�نامند. بیضوی جزئی مشتقات با معادله را معادله

به نسبت بعدی یک حالت در که دانست حرارت معادله�ی می�توان را سهموی دیفرانسیل معادله شکل ساده�ترین

است: زیر صورت به مکان،

ut = kuxx + f(x, t),
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را گرمایی هدایت نفوذ ضریب میزان که است ثابتی و مثبت ضریب ، k و بعدی یک صورت به دما ، u آن در که

ریاضی مدل عنوان به سهموی جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادله�ی می�باشد. گرمایی منبع یک f و می�دهد نشان

می�شود، ارائه مبحث اين در كه روش�هایی برای .[٢] دارد فراوان کاربردهای نشر، و پخش فرآیندهای بر حاکم

حل به دليل چه به اينكه توضيح برای دارد. اساسی نقش معادله جواب وجود در معادله، يك بودن همگن و خطی

معادله يک حل به آن دقيق حل كه است موجود فيزيك در مسائلی گفت باید نيازمنديم؛ جزئی مشتقات معادلات

می�انجامد. جزئی مشتقات با

بگیریم، نظر در جزئی�اش مشتقات و u حسب بر چندجمله�ای شکل به را دیفرانسیل معادله یک اگر تعریف:

گویند. دیفرانسیل معادله این درجه�ی را چندجمله�ای این درجه بالاترین

متناهی تفاضلات روش ٣.١

مشتق عبارت�های روش این در می�باشد. دیفرانسیل معادلات تقریب برای عددی روش متناهی، تفاضات روش

می�زنیم. تقریب تفاضلی عبارات قسمت خارج با را بالاتر و دوم اول، مرتبه�ی

می�باشد: زیر عبارت صورت به f ′ تقریب باشد، کوچک δx وقتی

f ′(a) ≈ f(a+h)−f(a)
δx

.

تفاضلی عبارت این کاربردن به با می�باشد. اول مرتبه مشتق برای پیشرو تفاضلی معادله�ی فرمول، این حقیقت در

در می�زنیم. تقریب را دیفرانسیل معادلات در موجود مشتق عبارات بالاتر، مراتب مشتقات برای مشابه عبارات و

می�پردازیم. می�کنیم، استفاده آنها از متناهی تفاضلات مبحث در که تفاضلی عملگرهای از برخی معرفی به ادامه

تفاضلی عملگر�های از برخی معرفی ١.٣.١

می�شوند: تعریف زیر به�صورت و می�روند بکار تفاضلی معادلات در تفاضلی عملگرهای

عدد n آن در که fn+j
∼= f(xn + jδx) می�دهیم قرار باشد. شده تعریف [a, b] فاصله�ی بر f تابع کنیم فرض

به و بوده xها محور روی مکانی گام طول δx حقیقی، اعداد δx و xn نیز و می�باشد صحیح عدد j و حسابی

می�کنیم: تعریف را زیر عملگرهای حال می�گردد. بیان δx = xn+١ − xn صورت

Ejfn = f(xn + jδx), :(E) انتقال عملگر
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∆ = E − ١; ∆fn = (E − ١)fn = fn+١ − fn, :( ∆ جلو، به انتقال پیشرو( عملگر

∇ = ١ − E−١; ∇fn = (١ − E−١)fn, :( ∇ عقب، به پسرو(انتقال عملگر

δ = (E
١
٢ −E

−١
٢ ); δfn = (E

١
٢ −E

−١
٢ )fn = fn+ ١

٢
− fn− ١

٢
, :( δ ) مرکزی عملگر

:( µ ) میانگین عملگر

µ = ١
٢(E

١
٢ + E

−١
٢ ); µfn = ١

٢(E
١
٢ + E

−١
٢ )fn = ١

٢(fn+ ١
٢
+ fn− ١

٢
),

Df(x) = df(x)
dx

, :( D ) دیفرانسیل عملگر

If(x) =

∫ x

٠
f(t)dt =

١
D
f(x), :( I = ١

D
) انتگرال عملگر

آورد. دست به مشتق�ها برای را مناسبی متناهی تفاضل تقریب�های می�توان عملگرها این روی تغییراتی اعمال با

اگر یعنی استواراند؛ چندجمله�ای�ها از تقریب پایه�ی بر متناهی تفاضلات فرمول�های که باشیم داشته توجه بایستی

بین رابطه�ی تیلور، سری از استفاده با می�آید. دست به دقیقی جواب روند، کار به مناسب درجه با چندجمله�ای�ها

این از برخی که است معادلات در کارآمد بسیار رابطه�ای که می�آید دست به عملگرها سایر و دیفرانسیل عملگر

است: زیر صورت به رابطه�ها

f(x+ δx) = f(x) +
δx

١!
f ′(x) +

δx٢

٢!
f ′′(x) + ...,

نوشت: می�توان پس

Ef(x) = [١ +
δxD

١!
+

δx٢D٢

٢!
+ ...]f(x) = eδxDf(x).

می�آوریم: دست به D و E عملگرهای بین را زیر رابطه�ی ترتیب این به

E = eδxD,

N∑
n=٠

(
δxnDn

n!
) Eو عملگرهای اگر که می�کنیم تعبیر صورت این به را عملگرها بین تساوی کلی طور به و رابطه این

می�آید. دست به مساوی نتایج روند، کار به N طبیعی عدد هر برای ،N درجه چندجمله�ای�های برای


