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  تقدیر و تشکر
او را . سپاس خداي یکتا را که هستیم بخشید و از دریاي بیکران رحمتش برخوردارم نمود
تواند میشکرگزارم که به لطفش قدم در راه علمی نهادم که یقین و قطعیت آن را هیچ انسان عاقلی ن

زم و راهنمایی و عزیبی هیچ تردیدي انجام این مهم، بدون یاري و مساعدت خانواده . زیر سوال ببرد
دانم از پدر و مادرم که ن رو قبل از هر چیز وظیفه خود میاز ای. ام میسر نبودکمک استاد گرامی

  .ام بوده اند، از صمیم قلب تشکر نمایممراحل زندگی حامیهمواره در تمامی 

ها و هنماییه خاطر رابالم و بآقاي دکتر جهانشاهلو، بر خود می از شاگردي استاد گرانقدر جناب
از خداوند متعال توفیقات بیش از . نمایمنهایت سپاسگزاري را از ایشان می شاني پدرانههادلسوزي

  .پیش را براي ایشان آرزو دارم

دکتر محرابیان به خاطر جناب آقاي ده لطفی و از اساتید ارجمندم جناب آقاي دکتر حسین زا
  .ایمنمتشکر می داوري این پایان نامه قبولی زحمت

همچنین از جناب آقاي دکتر بابلیان، ریاست محترم دانشکده علوم ریاضی و کامپیوتر سپاسگذاري 
  .نمایممی

اند، بویژه آقایان در نهایت از دوستان عزیزي که در طول دوره تحصیل، همراه و مشوق من بوده
و حسن زاده تشکر نموده و موفقیتشان را از خداوند مهربان  ، انصاريکشاورز، علیزاده، سلیمانی

  .خواستارم
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  :چکیده
ها، یک روش برنامه ریزي خطی براي محاسبه کارایی نسبی واحدهاي تصمیم تحلیل پوششی داده

واحدهاي تصمیم گیرنده می توانند داراي یک . گیرنده مشابه با چند ورودي و چند خروجی است
هاي مرحله دوم،      رحله اول و خروجیهاي ماي باشند، که علاوه بر وروديساختار دو مرحله

هاي مرحله اول را خروجی. می دهند هاي مرحله دوم را تشکیلز وروديهاي مرحله اول نیخروجی
  .هاي واسطه می نامنداندازه

هاي استاندارد اي، استفاده از مدلی واحدهاي تصمیم گیرنده دو مرحلهحل براي بررسیک راه
DEA  کلی  ي   هر چند در این روش ممکن است یک . استبراي هر کدام از مراحل          

مراحل اول و دوم ناکارا، کارا ارزیابی شده و با و  )هاي مرحله دومهاي مرحله اول و خروجیبا ورودي(
در . بایستی اصلاح شوند DEAهاي مدل گونه واحدها،لذا براي ارزیابی این .مرز کارایی منحرف شود

ارائه شده براي  DEAهاي اي، مدلی واحدهاي تصمیم گیرنده دو مرحلهبررس نامه بهاین پایان
 .بهبود یافته براي واحدهاي ناکارا پرداخته می شود ي    پیدا کردننحوه ارزیابی این واحدها و 

  

  

  

 .ايدو مرحله اندازه واسطه؛ ها؛ کارایی؛تحلیل پوششی داده: هاي کلیديواژه

  .90B50 , 90C15  :رده بندي موضوعی ریاضی
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  مقدمه
هایی دقیق و قابل اثبات براي شـناخت دنیـا و روابـط پیچیـده     ریاضیات و علوم وابسته به آن، روش

سـازي رفتارهـا و   سالهاست که از ریاضیات بـراي مـدل  . هاي مختلف آن ایجاد می کنندحاکم بر بخش
نیاز نیستند و هر از ریاضیات بی قتصاد و مدیریت نیز صنعت، ا. ساختارهاي اجتماعی استفاده می شود

ها و کاربردهاي این شاخه استفاده شده است، تحول بزرگی بار که از این ریاضیات براي گسترش نظریه
  .ها برداشته شده استها و کاربردهاي آنهاي بزرگی در جهت افزایش توانمنديروي داده و گام

هـاي صـنعتی و   ارتسـازي سـاخ  هاي ریاضیات اسـت کـه بـه مـدل    تحقیق در عملیات یکی از شاخه
 هـا ارائـه   هایی بـراي بهبـود روش  راه حلها را اندازه می گیرد و اجتماعی می پردازد، توان عملیاتی آن

  .می دهد

، از ها و اثرات عوامل بیرونـی بـر عملکـرد واحـدها    تر شدن ساختارها، حجم بسیار زیاد دادهپیچیده
علمی از کارکرد واحدها در راستاي بهبود کـارایی و   عواملی بود که مدیران را بر آن داشت تا با ارزیابی

  .بالا بردن بازده ساختار بکوشند

زیـابی کـارایی   و ار ها شـاخه اي از تحقیـق در عملیـات اسـت کـه بـه بررسـی       تحلیل پوششی داده
   .می پردازد واحدهاي مشابه

هـا و  ها، بانکشگاهها، دانهاي مختلفی از قبیل بیمارستانواحدهاي تصمیم گیرنده می توانند شکل
صورت یـک فرآینـد دو مرحلـه اي عمـل     این واحدها در برخی حالات می توانند به. غیره داشته باشند

هـا،  هایی را تولید می کند که ایـن خروجـی  هایی استفاده کرده و خروجیورودي مرحله اول از. نمایند
. هاي واسـطه مـی نامنـد   ا اندازههاي مرحله اول رخروجی. می دهند هاي مرحله دوم را تشکیلورودي

  . هاي نهایی سیستم را تولید می نمایدهاي واسطه، خروجیسپس مرحله دوم با استفاده از اندازه

هاي ارائـه شـده بـراي    مدل واحدهاي تصمیم گیرنده دو مرحله اي و نامه به بررسیما در این پایان
  .می پــردازیماین نوع واحدها ارزیابی کارایی 

  :هابر فصلمروري 

   نیـاز اسـت، تـا حـد زیـادي       در فصل اول، با بیان تعاریف و قضایایی که در طـول کـار مـورد     •
 .نامه برآورده شده استهاي دانستنی این پایاننیازپیش
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پس از آن مــدل                 . در فصل دوم، واحــدهاي تصمیم گیرنده دو مرحله اي تشریح مــی گردد  •
در . ارزي این دو مــدل را بیـان مـی نمـاییم   و سپس هم] 12[کائو و هوانگ ـدل ، مـ]8[چن و ژو 

 .توضیح داده خواهد شد] 5[چن و همکاران نهایت روش کارایی جمعی 

یـی واحـدهاي   بیان، و سـپس انـدازه کـارا    را ايدر فصل سوم، مثالی از فرآیندهاي دو مرحله  •
 .خواهد شدهاي ذکر شده در فصل دوم، محاسبه با استفاده از روش گیرندهتصمیم 

در فصل چهارم، به بررسی مرز کارایی در فرآیندهاي دو مرحله اي پرداخته و مـدلی را بـراي     •
  .ها بیان می کنیم   مرز کارایی و تصویر کاراي  شناسایی

  :اندنامه بررسی شدهزیر در این پایانمقالات 

Ø Chen, Y., Zhu, J., 2004. “Measuring information technology’s indirect 
impact on firm performance”. Information Technology and 
Management Journal 5, 9–22. 

 
Ø Kao, C., Hwang, S.N., 2008. “Efficiency decomposition in two-stage 

data envelopment analysis: An application to non-life insurance 
companies in Taiwan”. European Journal of Operational Research 185 
(1), 418–429. 

 
Ø Chen, Y., Liang, L., Zhu, J., 2009. “Equivalence in two-stage DEA 

approaches”. European Journal of Operational Research 193, 600–604. 
 

Ø Chen, Y., Cook, W.D., Li, N., Zhu, J., 2009. “Additive efficiency 
decomposition in two-stage DEA”. European Journal of Operational 
Research 196, 1170–1176. 

 

Ø Chen, Y., Cook, W.D., Zhu, J., 2009. “Deriving the DEA frontier for 
two-stage processes”. European Journal of Operational Research, in 
press. 
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  فصل اول 
  

 DEAتعاریف و مفاهیم اولیه 
 

 

  

 

  

  مقدمه 1-1
  .هاي علمی زیادي صورت گرفته استها، فعالیتبه منظور ارزیابی عملکرد واحدها و بخش

=  صورتتابعی به ،مسلماً رابطه عملکرد با عوامل تأثیرگذار اسـت کـه در آن ورودي    ( , )  و عوامل غیر  ( )بردار ورودي از دو قسمت عوامل قابل کنترل . کند را تولید می   خروجی ،( , )
  . تشکیل شده است ( ) قابل کنترل

ایـن تـابع در    .دهد ماکسیمم خروجی را می ،ها تابع تولید، تابعی است که براي هر ترکیب از ورودي
توان مشخص کـرد کـه یـک واحـد      زیرا با داشتن آن می. از اهمیت بسیاري برخوردار استعلم اقتصاد 

به علت پیچیدگی فرآیند تولید، تغییر در تکنولوژي تولید و چند مقدار بـودن  . کند یا نه خوب عمل می
هاي پارامتري با استفاده از یـک سـري مشـاهدات و     در روش. تابع تولید، تابع تولید در دسترس نیست

    براي ایـن منظـور از فرآینـد بـرازش منحنـی اسـتفاده       . کنند این تابع را تخمین بزنند ها سعی می داده
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  DEA2                                                                            تعاریف و مفاهیم اولیه : فصل اول

 
دست آوردن تابع تولید با استفاده از این فرآیند ایراداتی دارد که در زیر به تعـدادي از  ولی به. شودی م

  .کنیم ها اشاره میآن

=                  ي مثلاً در اقتصاد رابطه. شود خواه در نظر گرفته میها به طور دل ها و خروجی روابط بین ورودي) 1    1
 1 2

 2 …    و ... و  2 و  1 کـه در آن   ،گیرنـد  را براي تـابع تولیـد در نظـر مـی         
  .که باید تعیین شوند ،اند پارامترهاي تابع   و ... و  2 و  1 خروجی و    ها، ورودي

کـار  کار برد و براي مسـائلی بـه  هتوان ب بعد بردار خروجی بیش از یک باشد، این روش را نمیاگر ) 2
  .رود که فقط یک خروجی دارند می

  .اي آن را برطرف کرد دست آمده، تمایل مرکزي دارد و باید به گونهمنحنی به) 3

روش غیر پـارامتري   ،1فارل 1957 عیوب فوق اساسی ترین ایرادات روش پارامتري بود، لذا در سال
  .بود و در ادامه به آن می پردازیم 4و رودز 3، کوپر2ارائه کرد که اساس کار چارنز را

  

  واحد تصمیم گیرنده  1-2
1 )منظــور از واحــد تصــمیم گیرنــده، عبــارت اســت از واحــدي کــه بــا دریافــت بــردار ورودي ماننــد   , … , ,1 )، بردار خروجی (   … , هـاي تصـمیم گیرنـده     منظـور از واحـد  . کند را تولید می (  

هـاي مشـابه    هاي مشـابه، خروجـی   ها عمل مشابه دارند و با دریافت ورودي ست که واحدا این سمتجان
  .مانند شعبات یک بانک، کارخانجات یک شرکت خاص یا ادارات یک سازمان دولتی. دنکن تولید می

= )کـه بـا    واحد تصمیم گیرنده داریـم   فرض کنیم  1, … , )     = نشـان   (  ,  )
∋  به طوریکه . خواهیم داد = )،∘≠  و  ∘≤   ،   1, … نشان دهنده بـردار ورودي و   ( ,   ∈ = )، ∘≠  و  ∘≤  ،    1, …   .نشان دهنده بردار خروجی است ( ,

 ( ∈ {1, … نشـان دهنـده    (∗)و نمـاد   بـوده  ، نشان دهنده واحد تحت ارزیـابی      ({ ,
= )ها،      هاي آن را بردارهاي ورودي ، ماتریسی است که ستونX ماتریس ورودي. مقدار بهینه بودن متغیر است 1, … = تشکیل داده است، یعنی  ( , [ 1 , … , طور مشـابه مـاتریس   و به [  

= صورت به   خروجی [ 1, …   .شود در نظر گرفته می [  ,

                                                        
1) Farrell 
2) Charnes 
3) Cooper 
4) Rohds 
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  DEA3                                                                            تعاریف و مفاهیم اولیه : فصل اول

 
  کارایی 1-3

هـاي درون سـازمانی مثـل سـود هـر واحـد،       معناي خوب کار کردن، تحت تأثیر شـاخص کارایی به 
  :صورت نسبت خروجی به ورودي بیان می شودکه به هر واحد و از این قبیل قرار دارد،فروش 

  کارایی= خروجی /ورودي

هـاي کلـی و کـارایی نسـبی، سـنجش      ، مقایسه  عملکرد آن با اسـتاندارد    کارایی مطلق یک 
  .، نسبت به واحدهاي دیگر آن مجموعه است   لکرد یک عم

چون استانداردهاي کلی معمولا تعریف نشده و در صورت تعریف شدن، رسیدن به آن مشکل است، 
  .لذا کاربرد کارایی نسبی گسترده تر از کاربرد کارایی مطلق است

با استفاده از رابطه فـوق   اگر واحد تصمیم گیرنده مورد نظر داراي یک ورودي و یک خروجی باشد،
  .کارایی آن قابل محاسبه بوده و اندازه حاصل، کارایی مطلق آن واحد به شمار می آید

در صورت وجود چند ورودي و چند خروجی براي واحد تصمیم گیرنده مورد نظـر، نسـبت مجمـوع    
=    صورتدار شده ورودي بهدار شده خروجی به مجموع وزنوزن  1 1  ⋯  1    1 1  ⋯                            )1-1(  

= )               ام یعنــی  قیمــت خروجــی     کــارایی آن واحــد را انــدازه گیــري مــی کنــد، کــه در آن        1, … , = )ام یعنی  هزینه ورودي    و     (  1, … کارایی فوق به کارایی . است    ( ,
  .اقتصادي معروف است

ها، نقش تعیـین کننـده اي در   ها و خروجیهاي مناسب به وروديکه تخصیص وزنقابل ذکر است 
  .اندازه کارایی دارد

بنـابراین انـدازه   . ها حاصل می شـود هر واحد به بزرگترین آن کارایی نسبی، از تقسیم اندازه کارایی
  .برابر یک داردکارایی هر واحد، همواره کوچکتر یا مساوي یک بوده و حداقل یک واحد کارایی نسبی 

  :دست می آیدبه صورت زیر به  طور مثال کارایی نسبی واحد تصمیم گیرنده به

    =            .         )1 -2(  
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  (DEA) هاتحلیل پوششی داده 1-4

هایی براي ارزیـابی کـارایی و یـا سـنجش     ها و روش، شامل تکنیک(DEA)ها تحلیل پوششی داده
  .هاي تصمیم گیرنده استبهره وري واحد

DEA       فـارل بـا اسـتفاده از   . در واقع تعمیم کار فـارل در ابـداع اولـین روش غیـر پـارامتري اسـت  
هـا، مجموعـه اي بـا عنـوان     هاي واحدهاي تصمیم گیرنـده و اصـول حـاکم بـر آن    ها و خروجیورودي

  .معرفی نمودمجموعه امکان تولید، ارائه و قسمتی از مرز آن را به عنوان تابع تولید 

رار مـی گیرنـد،   این مرز را مرز کارا نیز می نامند و واحدهاي تصمیم گیرنده اي که روي این مرز ق ـ
  .می شوندکارا ارزیابی 

، تکنیک ارزیابی کارایی نسبی واحدهاي تصمیم گیرنـده اسـت، حـداقل یکـی از     DEAاز آنجائیکه 
هـا از ویژگـی پوششـی    نام تحلیـل پوششـی داده  . واحدها روي مرز و بقیه واحدها در زیر آن قرار دارند

  . بودن، منشأ گرفته است

  .هایی است که در ادامه به آن اشاره می کنیمهاي قبلی داراي مزیتاین روش در مقایسه با روش

هـا از قبـل و تخصـیص    هاي عددي، مشـخص بـودن وزن  بر خلاف برخی روش DEAهاي در روش
ها نیازي به اشکال تابعی از قبـل تعیـین   همچنین این روش. نیست ها لازمها و خروجیها به وروديآن

) هاي پـارامتري مانند برخی روش(و یا شکل صریح تابع تولید ) هاي رگرسیون آماريمانند روش(شده 
  .ندارند

هایی با چنـد ورودي و چنـد خروجـی فـراهم      ها، امکاناتی را براي مطالعه واحد تحلیل پوششی داده
ها بر پایه جبر خطی بنا نهاده شده اسـت و توانـایی آن بیشـتر بـه      تحلیل پوششی دادهاسلوب . کند می

سازد، تـا   ها را قادر می ریزي خطی، تحلیل پوششی داده برنامه. ریزي خطی است دلیل استفاده از برنامه
 ریزي خطی و قضایاي دوآلیتی اسـتفاده کنـد و بـه ایـن ترتیـب منبـع و       هاي حل مسأله برنامه از روش

  .کند مقدار ناکارایی را براي هر ورودي و خروجی مشخص 

DEA گـر و تصـمیم گیرنـده ایجـاد     هاي زیادي را بـراي همکـاري میـان تحلیـل    همچنین فرصت      
ها می تواند در راسـتاي انتخـاب ورودي و خروجـی واحـدهاي تحـت ارزیـابی و       این همکاري. می کند

  .ارا باشدچگونگی عملکرد و الگویابی نسبت به مرز ک
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  (PPS)  دمجموعه امکان تولی 1-5
هاي شدنی، مجموعه امکان تولید نامیـده   مجموعه فعالیت ).مجموعه امکان تولید(تعریف  1-5-1
  :شود صورت زیر بیان میو به شده

=  :تولید شود ∘≤ بتواند به وسیله بردار ورودي ∘≤ بردار خروجی {. {( , ) ∈        

هر کدام به یک مجموعه امکان تولید یکتا وابسته هستند که مجموعه امکان  DEAهاي  مدل
براي معرفی . شود ها و اصول معین ساخته می به طور یکتا، توسط یک مجموعه از فرض نیز تولید
  :شود استفاده می  ها، از اصول زیر روي مجموعه امکان تولید  مدل

= )     مشاهده شده، یعنیهاي  همه فعالیت). تشمول مشاهدا( 1اصل 1, … , )     = (  , هـاي   و همـه مـدل   شـده تحمیـل    این بدیهی ترین اصلی است که روي. تعلق دارند   به ،(  
DEA این اصل را دارا هستند.  

ــل ــدب( 2اصـــ ــر  ).تحـــ , )اگـــ  ), ( ̅,   ) ∈ ــر     ــراي هـــ ــاه بـــ ∋ آنگـــ [∘ ,1]،                                            (  + (1 −  ) ̅,   + (1 −  )  ) ∈ ,( , ) ∀  :صورت نمادینیا به ،  ( ̅,  ) ∈  ,∀  ∈ [∘ ,1] ;  (  + (1 −  ) ̅,   + (1 −  )  ) ∈  . 
  .یک مجموعه محدب است  به عبارت دیگر 

, )بـه ازاي هـر   ). بیکرانی اشعه یا بازده به مقیاس ثابت( 3اصل  ) ∈ ، داریـم  ∘≤ و هـر     (  ,   ) ∈ ( , ) ∀  :نصورت نمادییا به ،  ∈   ,∀  ≥∘;    (  ,   ) ∈  .  
,̅ )اگـر   ).امکان پذیري( 4اصل   ) ∈ ≤ و     , )آنگـاه  ، ̅    ) ∈ ≥ و اگـر     آنگـاه      ( ̅,  ) ∈ (  ,̅ ) ∀  :نصورت نمادیبه یا،   ∈   ,  ∀  ;    ≥  ̅ ⟹ ( ,   ) ∈   ∀  ;    ≤   ⟹ ( ̅, ) ∈    . 

تولید شـود، آنگـاه همـین خروجـی توسـط هـر        ̅ توسط    کند که اگر خروجی  این اصل بیان می
توانـد توسـط    نیـز مـی     تواند تولید شود و همچنین هر خروجـی کمتـر از    نیز می ̅ ورودي بزرگتر از 

  .تولید شود ̅ ورودي 

و بعضی از  1 است که در اصل   هایی مانند ي مجموعه اشتراك همه   ).کمینه درونیابی( 5اصل
  .کند اصول دیگر فوق صدق می
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 CCR 5 مدل 1-6

گیري کارایی واحدهاي تصمیم گیرنده اسـت کـه در سـال     براي اندازه DEAاین مدل، اولین مدل 
  .ارائه شد ،]3[توسط چارنز، کوپر و رودز  1978

ایـن  . کنـد  صـدق مـی   5تا با  1یک مجموعه منحصر به فرد وجود دارد که در اصول  .قضیه 1-6-1
 :صورت زیر استمجموعه به

     =  ( ,  ):  ≥ ∑        1 ,  ≤ ∑        1 ,  ≥∘  ( = 1, … ,  ) . 
  .رجوع شود] 18[به مرجع : برهان

, )امکان تولیدي مانند      اگر در  یعنـی هـیچ   ، باشـد  (  ,  )بـر   بیافت نشود که غال (  ( , , – یافت نشود که  (    ≥ صـورت  هـا بـه   و نامساوي حداکثر در یکی از مؤلفه (  ,  −)
  .باشد در غیر این صورت ناکارا می. کاراي نسبی است (  ,  )اکید برقرار باشد، آنگاه گوییم که 

  :ناکارا خواهد بود (  ,  )زیر رخ دهد آنگاه به وضوح   تاگر یکی از حالا

، خروجـی بیشـتر یـا مسـاوي       ورودي کمتر از یافت که با      اگر بتوان امکان تولیدي در ) 1   .داشته باشد   

، ورودي کمتـر یـا مسـاوي      یافت که با خروجی بیشـتر از       اگر بتوان امکان تولیدي در ) 2   .داشته باشد   

داشـته      ، خروجی بیشتر از  یافت که با ورودي کمتر از      اگر بتوان امکان تولیدي در ) 3
  .باشد

  :شود حالت اول به حل مدل زیر منجر می

Min   

s.t.    (   ,   ) ∈     .        )1 -3 (  

 

,   )و اصل شهودي تجرید و از اینکـه  ) 1-6-1(با توجه به قضیه    ) ∈ ، )3-1(، مـدل      
بـا ماهیـت ورودي    یدر فـرم پوشش ـ  CCRبـه مـدل    ، که)4-1(مدل . تبدیل می شود) 4-1(به مدل 

                                                        
5) Charnes, Cooper, Rhodes (CCR) 
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>∘و بهینه متناهی دارد و جـواب بهـین در شـرط    بوده همواره شدنی  ،روف استمع  ∗ ≤ صـدق   1
  .کند می

Min   

s.t.   ∑     ≤       1 , 

        ∑     ≥      1 ,         )1 -4 (  

          ≥∘ ,                  ( = 1, … ,  ). 
 

∗ ست که ا این شرط لازم کارایی تحت مدل فوق = ∗ زیرا . 1 = به ایـن معنـی اسـت کـه      ،1
  .وجود ندارد     ، در مجموعه امکان تولید      يها يدامکان کاهش متناسب در همه ورو

ها یا افزایش بعضی  زیرا در این حالت اگر امکان کاهش بعضی از ورودي. ولی این شرط کافی نیست
، وجـود داشـته باشـد،        صورت نامتناسب در مجموعـه امکـان تولیـد    ، به     هاي از خروجی ∗ ولی اگر . شود کاراي ضعیف نامیده می      = هـا و   و امکان کاهش در هـیچ یـک از ورودي   1

،     ، وجود نداشته باشد، آنگـاه      ها در مجموعه امکان تولید  افزایش در هیچ یک از خروجی
  .شود میده میکاراي قوي نا

∗ اگر  < 1)، ناکارا در ماهیت ورودي است و     ، آنگاه 1 −  مقدار ناکارایی تکنیکـی  (∗ 

  .در ماهیت ورودي است

  : شود حالت دوم به حل مدل زیر منجر می

Max   

s.t.    (  ,    ) ∈     .        )1 -5 (  

 

(   ,  )و اصل شـهودي تجریـد و از اینکـه    ) 1-6-1(که با توجه به قضیه  ∈ خـواهیم       
 :داشت

Max   

s.t.   ∑     ≤      1 , 

        ∑     ≥       1 ,         )1 -6 (  

          ≥∘ ,                  ( = 1, … ,  ). 
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در  CCRطور متناسب ماکسیمم کند و به مـدل  را به     هاي  کوشد خروجی می) 6-1(مدل 

  .معروف است یفرم پوششی با ماهیت خروج

∗ همواره شدنی است و جواب بهین در شرط ) 6-1(مدل  ≥ ∗  اگـر . کنـد  صـدق مـی   1 = 1،  
∗  اگـر . کاراي تکنیکـی در ماهیـت خروجـی اسـت          آنگاه > ، ناکـارا در      آنگـاه    1

در ماهیـت خروجـی و        نشـان دهنـده میـزان کـارایی تکنیکـی       ∗ 1ماهیت خروجـی اسـت و     1 − مفهـوم کـارایی   . در ماهیت خروجـی اسـت       نشان دهنده میزان ناکارایی تکنیکی   ∗ 1
  .قوي در مدل با ماهیت خروجی، مشابه مدل با ماهیت ورودي است

≕   :از نمادها و علائم زیر در کل این پایان نامه استفاده خواهد شد .نمادگذاري 1-6-2 ( 1, … ,  )   ,  ≔ ( 1, … ,  2)   ,  ≔ [ 1 , … ,   ]  ,  ≔ [ 1, … ,   ],   ≔ ( 1
 , … ,    )   ,   ≔ ( 1

 , … ,    ) ,   ≔ ( 1
 , … ,    )   ,   ≔ ( 1

 , … ,    ) . 
 

  :صورت زیر در می آیدکمکی، بهپس از افزودن متغیرهاي ) 4- 1(مدل 

Min   

s.t.   ∑     +   =       1 , 

        ∑     −   =      1 ,       )1 -7(  

          ≥∘,   ≥∘,   ≥∘                   ( = 1, … , ). 
 

  :صورت زیر در خواهد آمدنیز پس از افزودن متغیرهاي کمکی به) 6- 1(مدل 

Max   

s.t.   ∑     +   =      1 , 

        ∑     −   =       1 ,       )1 -8(  

          ≥∘,  ≥∘,   ≥∘                   ( = 1, … ,  ). 
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,∗  اگـــــــر  .قضـــــــیه 1-6-3  ∗,   ∗ , ,∗   و ) 7-1(جـــــــواب بهـــــــین مـــــــدل   ∗    ∗,   ∗   :باشد، آنگاه روابط زیر برقرار است) 8-1(جواب بهین مدل   ∗  ,

 ∗ = 1 ∗  , ∗ =  ∗ ∗  ,  ∗ =   ∗ ∗  ,   ∗ =   ∗ ∗  . 
در ماهیـت ورودي بـا مقـدار کـارایی     ) ناکـارایی (مقـدار کـارایی    ،CCRبنابر قضیه فـوق در مـدل   

  .هاي کارا تحت هر دو مدل یکسان هستند    در ماهیت خروجی یکسان است و) ناکارایی(

کاراي قوي ) 7-1( تحت مدل       ).کاراي قوي در ماهیت ورودي - CCR( تعریف 1-6-4
∗ است هرگاه  = ، صـفر  ∗  و  ∗    هاي بهین، مقادیر متغیرهاي کمکی یعنی ي جواب و در همه 1

  .باشد

  .شود دوآل مدل با فرم پوششی، مدل با فرم مضربی نامیده می .نکته 1-6-5

  :صورت زیر خواهد بوددر ماهیت ورودي به CCRبا توجه به نکته فوق مدل مضربی 

Max        
s.t.         = 1, 
              −     ≤∘ ,    ( = 1, … , ),     )1 -9 (  

           ≥∘,  ≥∘. 
 

  ،]18[لـذا بنـا بـه قضـیه قـوي دوآلیتـی        ،همواره بهینه متنـاهی دارد ) 4-1(با توجه به اینکه مدل 
  .همواره بهینه متناهی خواهد داشت و مقدار بهین هر دو مدل با هم برابر است) 9-1( مدل

 :صورت زیر استاست، به) 6-1(در ماهیت خروجی که همان دوآل مدل  CCRفرم مضربی مدل 

Min       
s.t.         = 1, 
             −     ≥∘ ,    ( = 1, … , ),                 )1 - ∘1(  

          ≥∘,  ≥∘. 
 

∗ ) اگر .قضیه 1-6-6 =  ∗ , ∗ = باشـد، آنگـاه جـواب بهـین     ) 9-1(جواب بهین مدل  (∗ 
  :آید دست میبه صورت زیر به) 1∘ -1(مدل 
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   ∗ =  ∗ ∗  ,  ∗ =  ∗ ∗ . 
) 9-1(تحـت مـدل         ).CCRکاراي قوي تحت مدل مضربی  - CCR(تعریف  1-6-7

  : شود، هرگاه دو شرط زیر برقرار باشد کاراي قوي نامیده می

∗   طوریکـه موجـود باشـد بـه   ) 9-1(از  ،(∗ , ∗ ) حداقل یـک جـواب بهـین ماننـد     )1 ∗   و ∘< >∘.  
2(  ∗   = 1.  

ارائه شد، رهیـافتی مبتنـی بـر مجموعـه امکـان تولیـد و       ) 9-1(رهیافتی که در بالا براي ارائه مدل 
    را ) 9-1(اکنون بـا اسـتفاده از تعریـف کـارایی نسـبی مـدل       . بود CCRاستفاده از دوآل فرم پوششی 

  .دست خواهیم آوردبه

آنگاه نسـبت خروجـی بـه ورودي،     ،اگر واحد تصمیم گیرنده داراي یک ورودي و یک خروجی باشد
اگر واحد تصمیم گیرنده داراي بـیش از یـک   . ن کارایی آن واحد تصمیم گیرنده استنشان دهنده میزا

هـا مشـخص باشـد، در ایـن      هـا و هزینـه ورودي   ورودي یا بیش از یک خروجی باشد و قیمت خروجی
هـا، نشـان دهنـده میـزان      دار شده ورودي ها به مجموع وزن دار شده خروجی صورت نسبت مجموع وزن

براي محاسبه کارایی نسبی هر واحـد بایـد کـارایی آن واحـد را بـر      . گیرنده است کارایی واحد تصمیم
هـا و   خروجـی  آید که قیمت مشکل زمانی پیش می. ها تقسیم کنیم ماکسیمم کارایی از بین سایر واحد

کنـد بـه ایـن صـورت      پیشـنهاد مـی  DEA ها مشخص نباشد، راهکاري که در این حالت  هزینه ورودي
بـه       دهـد طـوري انتخـاب شـوند کـه       هـا اجـازه مـی    بینانه، به وزن است که با دیدگاهی خوش

. گیـرد  در نظـر مـی       ماکسیمم کارایی خود برسد و این مقدار را به عنوان میزان کارایی نسـبی  
∋ فرض کنید بردار نامنفی  ∋ ا و بـردار نـامنفی   ه ـ نشان دهنده قیمت خروجـی     نشـان     

     ها باشد، آنگاه جواب بهینه مدل زیر نشان دهنده میـزان کـارایی نسـبی     دهنده هزینه ورودي
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=    اگر در مـدل بـالا   . شـود  کاراي تکنیکی در ماهیت ورودي نامیـده مـی   ،    ، آنگاه 1
ست که ورودي یا خروجـی  ا نظر گرفته شوند و این بدان معنی ها صفر در ممکن است که بعضی از وزن
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