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مهربان که او عاجز، معرفتش ژرفای در خرد و است قاصر شͺرش از زبان که را پروردگاری سپاس و حمد
به موفق هرگز نبود او فضل پرتو اگر که فرمود عنایت توفیق تحصیلاتم از دیͽر ای دوره اتمام به را حقیر و است
مͬ�گردد. قدردانͬ و تشͺر آن�ها، صمیمانۀ همراهͬ تلاشو به�خاطر گل�گیر، و عسͺری نمͬ�شدم. مهم این انجام

ඟم พࢁ ࢾ ඖ

ب



چͺیده

و مهم پدیده�های از بسیاری توصیف برای گسترده�ای طور به غیرخطͬ حرکتͬ معادلات اخیر دهه چند در
است. گرفته قرار استفاده مورد غیره و بیولوژی ریاضͬ، ،ͷفیزی در ͬͺدینامی فرآیند�های

جواب�های آوردن بدست برای را معروفشد نمایͬ روشتابع به که یͷروشکارا ٢٠٠۶ سال در هͬ هوآن جͬ
کرد. پیشنهاد غیرخطͬ حرکتͬ معادلات متناوب جواب�های و منفرد

به روش این لذا مͬ�افزاید، روش سادگͬ به این و مͬ�گیرد انجام میپل نرم�افزار ͷکم به روش این از مراحلͬ
داد. گسترش غیرخطͬ حرکتͬ معادلات انواع حل برای مͬ�تواند آسانͬ

الͽوریتم ͷی ارائه با هدف این که مͬ�شود، داده تعمیم و توسعه نمایͬ تابع نوع از روش�های نامه پایان این در
الͽوریتم این مͬ�گردد. دنبال غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات جواب ساختار کردن پیدا برای مناسب محاسباتͬ
به را جواب ساختار همچنین و مͬ�کند رفع را است شͺلͬ چه به جواب ساختار که، این زدن حدس برای نیاز
ساختار آن در که مͬ�باشد نمایͬ تابع نوع از روش�های مقابل در الͽوریتم این مͬ�دهد. تشخیص خودکار طور

مͬ�شود. برده کار به پارامترها تعیین برای نمادین محاسبات سپس و مͬ�شود زده حدس ابتدا در جواب
است، آمده بدست نمایͬ تابع روش با که لیوویل معادله جواب نیست لازم که داد خواهیم نشان همچنین

کند. صدق اولیه�ای شرط هر برای را اصلͬ دیفرانسیل معادله



پيش�گفتار

لذا مͬ�شوند. مدل�بندی معادلاتغیرخطͬ بوسیله و هستند غیرخطͬ ذاتͬ بطور ما اطراف در پدیده�ها بیشتر
جواب�های آوردن بدست و معادلات این حل به نیاز جدیدتر، پدیده�های کشف و پدیده�ها این بهتر مطالعه برای
آسانتر غیرخطͬ مسأله ͷی حل متنوع، نرم�افزارهای و کامپیوترها پیدایش با گرفت. قرار زیادی توجه مورد آن،

است. پیچیده�ای و سخت کاری هنوز مسائل اینͽونه جواب آوردن بدست حال این با ولͬ شد
منفرد١، جواب�های شامل غیرخطͬ دیفرانسیل معادلات دقیق جواب�های یافتن به زیادی توجه اخیراً
امͺان�پذیر اگر غیرخطͬ، معادلات دقیق جواب�های آوردن بدست اهمیت است. شده فشرده٣ شبه و متناوب٢
عددی، روش�های دقت و جواب�ها، پایداری تحلیل عددی، حل�کننده�های بررسͬ به بسیاری ͷکم باشد،
و معایب کدام هر که است شده پیشنهاد معادلات اینͽونه حل برای زیادی بسیار روش�های نمود. خواهد
تغییرات٧ͬ تͺراری آدومیان۶، هموتوپ۵ͬ، اختلال ،۴ͷهایپربولی تانژانت چون روش�هایͬ دارد. را خود مزایای

غیره. و
حل برای وسیعͬ بطور که است گرفته قرار توجه مورد نمای٨ͬ تابع روش نام به روشͬ اخیر سال�های در
ͷکم به روش این است. رفته بͺار فشرده شبه و متناوب منفرد، جواب�های کردن پیدا و دیفرانسیل معادلات
بͺار ͷفیزی ریاضͬ در که غیرخطͬ حرکتͬ معادلات برای را ریاضͬ قدرتمند ابزار ͷی نمادین محاسبات
نمادین محاسبات سپس مͬ�شود، زده حدس جواب ساختار ابتدا نمایͬ، تابع روش در مͬ�کند. فراهم مͬ�رود،

مͬ�شود. برده بͺار پارامترها تعیین برای
روش معرفͬ به اول فصل در مͬ�شود: ارائه کلͬ فصل پنج در پایان�نامه، این در شده درنظرگرفته مطالب
روش روی بهبود ͷی دوم، فصل در مͬ�پردازیم. بالا مرتبه مرزی مقدار مسائل حل برای آن کاربرد و نمایͬ تابع
مͬ�شود. ارائه آن برای اصلاحͬ نمایͬ، تابع روش کارائͬ بردن بالا برای سوم فصل در مͬ�دهیم. ارائه نمایͬ تابع

دلخواه پایه ͷی با نمایͬ، تابع از ” e ” مرسوم پایه که، مͬ�شود پیشنهاد هدف، این به رسیدن برای
مͬ�دهیم. تعمیم و توسعه را نمایͬ تابع نوع از روش�هایͬ چهارم فصل در شود. جایͽزین ” ۰ < a ̸= ۱ ”

١Solitary Solutions ٢Periodic Solutions ٣Compacton-Like Solutions ۴TanhMethod ۵Homotopy

Pertubation Method ۶Adomian Decomposition Method ٧Variational Iteration Method
٨Exp-Function Method

آ�



زدن حدس به نیاز الͽوریتم این که مͬ�شود ارائه جواب ساختار کردن پیدا برای محاسباتͬ الͽوریتم ͷی سپس
مͬ�دهد. تشخیص خودکار بصورت را جواب ساختار و مͬ�کند رفع را است شͺلͬ چه به جواب ساختار اینͺه
نمایͬ تابع نوع روش�های که داد خواهیم نشان نمایͬ، تابع روش تعمیم بردن کار به با پنجم، فصل در انتها، در

کنند. ایجاد غلطͬ نتایج موارد بعضͬ در است ممͺن

ب
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١ فصل

نمایͬ تابع روش

مقدمه ١.١

در مهمͬ نقش که غیرخطͬ موج معادلات حل روش آوردن بدست به نیاز غیرخطͬ، علوم سریع گسترش
دهه چند در دارد. مͬ�کند، ایفا ... و بیولوژی شیمͬ، ،ͷانیͺم ،ͷفیزی ریاضیات، جمله از زیادی زمینه�های
برای که روش�ها این جمله از است. گرفته صورت غیرخطͬ، موج معادلات مطالعه برای زیادی تلاش گذشته،
روش ،[٢۵] هموتوپͬ اختلال روش ،[٢٩] تغییراتͬ تͺراری روش از: عبارتند است، رفته کار به منظور این

غیره. و [٨] آدومیان تجزیه
غیرخطͬ درجه که است زمانͬ آن و شده�اند، مواجه شͺست با اوقات گاهͬ روش�ها این از بسیاری البته

مͬ�شود. پیچیده جواب تابع و است یافته افزایش بودن
اصلاح به باید هستیم، ͬͺبیولوژی فرآیند�های تحلیلͬ فرمول�های از ͬͺفیزی مفاهیم استخراج به مصمم اگر
حاضر حال در نمایͬ تابع روش شویم. متوسل ریاضͬ مدرن ابزار�های بردن کار به با ،ͷکلاسی روش�های

است. هدف این به رسیدن برای پیشنهاد بهترین
و [٢۶] شد مطرح ١ هͬ آن هو جͬ توسط ٢٠٠۶ سال در بار نخستین برای نمایͬ تابع روش اصلͬ ایده

.[۵٧ ،۵۵ ،٢٨ گرفت[١١، قرار استفاده مورد زیادی افراد توسط آن از بعد
بسط قابل خاص کسری صورت به نظر مورد معادله جواب که مͬ�شود استوار فرض این پایه بر روش این
بسته حرکت با که موج�هایͬ که، شود (توجه منفرد جواب�های برای کسری تقریب�های مͬ�شویم یادآور باشد.
هیروتا٢ توسط بار نخستین منفرد، شبه و مͬ�نامند) انفرادی یا منفرد موج نͺند تغییر آن سرعت و شͺل موج
سینوس تابع روش از عمومͬ�تر نمایͬ تابع روش واقع در کرد. پیدا توسعه دیͽری افراد توسط و شد پیشنهاد

١Ji-Huan He ٢Hirota

١



٢ نمایͬ تابع روش .١ فصل

مͬ�یابیم. روش این وسیله به را بیشتری کلͬ جواب�های بنابراین است. هذلولوی تانژانت تابع روش و هذلولوی
غیرخطͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات از برخͬ جواب�های جستجوی برای ابتدا نمایͬ تابع روش
انتͽرالͬ[۵٢]، معادلات غیرخطͬ[۵٧]، تفاضلͬ دیفرانسیل معادلات حل برای بعد اما شد[٢۶]، گرفته کار به

گرفت. قرار استفاده مورد غیره، و غیرخطͬ[١١] جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل معادلات دستͽاه

نمایͬ تابع روش معرفͬ ٢.١

مثال چند ارائه با سپس و مͬ�کنیم بیان را نمایͬ تابع روش از خلاصه�ای ابتدا اصلͬ، هدف به رسیدن برای
مͬ�پردازیم. آن کاربرد به

مͬ�گیریم: نظر در را زیر کلͬ شͺل به جزیͬ، مشتقات با دیفرانسیل معادله روش، این معرفͬ برای حال

F (u, ux, uy, uz, ut, uxx, uyy, uzz, utt, uxy, uxt, uyt, ...) = ۰. (١.١)

مͬ�گیریم: نظر در t ،z ،y ،x مستقل متغیرهای برای را زیر متغیر تغییر ابتدا

ξ = kx+ wy + sz + jt. (٢.١)

بازنویسͬ زیر بصورت را (١.١) معادله متغیر تغییر این ͷکم به هستند. ثابتͬ اعداد j ،s ،ω ،k آن در که
مͬ�کنیم:

G(u, u′, u′′, u′′′, · · · ) = ۰. (٣.١)

بتوان که فرضمͬ�کنیم ابتدا نمایͬ تابع روش در مͬ�شوند. انجام ξ به نسبت مشتق�گیری�ها (٣.١) رابطه در که
نوشت: زیر بصورت را (٣.١) معادله جواب

u(ξ) =

∑d
n=−c an exp(nξ)∑q
m=−p bm exp(mξ)

. (۴.١)

هستند. نامعین ثابت�های bm ،an و مͬ�شوند تعیین بعداً که هستند مثبتͬ صحیح اعداد q ،p ،d ،c آن در که
کرد: بازنویسͬ زیر صورت به را (۴.١) مͬ�توان

u(ξ) =
ac exp(cξ) + · · ·+ a−d exp(−dξ)
bp exp(pξ) + · · ·+ a−q exp(−qξ)

. (۵.١)

بالاترین از غیرخطͬ جمله با را (٣.١) معادله در مشتق مرتبه بالاترین از خطͬ جمله p ،c مقادیر تعیین برای
مثال در مͬ�کنیم. عمل مشابه طور به نیز d ،q مقادیر تعیین برای مͬ�کنیم. موازنه معادله، همان در مرتبه،



٣ نمایͬ تابع روش .١ فصل

معادله نخست دهیم توضیح را روش اصلͬ ایده اینͺه برای داد. خواهیم توضیح بیشتر را موضوع این بعد
مͬ�گیریم[٢۶]: نظر در را زیر غیرخطͬ جزیͬ مشتقات با دیفرانسیل

ut + u۲ux + uxxx = ۰. (۶.١)

شͺل�گیری در و غیرخطͬ نقشپراکندگͬ فهم در که مͬ�شود نامیده ١KdV شده�ی اصلاح معادله�ی معادله، این
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را η متغیر مͬ�شود. ظاهر مایع قطرات به شبیه ساختارهای

η = kx+ wt.

مͬ�شود: داده نمایش زیر بصورت (۶.١) معادله شده، داده متغیر تغییر با بنابراین

wu
′
+ ku۲u

′
+ k۳u

′′′
= ۰. (٧.١)

مͬ�شوند. انجام η به نسبت (٧.١) در مشتق�گیری�ها که شود توجه
است این فرضبر روش این در است. قدرتمند و ساده بسیار باشد، اعمال قابل که مواقعͬ در نمایͬ تابع روش

شود: بیان زیر صورت به بتواند معادله جواب که

u(η) =

∑d
n=−c an exp(nη)∑q
m=−p bm exp(mη)

.

مͬ�باشند. نامعینͬ ثابت�های an, bm و مͬ�شوند تعیین بعداً که هستند مثبتͬ صحیح اعداد q ،p ،d ،c آن در که
مͬ�کنیم: بازنویسͬ زیر صورت به را جواب این

u(ξ) =
ac exp(cη) + · · ·+ a−d exp(−dη)
bp exp(pη) + · · ·+ b−q exp(−qη)

. (٨.١)

جمله با را (٧.١) معادله در مشتق مرتبه بالاترین از خطͬ جمله ،(٨.١) رابطه در p, c مقادیر تعیین برای
مرتبه، بالاترین از غیرخطͬ جمله از (منظور مͬ�کنیم. موازنه معادله، همان در مرتبه، بالاترین از غیرخطͬ
معادله در مͬ�بینید که همانطور دارد.) را مقدار بیشترین n + r آن در که ،unu(r) بصورت است جمله�ای
محاسبه با که است، مرتبه بالاترین از غیرخطͬ جمله u۲u

′ و مشتق مرتبه بالاترین از خطͬ جمله u′′′ ،(٧.١)
داشت: خواهیم محاسبات کردن ساده و مقادیر این

u
′′′
=
c۱ exp((۷p+ c)η) + · · ·
c۲ exp(۸pη) + · · ·

, (٩.١)

u۲u
′
=
c۳ exp((p+ ۳c)η) + · · ·
c۴ exp(۴pη) + · · ·

=
c۳ exp((۵p+ ۳c)η) + · · ·

c۴ exp(۸pη) + · · ·
. (١٠.١)

١Korteweg-de Vries
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تابع مرتبه بالاترین موازنه از پس مͬ�روند. کار به سادگͬ برای فقط و هستند معلومͬ ضرایب ها ci آن در که
شد. خواهد حاصل زیر نتیجه (١٠.١) و (٩.١) معادله�های در نمایͬ

۷p+ c = ۵p+ ۳c =⇒ p = c.

(٧.١) معادله در نمایͬ تابع توان پایین�ترین که نمایͬ تابع مرتبه پایین�ترین d ،q مقادیر تعیین برای مشابه بطور
مͬ�کنیم. موازنه مͬ�شود، حاصل معادله آن در (٨.١) رابطه جایͽذاری از پس که است

u
′′′
=

· · ·+ d۱ exp(−(۷q + d)η)

· · ·+ d۲ exp(−۸qη)
, (١١.١)

u۲u
′
=

· · ·+ d۳ exp(−(q + ۳d)η)

· · ·+ d۴ exp(−۴qη)
=

· · ·+ d۳ exp(−(۵q + ۳d)η)

· · ·+ d۴ exp(−۸qη)
. (١٢.١)

تابع مرتبه پایین�ترین موازنه از پس مͬ�روند. بͺار سادگͬ برای فقط و هستند معلومͬ ضرایب diها آن در که
داشت: خواهیم (١٢.١) و (١١.١) معادله�های در نمایͬ

−(۷q + d) = −(۵q + ۳d) =⇒ q = d.

مͬ�دهیم: قرار سادگͬ برای

p = c = ۱, q = d = ۱.

: مͬ�شود زیرتبدیل رابطه به (٨.١) رابطه بنابراین

u(η) =
a۱ exp(η) + a۰ + a−۱ exp(−η)
b۱ exp(η) + b۰ + b−۱ exp(−η)

. (١٣.١)

بازنویسͬ زیر صورت به را رابطه این و فرضنمود ١ برابر را b۱ توان مͬ (١٣.١) رابطه در b۱ ̸= ۰ که حالتͬ در
کرد.

u(η) =
a۱ exp(η) + a۰ + a−۱ exp(−η)
exp(η) + b۰ + b−۱ exp(−η)

. (١۴.١)

در که مͬ�رسیم کسری به MAPLE افزار نرم ͷکم به و (٧.١) معادله در (١۴.١) رابطه جایͽزینͬ از پس

کردن مرتب و سازی ساده از پس دارد. مختلفوجود توان�های با نمایͬ توابع از مجموعͬ آن مخرج و صورت

مͬ�رسیم: زیر بصورت رابطه�ای به نمایͬ تابع مختلف توان�های حسب بر جملات

۱

A
[c۳ exp(۳η) + c۲ exp(۲η) + c۱ exp(η) + c۰ + c−۱ exp(−η) + c−۲ exp(−۲η) + c−۳ exp(−۳η)] = ۰.

(١۵.١)
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باشد: مͬ زیر بصورت A آن در که

(exp(η) + b۰ + b−۱ exp(−η))۴.

هستند: زیر صورت به b−۱ ،b۰ ،a−۱ ،a۰ ،a۱ ضرایب حسب بر جملاتͬ ها ci و



c۳ = wa۱b۰ + ka۳
۱b۰ − k۳a۰ − wa۰ − ka۲

۱a۰ + k۳a۱b۰,

c۲ = ۸k۳a۱b−۱ + ۲ka۳
۱b−۱ − ۴k۳a۱b

۲
۰ − ۲wa−۱ − ۲ka۱a

۲
۰ + ۲wa۱b−۱ + ۴k۳a۰b۰

− ۲ka۲
۱a−۱ + ۲ka۲

۱a۰b۰ + ۲wa۱b
۲
۰ − ۲wa۰b۰ − ۸k۳a−۱,

c۱ = wa۱b
۳
۰ + ۶wa۱b۰b−۱ − wa۰b

۲
۰ − k۳a۰b

۲
۰ − ۱۸k۳a۱b۰b−۱ − ۶ka۱a۰a−۱ + ka۱a

۲
۰ b۰

− ka۳
۰ + ۲۳k۳a۰b−۱ − wa۰b−۱ − ۵wa−۱b۰ + k۳a۱b

۳
۰ − ۵k۳a−۱b۰ + ka۲

۱a−۱b۰ + ۵ka۲
۱a۰b−۱,

c۰ = ۴wa۱b
۲
−۱ − ۴ka۱a

۲
−۱ + ۳۲k۳a−۱b−۱ + ۴ka۱a

۲
۰ b−۱ − ۳۲k۳a۱b

۲
−۱ + ۴k۳a۱b۰b−۱

− ۴wa−۱b−۱ − ۴k۳a−۱b
۲
۰ − ۴ka۲

۰ a−۱ − ۴wa−۱b
۲
۰ + ۴ka۲

۰ a−۱b−۱ + ۴wa۱b
۲
۰ b−۱,

c−۱ = ۱۸k۳a−۱b۰b−۱ − ۶ka−۱b۰b−۱ − k۳a−۱b
۳
۰ + k۳a۰b−۱b

۲
۰ + wa۰b

۲
−۱ − ۵ka۰a

۲
−۱

+ ۵wa۱b۰b
۲
−۱ + wa۰b−۱b

۲
۰ − wa−۱b

۳
۰ − ka۱a

۲
−۱b۰ − ۲۳k۳a۰b

۲
−۱

− ka۲
۱a−۱b۰ + ۵k۳a۱b۰b

۲
−۱ + ka۳

۰ b−۱ + ۶ka۱a۰a−۱b−۱,

c−۲ = ۲wa۰b
۲
−۱b۰ − ۲wa−۱b

۲
−۱ − ۲ka۳

−۱ + ۲ka۱a
۲
−۱b−۱ + ۲wa۱b

۳
−۱ − ۴k۳a۰b

۳
−۱

− ۴k۳a۰b
۲
−۱b۰ − ۲wa−۱b

۲
۰ b−۱ + ۴k۳a−۱b

۲
۰ b−۱ − ۸k۳a−۱b

۲
−۱ + ۲ka۲

۰ a−۱b−۱

− ۲ka۲
۰ a−۱b−۱ − ۲ka۰a

۲
−۱b۰ + ۸k۳a۱b

۳
−۱,

c−۳ = ka۰a
۲
−۱b۱ + wa۰b

۳
−۱ − ka۳

−۱b۰ + k۳a۰b
۳
−۱ − wa−۱b۰b

۲
−۱ − k۳a−۱b۰b

۲
−۱.

داشت: خواهیم (١۵.١) معادله در exp(nη)ضرایب دادن قرار صفر مساوی از }پس
c۳ = ۰, c۲ = ۰, c۱ = ۰, c۰ = ۰,

c−۳ = ۰, c−۲ = ۰, c−۱ = ۰.
(١۶.١)

مͬ�شود: حاصل زیر MAPLEنتایج نرم�افزار ͷکم به (١۶.١) دستͽاه حل از پس
a۰ = a۱b۰ +

۳k۲b۰
a۱

, a−۱ =
b۲۰ (۳k

۲ + ۲a۲
۱)

۸a۱

b−۱ =
b۲۰ (۳k

۲ + ۲a۲
۱)

۸a۲
۱

, w = −ka۲
۱ − k۳.

(١٧.١)
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زیر بصورت جوابͬ (١۴.١) در (١٧.١) مقادیر جایͽذاری از پس هستند. آزاد پارامترهای k ،b۰ ،a۱ آن در که

داشت: خواهیم (۶.١) معادله برای

u(x, t) =
a۱ exp[kx− (ka۲

۱ + k۳)t] + a۱b۰ +
۳k۲b۰

a۱
+

b۲
۰ (۳k

۲ + ۲a۲
۱)

۸a۱
exp[−kx+ (ka۲

۱ + k۳)t]

exp[kx− (ka۲
۱ + k۳)t] + b۰ +

b۲
۰ (۳k

۲ + ۲a۲
۱)

۸a۲
۱

exp[−kx+ (ka۲
۱ + k۳)t]

(١٨.١)

= a۱ +

۳k۲b۰
a۱

exp[kx− (ka۲
۱ + k۳)t] + b۰ +

b۲۰ (۳k
۲ + ۲a۲

۱)

۸a۲
۱

exp[−kx+ (ka۲
۱ + k۳)t]

در است. عمومͬ منفرد جواب ͷی (١٨.١) بصورت آمده بدست جواب و است حقیقͬ عددی k عموماً
همان متناوب (جواب متناوب جواب به مͬ�تواند آمده بدست منفرد جواب باشد موهومͬ یͷعدد k که حالتͬ
اگر شود. تبدیل فشرده شبه جواب یا مͬ�شود) تͺرار تناوبͬ صورت به آن حرکت که است متناوب موج جواب

داریم: تبدیل این بردن بͺار از پس k = iK دهیم قرار

exp[kx− (ka۲
۱ + k۳)t] = exp[iKx− i(Ka۲

۱ −K۳)t]

= cos[Kx− (Ka۲
۱ −K۳)t] + i sin[Kx− (Ka۲

۱ −K۳)t].

و

exp[−kx+ (ka۲
۱ + k۳)t] = exp[−iKx+ i(Ka۲

۱ −K۳)t]

= cos[Kx− (Ka۲
۱ −K۳)t]− i sin[Kx− (Ka۲

۱ −K۳)t].

مͬ�شود: تبدیل زیر رابطه به (١٨.١) رابطه بنابراین

u(x, t) = a۱ +
−۳K۲b۰

a۱

(۱ + ρ) cos[Kx− (Ka۲
۱ −K۳)t] + b۰ + i(۱ − ρ) sin[Kx− (Ka۲

۱ −K۳)t]
.

(١٩.١)

.ρ = b۲۰ (−۳K۲ + ۲a۲
۱)

۸a۲
۱

آن در که

معادله به مربوط کسر مخرج در موهومͬ قسمت باید باشیم فشرده شبه جواب یا متناوب جواب بدنبال ما اگر
باشیم: داشته که است این نیازمند این و کنیم راصفر (١٩.١)

۱ − ρ = ۱ − b۲۰ (−۳K۲ + ۲a۲
۱)

۸a۲
۱

= ۰. (٢٠.١)
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مͬ�آید: بدست زیر بصورت b۰ ،(٢٠.١) معادله حل از

b۰ = ±

√
۸

(−۳K۲ + ۲a۲
۱)

a۱. (٢١.١)

که مͬ�شود فشرده شبه جواب ͷی به منجر ما جواب ،(١٩.١) رابطه در (٢١.١) رابطه از b۰ جایͽزینͬ از پس
مͬ�باشد: زیر بصورت

u(x, t) = a۱ +

∓۳K۲

√
۸

(−۳K۲ + ۲a۲
۱)

۲ cos[Kx− (Ka۲
۱ −K۳)t]±

√
۸

(−۳K۲ + ۲a۲
۱)

a۱

. (٢٢.١)

= a۱ +

∓۳K۲

√
۲

(−۳K۲ + ۲a۲
۱)

cos[Kx− (Ka۲
۱ −K۳)t]±

√
۲

(−۳K۲ + ۲a۲
۱)

a۱

.

.۲a۲
۱ > ۳K۲ باشیم داشته باید و هستند آزاد پارامترهای k ،a۱ آن در که

را موج معادلات فشرده شبه جواب و منفرد عمومͬ جواب آسانͬ به مͬ�تواند نمایͬ تابع روش بنابراین
آورد. بدست

بالا مرتبه مرزی مقدار با مسائل حل برای نمایͬ تابع روش کاربرد ٣.١

،ͷهیدرودینامی نجومͬ، ͷفیزی مطالعه�ی از که بالا، مرتبه�ی مرزی مقدار مسائل بررسͬ به قسمت این در
ناشͬ کاربردی ͷفیزی و مهندسͬ پرتو، و موج نظریه شناسͬ، ستاره سیالات، ͷانیͺم پایدار، ͷانیͺهیدروم
جهت در یͺنواخت مغناطیسͬ میدان ͷی اگر .[۵٠ ،۴۶ ،١۴ ،١٣ ،١٠ ،٣ ،٢ مͬ�پردازیم[١، است، شده
مͬ�تواند پدیده این شود، ناپایداری ایجاد باعث است، ممͺن آنͽاه شود، اعمال سیال ͷی به زمین جاذبه�ی
در که ناپایداری که حالͬ در شود. مدل�بندی دوازدهم یا هشتم مرتبه�ی مرزی مقدار مسأله�ی ͷی وسیله�ی به
شود. مدل�بندی دهم، مرتبه�ی مرزی مقدار مسئله�ی ͷی بوسیله�ی مͬ�تواند مͬ�افتد، اتفاق معمولͬ گرمای انتقال

. مͬ�آید وجود به یͺنواخت، پرتو ͷی تورسینال١ ارتعاش در هشتم، مرتبه�ی مرزی مقدار مسئله�ی همچنین
مسائل نوع این حل برای تجزیه، و اسپلاین چند�جمله�ای�ها، متناهͬ، تفاضلات جمله، از مختلفͬ روش�های
واگرایͬ همچون نقص�هایͬ عمل در روش�ها، این بیشتر .[۵٠ ،۴۶ ،١۴ ،١٣ ،١٠ ،٣ ،٢ یافتند[١، توسعه
کردن برطرف برای در�برداشتند. را آدومیان چند�جمله�ای�های محاسبه�ی پیچیدگͬ و مرز مجاور نقاط در نتایج

شد. پیشنهاد نمایͬ تابع روش دشواری�ها این

١Toursinal
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مرتبه�ی مرزی مقدار مسائل حل برای قدرتمند، ͷنیͺت این کاربرد توسعه�ی فصل این نͽارش از ما انͽیزه�ی
مͬ�شود[۴]. آورده ذیل در موضوع این کردن روشن برای مثال چندین مͬ�باشد. بالا

را ذیل nام مرتبه�ی مرزی مقدار مسأله�ی ابتدا،

y(n)(x) = f(x, y) (٢٣.١)

مرزی شرایط با

y(j−۲)(a) = Aj , j = ۱,۲, · · · , n
۲
, y(j−۲)(b) = Bj, j = ۲,۴, · · · , n (٢۴.١)

غیر�خطͬ دیفرانسیل جوابمعادله�ی فرضکه این روی نمایͬ روشتابع شد گفته که مͬ�گیریم.همانطور نظر در
است. شده بنا مͬ�شود، بیان زیر صورت به

y(x) =

∑d
n=−c n exp[nx]∑q
m=−pm exp[mx]

(٢۵.١)

ثابت�های bmو an و مͬ�شوند مشخص بعداً که هستند مثبت و صحیح اعداد p ،q ،c ، d آن در که
شود: نوشته زیر صورت به مͬ�تواند معادله�ی(١.٢۵) طرفͬ از نامعلومند.

y(x) =
ac exp[cx] + · · ·+ a−d exp[−dx]
bp exp[px] + · · ·+ bq exp[−qx]

(٢۶.١)

غیر�خطͬ قسمت مرتبه�ی بالاترین با را معادله خطͬ قسمت مرتبه�ی بالاترین pو c مقادیر کردن مشخص برای
مͬ�کنیم. موازنه

عددی کاربرد�های ۴.١

عددی مͬ�بریم.نتایج کار به بالا مرتبه�ی مرزی مقدار با مسائل حل برای را نمایͬ تابع روش قسمت این در
مͬ�دهد. نشان را شده پیشنهاد روش کارایͬ و است کننده دلͽرم خیلͬ حاصل

: هشتم مرتبه�ی مرزی مقدار مسأله� .١.۴.١ مثال

y(viii)(x) = e−xy۲(x), ۰ < x < ۱, (٢٧.١)

مرزی شرایط با

y(۰) = y′′(۰) = y(iv)(۰) = y(vi)(۰) = ۱, y(۱) = y′′(۱) = y(iv)(۱) = y(vi)(۱) = e.
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با: است برابر مسأله این دقیق جواب که مͬ�گیریم نظر در را

y(x) = ex. (٢٨.١)

باشد زیر صورت به مسأله جواب مͬ�کنیم فرض

y(x) =
ac exp[cx] + · · ·+ a−d exp[−dx]
bp exp[px] + · · ·+ bq exp[−qx]

y۲ و خطͬ قسمت مرتبه بالاترین y(viii) ،(٢٧.١) معادله�ی به توجه با و شد اشاره ٢.١ بخش در آنچه طبق

مͬ�دهد: نتیجه را زیر عبارات مناسب ساده�سازی لذا بود. خواهد غیرخطͬ قسمت مرتبه بالاترین

y(viii) =
c۱ exp[(۲۵۵p+ c)x] + · · ·
c۲ exp[۲۵۶px] + · · ·

, (٢٩.١)

y۲ =
c۳ exp[۲cx] + · · ·
c۴ exp[۲px] + · · ·

=
c۳ exp[(۲۵۴p+ ۲c)x] + · · ·

c۴ exp[۲۵۶px] + · · ·
(٣٠.١)

نمایͬ تابع مرتبه�ی بالاترین موازنه�کردن وسیله�ی به مͬ�کنند. مشخص را ضرایب ciها سادگͬ، برای که

داریم و(٣٠.١) در(٢٩.١)

۲۵۵p+ c = ۲۵۴p+ ۲c, (٣١.١)

مͬ�کند: ایجاب که

p = c. (٣٢.١)

زیر معادلات در نمایͬ تابع مرتبه پایین�ترین موازنه�ی بوسیله�ی نیز q و dمقادیر

y(viii) =
· · ·+ d۱ exp[(−۲۵۵q − d)x]

· · ·+ d۲ exp[−۲۵۶qx]
, (٣٣.١)

y۲ =
· · ·+ d۳ exp[−۲dx]

· · ·+ d۴ exp[−۲qx]
=

· · ·+ d۳ exp[(−۲۵۴q − ۲d)x]

· · ·+ d۴ exp[−۲۵۶qx]
, (٣۴.١)

داریم (٣۴.١) و (٣٣.١) در نمایͬ تابع مرتبه�ی پایین�ترین موازنه�ی با حال مͬ�شوند. مشخص

−۲۵۵q − d = −۲۵۴q − ۲d, (٣۵.١)

به: مͬ�شود منجر که

q = d. (٣۶.١)



١٠ نمایͬ تابع روش .١ فصل

بود: خواهد زیر صورت به (٢۶.١) معادله�ی شود. اختیار q = d = ۱ و p = c = اگر۱ حالت١: •

y(x) =
a۱ exp[x] + a۰ + a−۱ exp[−x]
b۱ exp[x] + b۰ + b−۱ exp[−x]

. (٣٧.١)

داریم: (٢٧.١) در (٣٧.١) کردن جایͽزین از پس

۱

A
[c۸ exp(۸x) + c۷ exp(۷x) + c۶ exp(۶x) + c۵ exp(۵x) + c۴ exp(۴x)

+ c۳ exp(۳x) + c۲ exp(۲x) + c۱ exp(x) + c۰ + c−۱ exp(−x)

+ c−۲exp(−۲x) + c−۳ exp(−۳x) + c−۴ exp(−۴x) + c−۵ exp(−۵x)

+ c−۶ exp(−۶x) + c−۷ exp(−۷x) + c−۸ exp(−۸x) + c−۹ exp(−۹x)

+ c−۱۰ exp(−۱۰x)] = ۰, (٣٨.١)

A = (b۱ exp(x) + b۰ + b−۱ exp(−x))۹ ،ci(i = −۱۰,−۹,−۸, · · · ,۶,۷,۸) آن در که

(٣٨.١) رابطه در را exp(nx)ضرایب اگر حال مͬ�شوند. MAPLEمحاسبه بوسیله�ی که هستند ثابت�هایͬ

مͬ�شود: حاصل دهیم، قرار صفر برابر

{c−۱۰ = ۰, c−۹ = ۰, c−۸ = ۰, c−۷ = ۰, c−۶ = ۰, c−۵ = ۰, c−۴ = ۰, (٣٩.١)

c−۳ = ۰, c−۲ = ۰, c−۱ = ۰, c۰ = ۰, c۱ = ۰, c۲ = ۰, c۳ = ۰,

c۴ = ۰, c۵ = ۰, c۶ = ۰, c۷ = ۰, c۸ = ۰.}

مͬ�آید: بدست زیر MAPLEنتایج نرم�افزار ͷکم به (٣٩.١) دستͽاه حل از پس

{a−۱ = ۰, b۱ = ۰, a۰ = ۰, b۰ = a۱, b−۱ = ۰, a۱ = a۱.} (۴٠.١)

داشت. خواهیم (٢٧.١) معادله برای را y(x) = exدقیق جواب (٣٧.١) در (۴٠.١) مقادیر جایͽذاری از پس

مͬ�شود تبدیل زیر معادله به (٢۶.١) معادله�ی شود. اختیار q = d = ۱ ،p = c = اگر۲ :٢ حالت •

y(x) =
a۲ exp[۲x] + a۱ exp[x] + a۰ + a−۱ exp[−x]
b۲ exp[۲x] + b۱ exp[x] + b۰ + b−۱ exp[−x]

. (۴١.١)



١١ نمایͬ تابع روش .١ فصل

داشت: خواهیم ١ حالت در شده ذکر فرایند مطابق

{a−۱ = ۰, a۰ = ۰, a۱ = b۰, a۲ = a۲, b−۱ = ۰, b۰ = b۰, b۱ = a۲, b۲ = ۰.} (۴٢.١)

مͬ�آید: دست به ذیل جواب ،(۴١.١) رابطه در مقادیر این باجایͽذاری که

y(x) =
a۲e

۲x + b۰e
x

a۲ex + b۰
=
ex(a۲e

x + b۰)

a۲ex + b۰
,

بود. خواهد y(x) = ex صورت به (٢٧.١) معادله دقیق جواب لذا .a۲e
x + b۰ ̸= ۰ آن در که

: دهم مرتبه�ی مرزی مقدار مسأله�ی .٢.۴.١ مثال

y(۱۰)(x) = e−xy۲(x), ۰ < x < ۱, (۴٣.١)

مرزی شرایط با را

y(۰) = ۱, y′′(۰) = y(iv)(۰) = y(vi)(۰) = y(viii)(۰) = ۱,

y(۱) = e, y′′(۱) = y(iv)(۱) = y(vi)(۱) = y(viii)(۱) = e.

مͬ�باشد. y(x) = exمسأله این برای دقیق جواب که مͬ�گیریم نظر در

باشد: زیر صورت به مسأله جواب کنͬ فرض

y(x) =
ac exp[cx] + · · ·+ a−d exp[−dx]
bp exp[px] + · · ·+ bq exp[−qx]

مͬ�آید. دست به q = d و p = c قبل، مثال در کردن موازنه رویه طبق

بود خواهد زیر صورت به معادله�ی(١.٢۶) . شود اختیار q = d = ۱ و p = c = اگر۱ حالت١: •

y(x) =
a۱ exp[x] + a۰ + a−۱ exp[−x]
b۱ exp[x] + b۰ + b−۱ exp[−x]

. (۴۴.١)



١٢ نمایͬ تابع روش .١ فصل

داریم (۴٣.١) در (۴۴.١) کردن جایͽزین از پس

۱

A
[c۱۰ exp(۱۰x) + c۹ exp(۹x) + c۸ exp(۸x) + c۷ exp(۷x) + c۶ exp(۶x) + c۵ exp(۵x)

+ c۴ exp(۴x) + c۳ exp(۳x) + c۲ exp(۲x) + c۱ exp(x) + c۰ + c−۱ exp(−x)

+ c−۲ exp(−۲x) + c−۳ exp(−۳x) + c−۴ exp(−۴x) + c−۵ exp(−۵x)

c−۶ exp(−۶x) + c−۷ exp(−۷x) + c−۸ exp(−۸x) + c−۹ exp(−۹x)

+ c−۱۰ exp(−۱۰x) + c−۱۱ exp(−۱۱x) + c−۱۲ exp(−۱۲x)] = ۰, (۴۵.١)

A = (b۱ exp(x)+b۰+b−۱ exp(−x))۱۱ ،ci(i = −۱۲,−۱۱,−۱۰, · · · ,۸,۹,۱۰) آن در که

شده�اند. MAPLEمحاسبه بوسیله�ی که هستند ثابت�ها�یͬ

مͬ�شود: حاصل دهیم، قرار صفر برابر (۴۵.١) رابطه در را exp(nx)ضرایب اگر حال

{c−۱۲ = ۰, c−۱۱ = ۰, c−۱۰ = ۰, c−۹ = ۰, c−۸ = ۰, c−۷ = ۰, c−۶ = ۰,

c−۵ = ۰, c−۴ = ۰, c−۳ = ۰, c−۲ = ۰, c−۱ = ۰, c۰ = ۰, c۱ = ۰, c۲ = ۰,

c۳ = ۰, c۴ = ۰, c۵ = ۰, c۶ = ۰, c۷ = ۰, c۸ = ۰, c۹ = ۰, c۱۰ = ۰} (۴۶.١)

مͬ�شود: حاصل زیر MAPLEنتایج نرم�افزار ͷکم به (۴۶.١) دستͽاه حل از پس

{a−۱ = ۰, b۱ = ۰, a۰ = ۰, b۰ = a۱, b−۱ = ۰, a۱ = a۱.} (۴٧.١)

داشت. خواهیم (۴٣.١) معادله برای را y(x) = exدقیق جواب (۴۴.١) در (۴٧.١) مقادیر جایͽذاری از پس

مͬ�شود تبدیل زیر معادله به (٢۶.١) معادله�ی شود. qاختیار = d = ۱،p = c = اگر۲ :٢ حالت •

y(x) =
a۲ exp[۲x] + a۱ exp[x] + a۰ + a−۱ exp[−x]
b۲ exp[۲x] + b۱ exp[x] + b۰ + b−۱ exp[−x]

. (۴٨.١)

داشت: خواهیم ١ حالت در شده ذکر فرآیند مطابق

{a−۱ = a−۱, a۰ = ۰, a۱ = a۱, a۲ = ۰,

b−۱ = ۰, b۰ = a۱, b۲ = ۰.}

خواهد�بود. y(x) = ex صورت به دقیق (۴٨.١)جواب رابطه در مقادیر این باجایͽذاری که



١٣ نمایͬ تابع روش .١ فصل

دوازده: مرتبه�ی مرزی �مقدار مسأله�ی .٣.۴.١ مثال

y(۱۲)(x) = ۲exy۲(x) + y′′′(x), ۰ < x < ۱, (۴٩.١)

مرزی شرایط با را

y(۰) = y′′(۰) = y(iv)(۰) = y(vi)(۰) = y(viii)(۰) = y(۱۰)(۰) = ۱

y(۱) = y′′(۱) = y(iv)(۱) = y(vi)(۱) = y(viii)(۱) = y(۱۰)(۱) = e.

مͬ�باشد. y(x) = e−x مسأله این برای دقیق جواب که مͬ�گیریم نظر در

باشد زیر صورت به مسأله جواب کنیم فرض

y(x) =
ac exp[cx] + · · ·+ a−d exp[−dx]
bp exp[px] + · · ·+ b−q exp[−qx]

مͬ�آید. دست به q = dو p = c قبل، مثال در موازنه�کردن رویه�ی طبق

بود: خواهد زیر شͺل به (٢۶.١) معادله�ی . شود اختیار q = d = ۱ و p = c = اگر۱ حالت١: •

y(x) =
a۱ exp[x] + a۰ + a−۱ exp[−x]
b۱ exp[x] + b۰ + b−۱ exp[−x]

. (۵٠.١)

داریم: (۴٩.١) در (۵٠.١) کردن جایͽزین از پس

۱

A
[c۱۴ exp(۱۴x) + c۱۳ exp(۱۳x) + c۱۲ exp(۱۲x) + c۱۱ exp(۱۱x) + c۱۰ exp(۱۰x) + c۹ exp(۹x)

+ c۸ exp(۸x) + c۷ exp(۷x) + c۶ exp(۶x) + c۵ exp(۵x) + c۴ exp(۴x) + c۳ exp(۳x)

+ c۲ exp(۲x) + c۱ exp(x) + c۰ + c−۱ exp(−x) + c−۲ exp(−۲x)

+ c−۳ exp(−۳x) + c−۴ exp(−۴x) + c−۵ exp(−۵x) + c−۶ exp(−۶x)

+ c−۷ exp(−۷x) + c−۸ exp(−۸x) + c−۹ exp(−۹x) + c−۱۰ exp(−۱۰x)]

+ c−۱۱ exp(−۱۱x) + c−۱۲ exp(−۱۲x)] = ۰, (۵١.١)

A = (b۱ exp(x)+b۰+b−۱ exp(−x))۱۳ ،ci(i = −۱۲,−۱۱,−۱۰, · · · ,۱۲,۱۳,۱۴) آن در که

شده�اند. MAPLEمحاسبه بوسیله�ی که هستند ثابت�هایͬ


