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چͺیده

بهینه�سازی، ،ͷفیزی ،ͷانیͺم همانند علوم از بسیاری در ثابت �نقطه و مسائل�تعادل وردشͬ، نابرابری�های

مͬ�کنند.� بازی را مهمͬ نقش و...� علوم�مهندسͬ �حمل�ونقل، تعادل اقتصاد، �غیرخطͬ، برنامه�ریزی کنترل،

روش ͷی پایان�نامه این در است.� کاربردی و مهم بسیار مسائل این برای بارستͬ روش پیداکردن بنابراین

از باپایان مشترکیͷخانواده�ی جواب�های مجموعه مشترکاز عضو کردن پیدا برای جدید بارستͬ(تͺراری)

نابرابری�های از متناهͬ مشترک جواب�های مجموعه همچنین و یͺنوا� نͽاشت�های از استفاده با تعادل مسائل

هیلبرت فضای در غیرانبساطͬ نͽاشت�های از نامتناهͬ خانواده�ی ͷی ثابت نقاط� مجموعه از و وردشͬ

مͬ�باشد. مینیمم�سازی مسائل برای ͬͽبهین شرط که است شده معرفͬ

کلیدی واژه�های
. نͽاشت�یͺنوا نͽاشت�غیرانبساطͬ، مسئله�بهینه�سازی، وردشͬ، نابرابری تعادل، مسئله

ج
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مقدمه

دو x ∈ H برای ��آن�گاه باشد H از بسته و محدب زیرمجموعه�ی ͷی M و هیلبرت فضای ͷی H اگر

مͬ�باشند: معادل زیر خاصیت
(۱) tx ∈ M : ∥x− tx∥ = min

y∈M
∥x− y∥,

(۲) tx ∈ M : ⟨tx− x, tx− y⟩ ≤ ۰, ∀y ∈ M,

مͬ�نامند. وردشͬ نابرابری را دوم خاصیت و نقطه) (نزدیͺترین تقریب بهترین مسئله�ی را اول خاصیت که

x̄ ∈ K آوردن �دست به تعادل مسئله�ی f : K×K −→ R Xو نرم�دار فضای مجموعه�ی Kزیر فرضکنید

که است

f(x̄, y) ≥ ۰ ∀y ∈ K.

روش [۴١] ٢ زو ٢٠٠۴ سال در و مسائل�تعادل برای ناروانͬ تقریب روش�های [٢١] ١ مودافͬ ٢٠٠٠ سال در
مارینو۴ ، کولائو٣ ٢٠٠٨ سال در آن�ها از پس کردند. معرفͬ را غیرانبساطͬ نͽاشت�های برای ناروانͬ تقریب

نͽاشت�های از باپایان خانواده�ی ͷی جواب�های مجموعه از مشترک عضوی پیداکردن برای [١٢] زو و

ثابت و کردند معرفͬ را صریح بارستͬ دنباله�ی ͷی تعادل، مسائل جواب�های مجموعه و غیرانبساطͬ
چان٧ و ۶ لͬ ، ۵ چن بعد سال در است. همͽرا وردشͬ نابرابری جواب به مذکور� بارستͬ دنباله�ی نمودند

نͽاشت�های از استفاده با ثابت نقطه و مسائل�تعادل برای جدید بارستͬ روش ͷی عنوان با مقاله�ای [١١]

راه که آن�جایͬ از و پرداختند همͽرایͬ قوی قضیه اثبات به و کردند مطرح یͺنوا نͽاشت�های و غیرانبساطͬ

ریاضیات از وسیعͬ کاربرد و بهینه�سازی مسائل توسعه�ی باعث توانست شده ارائه بارستͬ دنباله�های و حل

متعددی مقالات در بعد سال�های و سال همان در شود، و... علوم�مهندسͬ ،ͷفیزی همانند دیͽری علوم در

شد. مطرح متفاوت و خاص شرایط با جدیدی بارستͬ روش�های و پیداکرد توسعه بارستͬ روش�های این
١Moudafi
٢Xu
٣Colao
۴Marino
۵Chang
۶Lee
٧Chan

٢



مقدمه

(
[٣٧ ،٣۶ ،٢٧ ،٢۶ ،٢۵ ،١٨ ،٩] مثال برای

)
و مͬ�باشد وردشͬ نابرابری و ثابت نقطه تعادل، مسائل برای بارستͬ روش چند بررسͬ پایان�نامه این هدف

نموده�ایم. اثبات و بیان را روش�ها این از هرکدام به مربوط قضیه�ی

است. شده تدوین فصل سه در پایان�نامه این

بهینه�سازی و تابعͬ ازآنالیز وقضایایͬ تعاریف بیان به بخش١.١ در که مͬ�باشد بخش دو شامل اول، فصل

مͬ�نماییم استفاده آن�ها از سه و دو درفصل مشترک طور به که قضایایͬ تعاریفو بخش٢.١ در و مͬ�پردازیم

مͬ�کنیم. بیان را

فضای در غیرانبساطͬ نͽاشت�های برای کلͬ بخش١.٢روشبارستͬ در بخشمͬ�باشد سه شامل دوم، فصل

بارستͬ دنباله�ای ٢.٢ بخش در مͬ�کنیم. ثابت نیز را فوق روش به مربوط قضیه�ی و مͬ�نماییم بیان را هیلبرت

مͬ�نماییم. ثابت �را آن به مربوط قضیه�ی و کرده معرفͬ را هیلبرت فضای در ثابت نقطه و تعادل مسائل برای

از که مͬ�کنیم معرفͬ را هیلبرت فضای در ثابت نقطه و تعادل مسائل برای کلͬ بارستͬ روش ٣.٢ بخش در

مͬ�نماییم. ثابت را آن به مربوط قضیه�ی و آمده دست به �٢.٢ و �١.٢ بخش در بارستͬ روش دو ترکیب

قضیه�ی اثبات برای که است لم�هایͬ و قضایا ١.٣شامل بخش کرده�ایم. مطرح را بخش چهار سه، فصل در

اثبات و بیان را همͽرایͬ قوی قضیه عنوان تحت ٢.٣قضیه�ای بخش در نیازمندیم.� آن�ها به ٢.٣ بخش

است. آن از اساسͬ شرط ͷی حذف ٣.٢ و ٢.٢ بخش�های قضایای با قضیه این عمده�ی تفاوت که مͬ�کنیم

را همͽرایͬ قوی قضیه از کاربرد دو ۴.٣ بخش در و مͬ�کنیم بیان را ٢.٣ بخش قضیه�ی ٣.٣نتایج بخش در

مͬ�نماییم. بیان

٣



١ فصل

اولیه مفاهیم

بهینه�سازی و آنالیزتابعͬ از قضایایͬ و تعاریف بیان به ١.١ بخش در است. بخش دو شامل فصل این

دوم فصل�های در طورمشترک به که مͬ�کنیم بیان را مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٢.١ بخش در و مͬ�پردازیم

ذکر به تنها است آمده مربوطه کتاب�های در قضایا این اثبات این�که به باتوجه مͬ�باشند. موردنیاز سوم و

مͬ�باشند. [٣٧ ،٣۶ ،٢٨ ،۴ ،٣] فصل این در اصلͬ منابع مͬ�گردد. اکتفا منابع



اولیه مفاهیم .١ فصل

بهینه�سازی و تابعͬ آنالیز از قضایایͬ و تعاریف ١.١

تعریف١.١.١

داخلͬ یͷضرب )باشد. مختلط یا اعدادحقیقͬ F) F اسͺالر میدان روی برداری Xیͷفضای فرضکنید�

مͬ���باشد: زیر خواص دارای و .⟩است , .⟩ : X ×X −→ Fاشتͽن ،X روی

(۱) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩ ∀x, y, z ∈ X

(۲) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩ ∀x, y ∈ X , ∀α ∈ F

(۳) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ ∀x, y ∈ X

(۴) ⟨x, x⟩ ≥ ۰, ⟨x, x⟩ = ۰⇐⇒ x = ۰∀x ∈ X

مͬ�آیند: دست به زیر نتایج (٣) و (٢) و (١) روابط از

است. خطͬ اول، عامل به نسبت داخلͬ ضرب

(۵) ⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ ∀x, y, z ∈ X , ∀α, β ∈ F

است. مزدوج خطͬ دوم، عامل به نسبت داخلͬ ضرب

(۶) ⟨x, αy⟩ = ⟨αy, x⟩ = ᾱ⟨y, x⟩ = ᾱ⟨x, y⟩ ∀x, y ∈ X , ∀α ∈ F

(۷) ⟨x, αy + βz⟩ = ᾱ⟨x, y⟩+ β̄⟨x, z⟩ ∀x, y, z ∈ X , ∀α, β ∈ F

از: است عبارت داخلͬ ضرب از حاصل نرم

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩.

از: است عبارت داخلͬ ضرب از حاصل ͷمتری

d(x, y) = ∥x− y∥ =
√
⟨x− y, x− y⟩.

تعریف٢.١.١

X روی شده تعریف داخلͬ ضرب ͷی با برداری فضای ͷی ،X هیلبرت یاپیش داخلͬ ضرب فضای ͷی

است.

۵



اولیه مفاهیم .١ فصل

تذکر١.١.١

هستند. نرم�دار فضاهایͬ داخلͬ، ضرب فضاهای

تعریف٣.١.١

مͬ�گوییم. کامل فضای باشد، همͽرا آن در کوشͬ دنباله�ی هر که دار، نرم فضای ͷی به

تعریف١.١.۴

گوییم. باناخ فضای را کامل دار نرم فضای ͷی

تعریف١.١.۵

نشان ،H نماد با را هیلبرت فضاهای معمولا و گوییم هیلبرت فضای را کامل داخلͬ ضرب فضای ͷی

مͬ�دهند.

هیلبرت فضای از چندخاصیت

است. برقرار شوارتز کوشͬ نابرابری هیلبرت فضای در (١)

|⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥.

است. برقرار متوازی�الاضلاع رابطه�ی هیلبرت فضای در (٢)

∥x− y∥۲ + ∥x+ y∥۲ = ۲(∥x∥۲ + ∥y∥۲).

قضیه١.١.١

x ∈ H برای آن�گاه M)باشد� ⊆ H )H از مجموعه�یمحدبوبسته Mیͷزیر هیلبرتو Hیͷفضای اگر

مͬ�باشند: معادل زیر خاصیت دو
(۱) tx ∈ M : ∥x− tx∥ = min

y∈M
∥x− y∥,

(۲) tx ∈ M : ⟨tx− x, tx− y⟩ ≤ ۰, ∀y ∈ M,

مͬ�نامند. وردشͬ نابرابری را دوم خاصیت و نقطه) (نزدیͺترین تقریب بهترین مسئله�ی را اول خاصیت که

برهان.[٣].

تعریف١.١.۶

x̄ ∈ K آوردن �دست به تعادل مسئله�ی f : K×K −→ R Xو نرم�دار فضای مجموعه�ی Kزیر فرضکنید

که است

f(x̄, y) ≥ ۰ ∀y ∈ K.

۶



اولیه مفاهیم .١ فصل

تعریف٧.١.١

باشند: برقرار زیر اصل سه که قسمͬ به τ ⊂ ۲S و S ̸= ∅ کنید فرض

S ∈ τو ∅ ∈ τ (١)∪
{Gα : α ∈ Λ} ⊂ τ آن�گاه α ∈ Λ هر برای Gα ∈ τ هرگاه (٢)

α∩
i=۱

Gi ∈ τ آن�گاه i ∈ ۱, · · · , n برای Gi ∈ τ هرگاه (٣)

موسوم�اند. باز» «مجموعه�های به τ عناصر و است S در توپولوژی ͷی τ صورت این در

نامیم. ͷتوپولوژی فضای ͷی را ⟨S, τ⟩مرتب جفت و

٨.١.١ تعریف

نقطه�ی همسایͽͬ�های از γ مجموعه�ی باشد. آن روی توپولوژی ͷی τو ͷتوپولوژی فضای S کنید فرض

باشد. γ از عضو ͷی شامل p ͬͽهمسای هر اگر است موضعͬ پایه�ی ͷی p ∈ S

تعریف٩.١.١

X روی اسͺالر ضرب و جمع عملͽر دو هر اگر گوییم برداری یا خطͬ توپولوژی فضای ͷی را (X, τ)

است. X روی خطͬ توپولوژی ͷی τ حالت این در باشند پیوسته

١٠.١.١ تعریف

فضای X تعاریف این در مͬ�نماییم. معرفͬ را ͷتوپولوژی برداری فضاهای از نوع چند زیر تعاریف در

است. τ باتوپولوژی ͷتوپولوژی برداری

باشند. محدب آن اعضای که باشد موجود ℜ موضعͬ پایه�ی ͷی اگر است محدب موضعا X (١)

باشد. داشته کراندار ͬͽهمسای ͷی صفر اگر است کراندار موضعا X (٢)

باشد. فشرده آن بستار که باشد داشته ͬͽهمسای ͷی صفر اگر است فشرده موضعا X (٣)

تعریف١١.١.١

V,U ∈ τ که کند ایجاب x ̸= y و x, y ∈ S اگر فقط و اگر است هاسدورف فضای ͷی ⟨S, τ⟩ فضای

. V ∩ U = ∅ و y ∈ V و x ∈ U که قسمͬ به باشند داشته وجود

هاسدورف ناحیه :١.١ شͺل

٧
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تعریف١٢.١.١

اگر است محدب Rn از X زیرمجموعه�ی

∀x, y ∈ X , ∀۰ ≤ λ ≤ ۱ : λx+ (۱− λ)y ∈ X.

تعریف١٣.١.١

: باشیم ۰داشته ≤ λ ≤ ۱ و x, y ∈ X هر ازای به اگر است محدب f : X −→ R تابع

f
(
λx+ (۱− λ)y

)
≤ λf(x) + (۱− λ)f(y). (١.١)

تعریف١.١.١۴

اگر فقط و اگر است محدب شبه f : X −→ R تابع

∀x, y ∈ X , ∀λ ∈ [۰,۱] : f
(
λx+ (۱− λ)y

)
≤ max

{
f(x), f(y)

}
. (٢.١)

تذکر٢.١.١

تابع آن�گاه باشد اکید
(
(٢.١)

)
(١.١) نابرابری چنانچه λ ∈ (۰,۱) و x ̸= y برای که باشید داشته توجه

است.
(
محدب شبه اکیدا

)
محدب اکیدا f

تعریف١.١.١۵

روی f صورت این در باشد پذیر دیفرانسیل X ⊂ Rn باز مجموعه�ی روی f : X −→ R تابع کنید فرض

اگر است محدب�نما X

∀x, y ∈ X ∇f(x).(y − x) ≥ ۰ =⇒ f(y) ≥ f(x).

تعریف١.١.١۶

اگر است محدب قویا f تابع

f(y)− f(x) ≥
⟨
∇f(x), y − x

⟩
+ ρ∥y − x∥۲ ρ > ۰.

تعریف١٧.١.١

اگر است محدب ضعیفا f تابع

f(y)− f(x) ≥
⟨
∇f(x), y − x

⟩
+ ρ∥y − x∥۲ ρ < ۰.

تعریف١٨.١.١

هرگاه »گویند usc » یا بالایͬ پیوسته�ی نیم را f تابع

lim sup
x→x۰

f(x) ≤ f(x۰).

٨
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تعریف١٩.١.١

هرگاه »گویند lsc » یا پایینͬ پیوسته�ی نیم f تابع

lim inf
x→x۰

f(x) ≥ f(x۰).

٢٠.١.١ تعریف

پیوسته خطͬ توابع X روی آن عناصر اگر است X ͷتوپولوژی برداری فضای از دوگان برداری فضای ،X∗

باشند.

تعریف٢١.١.١

CoS یا Conv(S) با که است S شامل محدب مجموعه�ی کوچͺترین S ⊆ Rn مجموعه�ی محدب غلاف

شود. مͬ داده نشان

Conv(S) =

{
n+۱∑
i=۱

λixi :
∑

λi = ۱ λi ≥ ۰ xi ∈ S

}
, S ⊆ R.
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مقدماتͬ قضایای و تعاریف ٢.١

توضیح:

مͬ�گیریم: نظر در را زیر مفروضات بخش این قضایای و تعاریف تمامͬ در

است. حقیقͬ هیلبرت فضای ͷی H (١)

است. H از بسته و محدب غیرتهͬ، مجموعه�ی زیر ͷی C (٢)

تعریف١.٢.١

نͽاشت ͷیS صورت این در باشد خودنͽاشت) )(S : H −→ H) H روی نͽاشت ͷی S کنید فرض

اگر است غیرانبساطͬ

∥Sx− Sy∥ ≤ ∥x− y∥ ∀x, y ∈ H. (٣.١)

١.٢.١ مثال

مͬ�باشند. R حقیقͬ اعداد فضای در غیرانبساطͬ نͽاشت�های از نمونه�ای |x| و cosx ، sinx

تعریف٢.٢.١

اگر است غیرانبساطͬ نسبتا نͽاشت ͷی Tr : H −→ C نͽاشت

∀x, y ∈ H ∥Trx− Try∥۲ ≤ ⟨Trx− Try, x− y⟩. (۴.١)

تذکر١.٢.١

نیست. برقرار همیشه آن عͺس اما است غیرانبساطͬ نسبتاغیرانبساطͬ، نͽاشت هر

نͽاشت ͷی Tr کنید فرض است غیرانبساطͬ نسبتاغیرانبساطͬ، نͽاشت هر دهیم مͬ نشان ابتدا برهان.

داریم: (۴.١) نابرابری به توجه با اکنون باشد نسبتاغیرانبساطͬ

∥Trx− Try∥۲ ≤ ⟨Trx− Try, x− y⟩ ≤ ∥Trx− Try∥∥x− y∥ ≤ ∥x− y∥۲.

است. غیرانبساطͬ Tr آن�گاه Trx ̸= Try اگر صورت این در

ارائه نقض مثال ͷی نمͬ�باشد غیرانبساطͬ نسبتا غیرانبساطͬ، نͽاشت هر دهیم نشان این�که برای اکنون

مͬ�دهیم.

در این و است غیرانبساطͬ نͽاشت ͷی Sx دریافت مͬ�توان (٣.١) نابرابری توجه با آن�گاه Sx = −x اگر

نمͬ�باشد. نسبتاغیرانبساطͬ نͽاشتͬ صورت این در و نمͬ�کند صدق (۴.١) نابرابری در Sx که است حالͬ
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تعریف٣.٢.١

نقطه u آن�گاه Su = u که قسمͬ به باشد موجود u ∈ H و H روی غیرانبساطͬ نͽاشت ͷی S فرضکنید

است. S ثابت

مͬ�دهیم. نشان Fix(S) یا F (S) با را S ثابتِ نقاط مجموعه�ی

تعریف٢.١.۴

اگر است یͺنوا A : C −→ H نͽاشت

⟨x− y,Ax−Ay⟩ ≥ ۰, ∀x, y ∈ C. (۵.١)

تذکر٢.٢.١

است. یͺنوا اکیدا A آن�گاه باشد اکید (۵.١) نابرابری چنانچه

تذکر٣.٢.١

اگر باشد یͺنوا نͽاشتͬ A کنید فرض

∃u ∈ C s.t ⟨v − u,Au⟩ ≥ ۰ ∀v ∈ C.

نشان V I(C,A) با را وردشͬ نابرابری این جواب�های مجموعه و است وردشͬ نابرابری جواب u آن�گاه

مͬ�دهند.

تعریف٢.١.۵

اگر مͬ�شود نامیده یͺنوا k-قویا ، T : C −→ H نͽاشت

∃k > ۰ s.t ∀x, y ∈ C ⟨Tx− Ty, x− y⟩ ≥ k∥x− y∥۲. (۶.١)

۶.٢.١ تعریف

طوری�که به باشد موجود αمثبت عددحقیق̞ͬ اگر گویند وارون - α یͺنوای قویا را T : C −→ H نͽاشت

∀x, y ∈ C
⟨
T (x)− T (y), x− y

⟩
≥ α∥T (x)− T (y)∥۲.

٧.٢.١ تعریف

اگر است β̄ > ضریب۰ با مثبت قویا B : H −→ H عملͽر

⟨Bx, x⟩ ≥ β̄∥x∥۲.

تعریف٨.٢.١

هرگاه است p درجه�ی از مثبت همͽن̞ α : H −→ R تابع

∀t > ۰ α(tz) = tpα(z).
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مͬ�باشد. ثابت ͷی p > ۱ که

٩.٢.١ تعریف

صورت این در باشند موجود α : H −→ Rمثبت همͽن تابع و η : C × C −→ H نͽاشت اگر

اگر است آرام یͺنوای η − α نͽاشت ͷی T : C −→ H ⟩نͽاشت
Tx− Ty, η(x, y)

⟩
≥ α(x− y) ∀x, y ∈ C. (٧.١)

تذکر٢.١.۴

اگر (١)

∀x, y ∈ C η(x, y) = x− y.

داریم: (٧.١) نابرابری طبق آن�گاه

⟨Tx− Ty, x− y⟩ ≥ α(x− y) ∀x, y ∈ C.

شود. مͬ نامیده آرام -یͺنوای α نͽاشت ͷی T صورت این در

اگر (٢)

∀x, y ∈ C η(x− y) = x− y.

و

∀z ∈ H α(z) = k∥z∥p, k > ۰, p > ۱.

داریم: (٧.١) نابرابری طبق آن�گاه

⟨Tx− Ty, x− y⟩ ≥ k∥x− y∥p ∀x, y ∈ C.

است. نͽاشتp-یͺنوا ͷی T صورت این در

تعریف در قبلا مͬ�شودکه نامیده یͺنوا قویا −k نͽاشت ͷی T آن�گاه p = ۲ قبل قسمت در اگر (٣)

شد. بیان (۵.٢.١)

اگر (۴)

∀x, y ∈ C η(x, y) = x− y.

و

α ≡ ۰.
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. است آرام یͺنوای η − α یͺنوا، نͽاشت هر آن�گاه

مثال٢.٢.١

و Tx = −x و C = (−∞,∞) کنید فرض

η(x, y) =


−C(x− y) x ≥ y;

C(x− y) x < y,

صورت به نیز α(z) که است آرام یͺنوای η − αاشتͽن T صورت این در و است ضریب ͷی C > ۰ که

مͬ�باشد: زیر

α(z) =


Cz۲ z ≥ ۰;

−Cz۲ z < ۰,

تعریف١٠.٢.١

باشد موجود ۰ ≤ k < ۱ ثابت عدد هرگاه مͬ�شود نامیده k ثابت با انقباض ͷی f : H −→ H نͽاشت

که قسمͬ به

∥fx− fy∥ ≤ k∥x− y∥.

تعریف١١.٢.١

اگر مͬ�شود نامیده انقباضͬ�نما S : C −→ C نͽاشت

∀x, y ∈ C ∥Sx− Sy∥۲ ≤ ∥x− y∥۲ + ∥(I − S)x− (I − S)y∥۲. (٨.١)

معادل طور به یا

∀x, y ∈ C
⟨
(I − S)x− (I − S)y, x− y

⟩
≥ ۰. (٩.١)

تذکر٢.١.۵

است. انقباضͬ�نما اکیدا نͽاشت ͷی S آن�گاه باشند اکید (٩.١) یا (٨.١) نابرابری�های چنانچه

تذکر٢.١.۶

که قسمͬ به باشد یͺنوا نͽاشتͬ A و انقباضͬ�نما نͽاشت ͷی S کنید فرض

A = I − S , A−۱(۰) = F (S),

آن�گاه

F (S) = V I(C,A).
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لذا u ∈ F (S) کنید فرض . F (S) ⊆ V I(C,A) مͬ�کنیم ثابت ابتدا برهان.

Su = u =⇒ u− Su = ۰

=⇒ (I − S)u = ۰

=⇒ Au = ۰

=⇒ ⟨v − u,Au⟩ = ۰.

: گرفت نتیجه مͬ�توان شد بیان (١.١.١) قضیه�ی در که وردشͬ نابرابری تعریف به توجه با بنابراین

u ∈ V I(C,A).

. V I(C,A) ⊆ F (S) کنیم ثابت باید حال

صورت این در A = I − S داشتیم مسئله فرض طبق چون ⟨v − u,Au⟩ ≥ ۰ آن�گاه u ∈ V I(C,A) اگر

⟨v − u, (I − S)u⟩ ≥ ۰.

داریم: بنابراین v = Su کنید فرض اکنون

⟨Su− u, (I − S)u⟩ ≥ ۰ =⇒ ⟨Su− u, u− Su⟩ ≥ ۰.

مͬ�شود: نتیجه و

∥u− Su∥ ≤ ۰. (١٠.١)

: مͬ�دانیم طرفͬ از

∥u− Su∥ ≥ ۰. (١١.١)

: داریم (١١.١) و (١٠.١) به توجه با این�رو از

∥u− Su∥ = ۰ =⇒ Su− u = ۰

=⇒ Su = u

=⇒ u ∈ F (S).

تعریف١٢.٢.١

و T نͽاشت دو و باشد E از غیرتهͬ مجموعه�ی زیر ͷی K و E∗ دوگان با باناخ فضای ͷی E فرضکنید

زیرباشند: صورت به η

T : K −→ E∗ , η : K ×K −→ E,
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هرگاه است پیوسته -نیمه η ،T : K −→ E∗ نͽاشت آن�گاه

۰+ در است شده تعریف زیر صورت به که f : [۰,۱] −→ (−∞,∞) تابع x, y ∈ K نقطه�ی هر برای

باشد. پیوسته

f(t) =
⟨
T (۱− t)x+ ty, η(x, y)

⟩
.

تعریف١٣.٢.١

نͽاشت F : K −→ ۲E نͽاشت باشد. E از غیرتهͬ مجموعه�ی زیر K و باناخ فضای ͷی E کنید فرض

هرگاه مͬ�شود نامیده ١ KKM

∀xi ∈ E , i = ۱,۲, · · · , n Co{x۱, x۲, · · · , xn} ⊆ ∪n
i=۱F (xi).

است. E تهͬ غیر مجموعه�های زیر همه�ی از خانواده�ای ۲E که

تعریف٢.١.١۴

حقیقͬ دنباله�ی ͷی {θn} و C روی غیرانبساطͬ نͽاشت�های از متناهͬ خانواده�ی ͷی {Sn} کنید فرض

شده تعریف زیر صورت Wnبه : C −→ C نͽاشت n ≥ ۱ هر برای و ،۰ ≤ θn < ۱ که قسمͬ به باشد

باشد:

Un,n+۱ = I

Un,n = θnSnUn,n+۱ + (۱− θn)I

Un,n−۱ = θn−۱Sn−۱Un,n + (۱− θn−۱)I
...

Un,k = θkSkUn,k+۱ + (۱− θk)I

Un,k−۱ = θk−۱Sk−۱Un,k + (۱− θk−۱)I
...

Un,۲ = θ۲S۲Un,۳ + (۱− θ۲)I

Wn = Un,۱ = θ۱S۱Un,۲ + (۱− θ۱)I.

S۱, S۲, · · · , Sn−۱, Sn توسط تولیدشده وW-نͽاشت است غیرانبساطͬ نͽاشت ͷیWn آن�گاه

مͬ�شود. نامیده θ۱, θ۲, · · · , θn−۱, θn و

١K. K. Marzukiewicz
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