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چ΋یده:

معرض در ارزش معرضریسΈو در ارزش نظریه براساس بهینه سهام سبد تعیین
ͳشرط Έریس

پیری فرزانه

کردن ماکزیمم برای سرمایه�گذاری فرصت�های از مجموعه Έی روی سرمایه توزی΄ سهام، سبد انتخاب هدف
مدل�های ورودی پارامترهای عنوان به که هستند ͳکمیت�های درآمد ریسΈو ریسΈاست. مدیریت حین در درآمد
حل و فرمول�بندی زمان در کمیتها این ͳول م�ͳگیرند. قرار استفاده مورد سرمایه بهینه تخصیص برای شده پیشنهاد
خطای است مم΋ن تخمین�ها این که شوند زده تخمین باید مسأله حل برای و نیستند معلوم دقیق طور به مسأله

باشند. داشته همراه به را ͳبزرگ
تخمین Έریس تحت سهام سبد بهینه�سازی مسائل استوار مدل�های مقایسه و ͳبررس ما هدف پایان�نامه، این در
مسائل و م�ͳکنیم ͳمعرف را Έریس محاسبه مختلف ت΋نی�Έهای ابتدا منظور، این برای است. میانΎین درآمد در
و بازه�ای قطعیت عدم مجموعه�های از استفاده با .سپس م�ͳدهیم شرح را آ�ن�ها به مربوط سهام سبد بهینه�سازی
Έریس اندازه�گیری برای ͳشرط Έریس معرض در ارزش از استفاده همچنین و میانΎین درآمد برای بیض�ͳگون
متعددی مثال�های همچنین م�ͳکنیم. بیان را سهام سبد بهینه�سازی مسائل استوار مدل میانΎین، درآمد در تخمین

است. شده ارائه مدل�ها بیشتر ΀تشری منظور به

واژه: کلید
ͳمخروط بهینه�سازی ،ͳشرط Έریس معرض در ارزش استوار، بهینه�سازی سهام، سبد بهینه�سازی

خ



Abstract:

Optimal Portfolio Selection using Value at Risk and Condi-
tional Value at Risk

Farzaneh Piri

In the portfolio selection, the goal is to distribute the capital on a set of investment
opportunities to maximize return while managing risk. Risk and return are quantities
that are used as input parameters for the optimal allocation of the capital in the
suggested models. But these quantities are not known at the time of the formulation
and solving problem. Thus they should be estimated to solve the problem which might
lead to large error.

In the present thesis, we will study and compare robust models for portfolio op-
timization problems under the estimation risk in mean return. To do so, first we in-
troduce different risk measures and describe related portfolio optimization problems.
Then, using interval and ellipsoidal uncertainty sets for mean return and conditional
value at risk to measure the estimation risk in mean return, we present robust models
of portfolio optimization problems. Moreover, several examples are presented to fur-
ther describe models.

Key words:
Portfolio Optimization, Robust Optimization, Conditional Value at Risk, Conic Op-
timization
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١

پیشΎفتار:

بورس در �شده پذيرفته شركت�های سهام قالب در سرمايه�گذاران دارای�ͳهای از ͳتوجه قابل بخش امروزه

Έریس تحمل مستلزم ͳبازده كسب كه است گونه�ای به سرمايه�گذاری و تجاری فعاليت�های ماهيت م�ͳباشد.

و حداکثر را سرمایه�گذاری از ͳناش سود هستند علاقمند همواره مؤسسات ͳمال مدیران و سرمایه�گذاران لذا است.

نمایان سرمایه�گذاری در ضروری امر Έی عنوان به سهام سبد بهینه�سازی رو این از نمایند. حداقل را آن Έریس

نظریه نظریه�ها، معروف�ترین از ͳ΋ی .[١۶] است شده زمینه این در زیادی نظریه�های و مدل�ها خلق به منجر و

میانΎین-واریانس مدل .[١٨] است ١٩۵٢ سال در مارکویتز هری توسط شده ارائه سهام سبد بهینه انتخاب

دلیل به هرچند است، بوده بهینه سهام سبد انتخاب مسائل برای استاندارد چارچوب عنوان به سال�ها ͳط مارکویتز

آن از استفاده ،Έریس عنوان به واریانس گرفتن نظر در همچنین و مدل ͳغیرقطع پارامترهای در تخمین Έریس

است. شده محدود

سهام سبد بهینه�سازی مسائل برای استوار مدل�های میانΎین، درآمد قطعیت عدم روی تمرکز با پایان�نامه این در

مسائل و آمار نظریه ،ͳخط جبر زمینه�های در ͳمقدمات قضایای و مفاهیم به هدف، این برای کرد. خواهیم ارائه را

مارکویتز میانΎین-واریانس مدل دوم، فصل در م�ͳپردازیم. آن�ها بیان به اول فصل در که داریم نیاز بهینه�سازی

و کرده ͳمعرف Έریس محاسبه برای دیΎری روش�های موضوع، اهمیت به توجه با و م�ͳدهیم قرار ͳبررس مورد را

ورودی پارامترهای قطعیت عدم به توجه با نهایت، در م�ͳدهیم. ارائه را آن�ها از استفاده با آمده دست به مدل�های

ͳبررس به را سوم فصل میانΎین، درآمد تخمین خصوص به آن�ها دقیق تخمین بودن مش΋ل و شده مطرح مسائل

آن�ها مقایسه و تحلیل و تجزیه به ͳمثال�های ارائه با و داده اختصاص سهام سبد بهینه�سازی مسائل استوار مدل�های

م�ͳپردازیم.



١ فصل

آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات



٣ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

نیاز مورد بعدی فصل�های در که را آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر به مربوط پایه�ای مفاهیم ͳبرخ فصل این در

م�ͳکنیم. بیان هستند،

ͳخط جبر از ͳمقدمات ١-١

داشته x صفر مخالف بردار هر برای هرگاه م�ͳشود نامیده مثبت معین A ∈ Rn×n ماتریس تعریف١-١-١.

باشیم:

xTAx > ۰.

.xTAx ≥ ۰ باشیم داشته x هر ازای به اگر است مثبت معین نیمه Aماتریس

مثبت معین خواصماتریس�های ͳبرخ

باشند. مثبت آن ویژه مقادیر همه اگر فقط و اگر است مثبت معین A متقارن ماتریس Έی .١

باشند. مثبت آن ͳاصل کهادهای همه اگر فقط و اگر است مثبت معین A متقارن ماتریس Έی .٢

.aii > ۰ داریم i مقادیر همه ازای به آنΎاه باشد، مثبت معین A = (aij) , i, j = ۱, . . . , n اگر .٣

ماتریس همه اندازه) لحاظ (از عنصر بزرگترین آنΎاه باشد، مثبت معین A = (aij) , i, j = ۱, . . . , n اگر .۴

باشد. داشته قرار آن قطر روی بر باید

است. مثبت معین مثبت، قطری عناصر با قطری غالب متقارن ماتریس Έی .۵

نرم�دار فضاهای ١-١-١

در نرم Έی f : V → R تاب΄ اینصورت در باشد، R در برداری فضای Έی V کنید فرض تعریف١-١-٢.

کند: صدق زیر خواص در هرگاه م�ͳشود نامیده V

.ν = ۰ اگر فقط و اگر f (ν )= ۰ همچنین و ν ∈ V هر ازای به f (ν )≥ ۰ .١

.α ∈ R هر ازای به و ν ∈ V هر ازای به f(αν) =| α | f(ν) .٢

. ν, ω ∈ V هر ازای به f(ν + ω) ≤ f(ν) + f(ω) .٣

م�ͳشود. نامیده نرم�دار فضای باشد نرم دارای که برداری فضای هر



۴ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

برداری نرم�های ١-١-٢

∥ x ∥ نماد توسط که برداری نرم Έی آنΎاه باشد. Rn در بعدی �n بردار Έی x = [x۱, . . . , xn]
T کنید فرض

زیر خواص دارای که است Rn روی بر شده تعریف ͳحقیق مقدار با x از پیوسته تاب΄ Έی م�ͳشود، داده نمایش

است:

باشد. صفر بردار Έی x اگر ∥ x ∥= ۰ و x صفر مخالف بردار هر ازای به ∥ x ∥> ۰ .١

.α اس΋الرهای همه ازای به و Rn در x بردار هر ازای به ∥ αx ∥= |α| ∥ x ∥ .٢

.Rn در y و x بردار هر ازای به ∥ x+ y ∥≤∥ x ∥ + ∥ y ∥ .٣

هستند. برداری نرم�های زیر تواب΄ که داد نشان م�ͳتوان ͳسادگ به

:Έی نرم یا مجموع نرم .١

∥ x ∥۱= |x۱|+ |x۲|+ . . .+ |xn|.

دو: نرم یا ͳاقلیدس نرم .٢

∥ x ∥۲=
√
x۲
۱ + x۲

۲ + . . .+ x۲
n.

ماکزیمم: نرم یا ب�ͳنهایت نرم .٣

∥ x ∥∞= max
۱≤i≤n

|xi|.

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به هولدر١ نرم یا p-نرم آنΎاه p ≥ ۱ اگر ،ͳکل حالت در

∥ x ∥p= (|x۱|p + . . .+ |xn|p)
۱
p .

ͳماتریس نرم�های ١-١-٣

تعریف زیر خواص با ∥ A ∥ ͳماتریس نرم Έی برداری نرم مشابه آنΎاه ماتریسm×nباشد، Έی A کنید فرض

م�ͳشود.

باشد. صفر ماتریس Έی A اگر فقط و اگر ∥ A ∥= ۰ ،∥ A ∥≥ ۰ .١

.α اس΋الر هر ازای به ∥ αA ∥= |α| ∥ A ∥ .٢

١Holder



۵ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

.∥ A+B ∥≤∥ A ∥ + ∥ B ∥ .٣

همه در م�ͳشود تعریف زیر صورت به که ͳنامنف عدد Έی ،∥ . ∥p برداری نرم Έی و Aماتریس بودن مفروض با

م�ͳکند: صدق ͳماتریس نرم Έی خواص

∥ A ∥p= max
x ̸=۰

∥ Ax ∥p
∥ x ∥p

.

دارد. شهرت نیز Aماتریس p-نرم نام به که است برداری نرم به وابسته ͳماتریس نرم Έی نرم این

آنΎاه ،A ∈ Rn×n اگر .١-١-٣ قضیه

م�ͳشود. نامیده ماکزیمم ͳستون مجموع نرم ∥،که A ∥۱= max۱≤j≤n

∑m
i=۱ |aij| .١

م�ͳشود. نامیده ماکزیمم سطری مجموع نرم که ،∥ A ∥∞= max۱≤i≤m

∑n
j=۱ |aij| .٢

نرم و است ATA ویژه مقدار ماکزیمم با برابر λmax

(
ATA

)
آن در که ،∥ A ∥۲=

√
λmax (ATA) .٣

دارد. نام دو نرم یا ͳطیف

.[١٢] به شود رجوع برهان.

تحدب ١-٢

مجموعه�ها و تواب΄ ͳبرخ توصیف برای که است بهینه�سازی در خصوص به و ریاضیات در مهم مفهوم Έی تحدب

Έی λx+ (۱− λ)y نقطه ،λ ∈ [۰, ۱] هر برای آنΎاه باشند. Rn در نقطه دو y و x کنید فرض م�ͳشود. استفاده

نقطه دو این متصل�کننده پاره�خط y و xمحدب ترکیب�های همه مجموعه م�ͳشود. نامیده y و x از محدب ترکیب

است.

هرگاه: م�ͳشود نامیده محدب مجموعه Έی Rn از S زیرمجموعه تعریف١-٢-١.

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [۰, ۱] =⇒ λx+ (۱− λ)y ∈ S.

کاملا̈ نقطه دو این واصل پاره�خط ،S در y و x نقطه زوج هر برای اگر است محدب S مجموعه ،ͳهندس طور به

گیرد. قرار S مجموعه در

هستند. محدب مجموعه�های از ͳنمونه�های زیر مجموعه�های .١-٢-٢ مثال

.{(x۱, x۲) : x
۲
۱ + x۲

۲ ≤ ۱} .١



۶ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

است. بردار mΈی b و m× nماتریس Έی A آن در که ،{x : Ax = b} .٢

است. بردار mΈی b و m× nماتریس Έی A آن در که ،{x : Ax = b, x ≥ ۰} .٣

است. بردار mΈی b و m× nماتریس Έی A آن در که ،{x : Ax ≤ b, x ≥ ۰} .۴

م�ͳشود نامیده محدب تاب΄ Έی f : S −→ R تاب΄ باشد، محدب یΈمجموعه S کنید فرض تعریف١-٢-٣.

هرگاه:

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ [۰, ۱] =⇒ f(λx+ (۱− λ)y) ≤ λf(x) + (۱− λ)f(y). (١-١)

بین واصل وتر ارتفاع ،λ ∈ [۰, ۱] آن در که λf(x) + (۱− λ)f(y) شود: تعبیر چنین م�ͳتواند نامساوی این

f(λx+(۱−λ)y) ≤ این΋ه دلیل به م�ͳدهد. نشان λx+(۱−λ)y نقطه در را (y, f (y))و (x, f (x)) نقطه دو

صورت به (١-١) نامساوی اگر است. تاب΄ خود ارتفاع ͳبزرگ به حداقل وتر ارتفاع پس ،λf(x)+(۱−λ)f(y)

محدب −f اگر م�ͳنامیم، مقعر را f تاب΄ همچنین بود. خواهد محدب اکیداً تاب΄ Έی f تاب΄ آنΎاه باشد، اکید

باشد.

بهینه�سازی از ͳمقدمات ١-٣

ͳبرنامه�ریزیخط ١-٣-١

که است (١LP) ͳخط برنامه�ریزی یا ͳخط بهینه�سازی مسأله بهینه�سازی، مسائل ساده�ترین و رای;�ترین از ͳ΋ی

ͳ΋ی حداقل یا و هدف تاب΄ اگر م�ͳکند. بهینه ͳخط نامساوی یا تساوی محدودیت�های با را ͳخط هدف تاب΄ Έی

Έی استاندارد فرم است. (٢NLP) ͳغیر�خط برنامه�ریزی مسأله Έی مسأله آنΎاه نباشد، ͳخط محدودیت�ها از

است: زیر صورت به ͳخط برنامه�ریزی مسأله

min
x

cTx (١-٢)

s.t. Ax = b,

x ≥ ۰,

١Linear Programming ٢Nonlinear Programming



٧ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

مسأله دوگان همچنین است. تصمیم متغیر x ∈ Rn و هستند معلوم c ∈ Rn و b ∈ Rm ،A ∈ Rm×n آن در که

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به (١-٢)

max
y,s

bTy (١-٣)

s.t. ATy ≤ c.

م�ͳکنیم. بیان را آن�ها از ͳبرخ ادامه در که دارد وجود مسأله دو این بین متعددی روابط

به و ،x ،(١-٢) اولیه ͳخط برنامه�ریزی مسأله ͳشدن جواب هر ازای به (ͳدوگان ضعیف (قضیه .١-٣-١ لم

داریم: همواره ،y ،(١-٣) دوگان مسأله ͳشدن جواب هر ازای

cTx ≥ bTy.

است. دوگان مسأله بهینه هدف تاب΄ بالای کران اولیه، مسأله ͳشدن جواب هر ازای به هدف تاب΄ مقدار ویژه، به

مسأله بهینه هدف تاب΄ مقدار پایین کران دوگان، مسأله ͳشدن جواب هر ازای به هدف تاب΄ مقدار مشابه، طریق به

است. اولیه

.[۵] به شود رجوع برهان.

گرفت: را زیر نتای; م�ͳتوان فوق لم از

،cTx۰ = bTy۰ که نحوی به باشند دوگان و اولیه مسائل ͳشدن جواب�های ترتیب به y۰ و x۰ اگر .١-٣-٢ نتیجه

هستند. نظیرشان مسائل بهینه جواب�های y۰ و x۰ آنΎاه

جواب دیΎری آنΎاه باشد، داشته ͳنامتناه هدف تاب΄ مقدار دوگان یا اولیه مسائل از ͳ΋ی اگر .١-٣-٣ نتیجه

ندارد. ͳشدن

است آن باشد (١-٢) مسأله بهینه نقطه x∗ این�که برای ͳکاف و لازم شرط م�ͳگوید ١KKT ͳΎبهین شرایط

که طوری به باشد داشته وجود y∗ که

،Ax∗ = b, x∗ ≥ ۰ .١

،ATy∗ ≤ c .٢

.x∗i
(
c− ATy∗

)
i
= ۰, ∀i = ۱, . . . , n .٣

١Karush-Kuhn-Tucker



٨ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

است. مشهور قوی دوگان خاصیت به که م�ͳشود زیر لم به منجر این

و دارند بهینه جواب مسأله دو هر آنΎاه باشد، داشته بهینه جواب دوگان یا اولیه مسائل از ͳ΋ی اگر .۴-١-٣ لم

است. مساوی آن�ها بهینه هدف تاب΄ مقادیر

م�ͳشود. بیان زیر صورت به ͳدوگان ͳاساس قضیه شده، حاصل نتای; از استفاده با

است: ΀صحی زیر عبارات از ͳ΋ی دقیقاً دوگان، و اولیه ͳخط برنامه�ریزی مسائل برای .۵-١-٣ قضیه

هستند. cTx∗ = bTy∗ با y∗ و x∗ بهینه جواب�های دارای مسأله دو .١

است. ͳنشدن دیΎری که ͳحال در دارد، ͳنامتناه هدف تاب΄ مقدار مسأله Έی .٢

هستند. ͳنشدن مسأله دو هر .٣

.[۵] به شود رجوع برهان.

دوم درجه برنامه�ریزی ١-٣-٢

دسته در که است (١QP) دوم درجه برنامه�ریزی یا دوم درجه بهینه�سازی مسأله کل�ͳتر، بهینه�سازی مسأله Έی

مسائل از دسته این است. متغیرها از دو درجه تاب΄ Έی هدف تاب΄ آن در و دارد قرار ͳخط غیر برنامه�ریزی مسائل

زیر صورت به QP استاندارد فرم شوند. بیان ͳمختلف فرم�های در م�ͳتوانند ͳخط برنامه�ریزی مسائل همانند نیز

است:

min
x

۱
۲
xTQx+ cTx (۴-١)

s.t. Ax = b,

x ≥ ۰,

از است. تصمیم متغیر x ∈ Rn و هستند معلوم Q ∈ Rn×n و c ∈ Rn ،b ∈ Rm ،A ∈ Rm×n آن در که

متقارن Q که کرد فرض م�ͳتوان مسأله کلیت دادن دست از بدون ،xTQx =
۱
۲
xT (Q + QT )x که ͳآنجای

نتیجه در و محدب هدف تاب΄ Έی (۴-١) مسأله هدف تاب΄ باشد، مثبت معین نیمه ماتریس Έی Q اگر است.

به زیر صورت به مسأله این دوگان لاگرانژ، ͳدوگان نظریه به توجه با است. محدب بهینه�سازی مسأله Έی مسأله،

١Quadratic Programming



٩ آمار و بهینه�سازی ،ͳخط جبر از ͳمقدمات .١ فصل

م�ͳآید: دست

max
x,y,s

− ۱
۲
xTQx+ bTy (۵-١)

s.t. −Qx+ ATy + s = c,

s ≥ ۰.

م�ͳشود. بیان زیر صورت به QP مسائل برای KKT ͳΎبهین شرایط همچنین

اگر فقط و اگر هستند بهینه s و y و x آن، دوگان و QP مسأله برای .۶-١-٣ قضیه

،Ax = b, x ≥ ۰ .١

،−Qx+ ATy + s = c, s ≥ ۰ .٢

.xT s = ۰ .٣

.[٢۵] به شود رجوع برهان.

ͳبهینه�سازیمخروط ١-٣-٣

خواهیم آن ΀توضی به بخش این در که است (١CO) ͳمخروط بهینه�سازی بهینه�سازی، مسائل از دیΎر ͳنوع

پرداخت.

هرگاه: است مخروط Έی C مجموعه تعریف١-٣-٧.

∀x ∈ C,∀λ ≥ ۰ =⇒ λx ∈ C.

باشد. محدب و مخروط هرگاه است محدب مخروط Έی C مجموعه تعریف١-٣-٨.

دیΎر ͳعبارت به یا و باشد نداشته بر در را ͳخط Ϳهی هرگاه گوییم نوک�تیز٢ را C مخروط .١-٣-٩ تعریف

.C ∩ (−C) = {۰}

١Conic Optimization ٢Pointed


