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  چکیدهچکیده
  له مقدار ویژه تعمیم یافته و کاربرد آن در تحلیل آماري چند متغیرهأالگوریتم مونت کارلو نیرومند براي مس 

  
  فرشید مهردوست  

  
  

افته یکی از موضـوعات مهـم و اساسـی در علـوم و     یویژه تعمیم  له مقدارأمس) بردارویژه -مقادیرویژه( 1یافتن زوج ویژه

هاي زیرفضاي کریلف، آرنولدي و لانزوس براي یـافتن زوج ویـژه   ش هاي مختلفی مانند الگوریتمرو. مهندسی می باشد

 در. اسـت ي جایگزین براي ایـن منظـور   هایکی ازروشمارکف زنجیر  هاي مونت کارلوالگوریتم. دارند تعمیم یافته وجود

نشان  مثال هاي عددي متنوع. ایمداده ارائهاین رساله تعدادي الگوریتم مونت کارلو براي محاسبه زوج ویژه تعمیم یافته 

در انتهـا، الگـوریتم پیشـنهادي را بـراي     . اسـت  زمینـه یک الگوریتم کارا در این  دنیرومن ومی دهد الگوریتم مونت کارل

  .ایمبرده کاره ب ویرده سازي تصدر فشر به ویژهو   2تحلیل مولفه هاي اصلی

  
 
  

  هاي اصلیه، آمار چند متغیره، تحلیل مولفهنیرومند، زنجیر مارکف، زوج ویژه تعمیم یافت مونت کارلو: کلید واژه
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Abstract  
Robust Monte Carlo algorithm for generalized eigenvalue problem and its 
application in multivariate statistical analysis 

 
Farshid Mehrdoust  

  
  
 

Finding eigenpairs1 of generalized eigenvlaue problem is one of important and 

essential subject in science and engineering. There are several methods (e.g. Krylov 

subspace and Lanczos methods) for obtaining generalized eigenpairs. The Monte 

Carlo algorithm is an alternative method for this problem. In this thesis, we present 

some Monte Carlo algorithm for calculating generalized eigenpairs. Several 

numerical examples show that the robust Monte Carlo algorithm can be applied as 

an efficient  al gor i thm i n t his  matt er.  Finall y, t he propos ed al gori t hm ha s been 

employed for the principal component analysis method and especially in image 

compression. 

  
  
  

Key words: Robust Monte Carlo, Markov Chain, Generalized Eigenpair, Multivariate 
Statistics, Principal Component Analysis                  
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  گفتارپیش
  

در علوم ) قطعی(مسایل  تصادفی و غیر تصادفی  یافتن جواب تقریبی براي  هاي مونت کارلو یک ابزار قدرتمندروش 
و  باشدمیهمیت ا ابل ئتعمیم یافته یکی از مسا) زوج ویژه(یژه و بردار ویژه ویافتن مقدار  .شوندمختلف محسوب می

 زنجیر مارکف مونت کارلو الگوریتمگسترش  ،این رسالهدر  هدف اصلی .است فمختل علوم داراي کاربردهاي فراوانی در
آن در  مقدار ویژه تعمیم یافته و نیز بیان کاربرديمسأله در حل  زنجیر مارکف و همچنین الگوریتم شبه مونت کارلو

  استه به صورت زیر ساختار کلی این رسال. ویژه موضوع فشرده سازي تصویر می باشد متغیره، به تحلیل آماري چند
تند، در این رساله هس موضوعات اصلی  مونت کارلو هاي تصادفیلگوریتمکه دو موضوع فرایندهاي تصادفی و ااز آنجایی

  . اساسی و نیز قضایاي مشهور دراین زمینه ها آورده شده استها، مفاهیم فصل نخست برخی نمادگذاري
هاي چندگانه پرداختـه و سـپس بـا اسـتفاده از روش     رلو در حل انتگرالهاي مونت کاریتمدر فصل دوم، به بررسی الگو

بـراي محاسـبه    ،به نام الگوریتم متغیرکنترلی چندگانـه نیرومنـد   ،)توانمند(واریانس یک الگوریتم نیرومند  کاهشهاي 
  . شده است ئهاراهاي چندگانه انتگرال

جبرخطی عددي است کـه   در مسائلزنجیر مارکف ونت کارلو هاي مالگوریتم اي ازهواقع دیباچ در رسالهم این فصل سو
   .بیان شده استحل دستگاه معادلات خطی و همچنین یافتن وارون یک ماتریس درخصوص در آن مطالب پیشین 

 [28 ,26 ,3] در . اختصاص دارده این رسال یموضوع اساسدر حقیقت و ویژه تعمیم یافته  له مقدارأفصل چهارم به مس
Axله مقدارویژه معمولی أکارلو در مسروش مونت  xλ= شـده   ئـه براي یافتن بزرگترین و کوچکترین مقادیرویژه ارا و

له أمس ـزنجیر مارکف، براي حـل   و همچنین شبه مونت کارلو زنجیر مارکف مونت کارلو هايدر این رساله الگوریتم. بود
Axژه تعمیم یافته یمقدار و Bxλ= توسیع داده شده است .  

) بزرگترین -p(کوچکترین  -pتعدادروش هاي مورد نظر می توانند براي محاسبه در این رساله نشان می دهیم که، 
یک الگوریتم ترکیبـی   ئهاین رهگذر ارا همچنین موضوع مهم در. به کار روندبا یک دقت مناسب زوج ویژه تعمبم یافته 

ایـن  . مـی شـود  ) تصـادفی (است که با ایجاد پیش شرط سازي در ماتریس هاي ورودي باعث کاهش خطـاي احتمـالی   
        زنجیـر مـارکف   )توانمنـد ( مـی گیـرد و الگـوریتم نیرومنـد     صـورت  مـاتریس  متوازن سـازي  روش هايموضوع توسط 

  .طراحی شده است مونت کارلو
هاي مشهور ي اصلی، که یکی از روشهامولفه روش تجزیهشده را در  ئهاراانجام در فصل آخر این رساله، روش هاي سر

هاي مونت کـارلو بـراي یـافتن    توانمندي الگوریتم. ایممی باشد، مورد استفاده قرار داده بازسازي و فشرده سازي تصویر
روش تجزیه  مانندو متداول صلی در مقایسه با الگوریتم هاي مشابه زوج ویژه هاي مورد استفاده در تجزیه مولفه هاي ا

  . مورد توجه باشددر این بخش می تواند  1مقدار تکین
 ـ MATLABبا استفاده از نرم افـزار   هاي عدديوسیله مثال هر فصل بهبیان شده در  2شبه کدهايو نتایج نظري  ر ب

شده، بـه ویـژه پیچیـدگی زمـانی آنهـا، در       ئهاراهاي رایی الگوریتماند و کاآزمایش شده 3روي یک سیستم تک پردازنده
  . اندمورد تجزیه و تحلیل قرار گرفتهو غیرتصادفی هاي مشابه تصادفی روش مقایسه با

    ریاضـی و   بـین المللـی   در مجـلات  دوم، چهـارم و پـنجم   فصـول مطالب و موضوعات مورد بحث این رساله بالاخص در 
    .[27 ,20 ,18 ,16 ,15 ,11 ,6] اندشده چاپعلوم کامپیوتر 

                                                
1 Singular value decomposition (SVD) 
2 Pseudocode 
3 Intel(R) , Core(TM)2 CPU, 1.83 GHz 



  
  
  
  
  

  فصل اول
  

  و مقدمات نیازهاش پی
  
  
  

  مقدمه

ین دب .نیاز در فصل هاي آتی این رساله داشته باشیم مفاهیم اصلی مطالب موردرداریم مروري کوتاه ب قصد، دراین فصل
راحتـی   با کمترین نیاز بـه مراجـع دیگـر بـه     رااین رساله بتوان مطالب فصل هاي دوم تا پنجم  تا حد امکان ترتیب که

 ایـن مراجعـه  هـاي مونـت کـارلو     فراینـدهاي تصـادفی و روش  هاي زمینه عمیق تر در هرچند براي مطالعه .ال کرددنب
  .را ببینید [4-1] مراجع. ضروري به نظر می رسد

  
  
  تغیرهاي تصادفیم  1-1 

)سه تایی  , , )PΩ F  را که در آنΩ اينمونهفضاي ( یک مجموعه( ،F  یکσ- 1میدان )از زیر  )فضاي پیشامدها
)اندازه احتمال روي  Pو Ωهاي مجموعه , )Ω F رعبارت دیگبه .است را یک فضاي احتمال گویندP  تابع احتمال از

F  است [0,1]به بازه .  
X:تابع  Ω → )1داشته باشیم  ¡ از Bمجموعه بورلبا این ویژگی که براي هر  ¡ )X B− ∈Fرا یک ،        

  .  متغیر تصادفی گوییم
  
  

                                                
1 σ - field 
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: تابع توزیع [0,1]F   .صورت زیر تعریف می کنیمه ب xحقیقی  را به ازاي هرعدد Xمربوط به متغیرتصادفی ¡→

( ) { } { ( , ]}XF x P X x P X x= ≤ = ∈ −∞  
  

  براي متغیرهاي تصادفی گسسته داریم. شمارا باشدحداکثر آن  برداگر  گسسته گویند را Xمتغیرتصادفی
( ) { }X

t x

F x P X t
≤

= =∑  

x، اگر براي هر Xبراي متغیر تصادفی ∈¡ ،( ) 0P X x= را یـک متغیـر تصـادفی پیوسـته      Xگـاه باشـد آن  =
Bاي هرموجود باشد که بر ¡به  ¡از fنامنفیاگر تابع  گویند مطلقپیوسته  را Xعلاوه برآن. گویند ∈F،  

( ) ( )
B

P X B f x dx∈ = ∫  

   .، نامندXمتغیر تصادفی) احتمال( را تابع چگالی fصورتدر این
  

X, ،وزیع توامتابع ت YوXبراي متغیرهاي تصادفی YFتعریف می شود، به صورت زیر  

, ( , ) { , }X YF x y P X x Y y= ≤ ≤  
  باشیم داشته  yوxرا مستقل گویند اگر به ازاي هر  YوXمتغیرهاي تصادفی 

, ( , ) ( ) ( )X Y X YF x y F x F y=  
  

  تصادفی ریاضی متغیر امید  1-2

]، که با نماد Xمیانگین متغیرتصادفی یا امید ]E X به صورت زیر تعریف می شود نمایش داده می شود  
  

( )
[ ] ( )

{ }X

x

xf x dx
E X xdF x

xP X x

∞

∞ −∞

−∞


= = 

=


∫
∫ ∑

  

  
  ، به صورت Xواریانس متغیرتصادفی

2 2 2var[ ] [ [ ]][ [ ]] [ ] [ ]X X E X E X Y E Y E X E Xσ = = − − = −  

انحراف معیار را با . تعریف می شود
1
2(var[ ])X Xσ   . نمایش می دهیم =

  
)اگر  , )X Y  یک متغیر تصادفی دوبعدي با تابع چگالی احتمال( , )f x y تابع باشد، امید( , )h x y  را با نماد

[ ( , )]E h x y دهیم و در صورت وجود برابراست بانمایش می  

[ ]
( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , )

x y

h x y f x y dxdy
E h x y

h x y f x y

∞ ∞

−∞ −∞


= 



∫ ∫
∑∑

  

  
  

Xپیوسته   

Xگسسته   

پیوسته (X,Y)   

گسسته (X,Y)   
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  .شود صفر باشدبه صورت زیر تعریف می نها کهآ اگر کوواریانس، را ناهمبسته گویند Yو Xتصادفیرمتغی دو

cov( , ) [ ] [ ] [ ]X Y E XY E X E Y= −  
   .2متغیرهاي مستقل نا همبسته اند از این مطلب نتیجه می شود که

  
  هاي امید ریاضی و واریانس آن است کهیکی از ویژگی

1 1

1 1 , 1

[ ] [ ]

var[ ] var[ ] 2 cov( , )

n n

i i
i i

n n n

i i i j
i i i j

i j

E X E X

X X X X

= =

= = =
<

=

= +

∑ ∑

∑ ∑ ∑
  

  3فنامساوي مارک  1-3

0آنگاه براي هر  ،باشدمتغیر تصادفی نامنفی ک ی X اگر c< < 0و  ∞ p< <   داریم∞
[ ]( )

p

p

E XP X c
c

≥ ≤  
  4نامساوي چبیشف  1-4

]یک متغیر تصادفی با میانگین  Xاگر  ]E Xµ 0صورت براي باشد، دراین σو انحراف معیار  = c< <   داریم ∞

2

1( )P X c
c

µ σ− ≥ ≤  
  بزرگ قانون قوي اعداد  1-5

1اگر  2, ,..., nX X X توزیع با میانگینمستقل و همµ <   باشند، آنگاه ∞
1 2lim 1n

n

X X XP
n

µ
→∞

+ + + = = 
 

L  

 اگر قرار دهیم
1

n

n i
i

S X
=

= nSقانون قوي اعداد بزرگ بیان می کند که با احتمال یک،  ،∑
n

]به   ]iE X همگراست.  

  
  مرکزي قضیه حد  1-6

1اگر  2, ,..., nX X X  مستقل و همتوزیع با میانگینµ 2و واریانسσ باشند، آنگاه  
2

1 2 21lim { }
2

a x
n

n

X X X nP a e dx
n

µ
σ π

−

→∞
−∞

+ + + −
≤ = ∫

L  

nاین قضیه بیان می کند که وقتی   → ∞ ،nS
n

  .است نرمال استاندارد داراي توزیع مجانبی 
  
  

                                                
.توجه داریم که عکس این مطلب لزوما درست نیست   2 

3   Markov 
4  Chebychev 
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  توان نوشتبراساس قضیه حد مرکزي می. دو عدد دلخواه باشند 2xو  1xفرض کنیم   1-1ملاحظه 
  

2

2

1

2
1 2

1

1 1lim ( )
2

tn x

i xn i
x X x e dt

n
µ

σ π

−

→∞
=

 
< − < = 

 
∑ ∫  

  
1دهیم قرار می 2x x x= −   داریمصورت دراین ،=

1

1lim ( ) ( )
n

in i

xX x
n n

σ
µ

→∞
=

 
− < = Φ 

 
∑  

در آن که 
2

2

1

22( )
2

tx

x
x e dt

π

−
Φ =   بزرگ می توان نوشت  nبراي . ∫

( )N
xX x

n
σ

µ
 

− < ≈ Φ 
 

  

  فرایندهاي تصادفی  1-7

}از متغیرهاي تصادفی است و با  ايخانوادهتصادفی  یک فرایند ( )}t TX X t یعنی، بـه ازاي هـر   . نمایش می دهیم =∋
t وعه اندیس گذاردر مجمT ،( )X t اگر مجموعه اندیس گـذار . است یک متغیرتصادفیT  باشـد،  شـماراX   را یـک

   .ن را پیوسته زمان گوییمپیوسته باشد آ Tتصادفی گسسته زمان و اگر فرایند
  

   .بیان می کنیمرا  » 6فرایند وینر«  و » 5فرایند مارکف« دو فرایند مشهور   به عنوان نمونه ،در ادامه بحث
  
  مارکف فرایند  1-8

}0ند تصادفی فرای. یک اندازه احتمال روي آن باشدPفضاي نمونه اي و Ωگیریم  }n nX  Eبا فضاي حالت شماراي  ≤
0nو  w∈Ωبراي هر  ،یعنی. را در نظر بگیرید ≥ ،( )nX w    را عضـوي از مجموعـه شـمارايE   اگـر  . فـرض کنیـد

nX i= در زمان  فرایند« ، آنگاه گوییمn  در حالتi « است.  
}0فرایند تصادفی  }n nX 0nرا یک زنجیر مارکف می گوییم هرگـاه بـراي همـه مقـادیر      ≤ ازاي حالـت هـاي    بـه  و ≤

1 1 0, , ,..., ,nj i i i i E− ∈،  
1 1 1 1 1 0 0 1( | , ,..., , ) ( | )n n n n n np X j X i X i X i X i p X j X i+ − − += = = = = = = =  

  
. بسـتگی دارد  nشود، در حالـت کلـی بـه    در یک گام گفته می jبه  iاین احتمال که آن احتمال تغییر وضغیت از 

  .دهندنمایش می ijp بستگی نداشته باشد و آن را با nزنجیر مارکف را همگن گویند هرگاه این احتمال به 
1nXزنجیر مارکف، توزیع شرطی هر حالت آینده مانند  ربیان می کند که د بالابرابري  با معلـوم بـودن حالـت هـاي      +
0گذشته  1, , nX X −K  و حالت فعلیnX مستقل است و فقط بستگی به حالت فعلی دارد از حالت هاي گذشته.  

                                                
5  Markov process  
6  Wiener process 
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  وضعیت دهد، داریم و باید فرایند از حالتی به حالت دیگر تغییر اندنامنفی چون احتمال ها

0

0, , 0; 1,ij ij
j

p i j p i E
∞

=

≥ ≥ = ∈∑  

   
, زنجیر مارکف همگن را به صورت ايوضعیت یک مرحله ماتریس احتمال هاي تغییر 1[ ]n

ij i jP p    .کنیممی تعریف ==
)را با  زنجیر مارکف همگنیک اي مرحله  nوضعیت  احتمال تغییر )n

ijp احتمال آنکه  م و برابرنمایش می دهی
براي هر یعنی . باشد، تعریف می کنیم j وضعیت دیگر درحالت تغییر nپس از  ،است iفرایندي که درحالت 

m∈¥،  
( | ), 0, ,n

ij n m mp p X j X i n i j E+= = = ≥ ∈  
  

(1) البته
ij ijp p=  . اگر( )lim 0n

ijn
p

→∞
یک . است) 7ارگودیک(ف بازگشتی مثبت مارک دراین صورت گوییم زنجیر ≤

داشته باشیم   یعنی. آن وضعیت با احتمال یک متوقف شوددر زنجیر را جاذب گویند، اگر زنجیر در  iوضعیت
1iip = .  
  

}فرایند تصادفی  ( )}t TX t 0و هر انتخاب  n به ازاي هر هرگاهنموهاي مستقل دارد  ∋ 1 nt t t< < <L درT 
  متغیرهاي تصادفی 

1 0 2 1 1( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( )n nX t X t X t X t X t X t −− − −K  
)ییم داراي نموهاي ماناست اگر مستقل باشند و گو ) ( )X t s X t+ tهربراي  − T∈  توزیع باشدهم.  

  
  رفرایند وین  1-9

}فرایند تصادفی ( )}tW t   گوییم اگر)  8حرکت براونی( را فرایند وینر 2σبا پارامتر ¡∋
1 ((0) 0W =   
  .داراي نموهاي مانا و مستقل باشد) 2
0براي ) 3 s t≤ ≤، ( ) ( )t – sW W  2داراي توزیع نرمال با میانگین صفر و واریـانس ( )t sσ باشـد، بـه عبـارت     −

  دیگر
 ( ) ( ) (0,1)W t W s t sNσ− −:  

  
  

ختلفی از قبیل آزمونهاي آماري نیکویی برازش، تحلیل سطوح قیمت هـا در بـازار کالاهـا و    این فرایند در زمینه هاي م
فرایند را در حل انتگرال هاي تصادفی  این بعد یکی از کاربردهاي لدر فص. مکانیک کوانتم کاربردهاي شایان توجه دارد

 .خواهیم دید
  

                                                
7  Ergodic 
8 Brownian motion 
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  9یابدبرآور 10 -1

1فرض کنید  2, ,..., nX X X  باشـد کـه توزیـع آنهـا بـه      ) توزیعمتغیرهاي تصادفی مستقل و هم(یک نمونه تصادفی
بـراي   .گویند θیاب هر تابعی از این نمونه که به پارامتر بستگی نداشته باشد را برآورد. بستگی دارد θپارامتر مجهول 

مثال، 
1

1 N

N i
i

X X
N =

=   . است µ یاببرآورداز مشاهده  یک nxو  µواقعی میانگینبراي یک برآوردیاب  ∑

  
  10میانگین توان دوم خطا 1-11

1فرض کنیم  2ˆ ( , ,..., )nX X Xτ θ= یک برآوردیاب( )τ θ 2کمیت . باشدˆ[ ( )]E τ τ θ− میانگین توان دوم خطاي ،
1برآوردیاب  2ˆ ( , ,..., )nX X Xτ θ=  تعریف می شود وآن را باˆ( )MSE τ  توان نوشتمی . دهیم مینمایش  

  
2( ) var[ ] { ( ) [ ]}MSE Eθ τ θ= Θ + − Θ  

  
)ˆجمله  ) [ ]Eτ θ τ−ی برآوردیاب را اریبτ̂ اگـر جملـه   . باشد منفی یا صفر ،تواند مثبتگویند که میˆ( ) [ ]Eτ θ τ− 
1براي مثال، فرض کنـیم  . گویند 11نظر را برآوردیاب نااریب باشد، برآوردیاب مورد صفر برابر 2, ,..., nX X X  اي نمونـه

)2تصادفی از  , )N µ σ داریم . باشد[ ]nE X µ= بنابراین ،nX یک برآوردیاب نااریبµ است.  
  
  الگوریتم تصادفی    1-12

ادیر تولید شده توسط یک مولد به طور کلی یک الگوریتم را تصادفی گویند اگر رفتارش نه تنها با ورودي اش بلکه با مق
از  .الگوریتم ها مولد تولید اعـداد تصـادفی نقـش اساسـی خواهـد داشـت      بنابراین در این رده از  .عدد تصادفی تعیین شود

  . مزیت هاي الگوریتم تصادفی می توان به سادگی و کارایی آن اشاره نمود
  
  الگوریتم تصادفی  یپیچیدگی محاسبات  1-13

شـبیه سـازي یـا     تعـداد  Nاز متغیر تصـادفی و  نیاز براي محاسبه یک مقدار اعمال مورد زمان متوسط یا تعداد tاگر 
NCست از ا عبارتیک الگوریتم تصادفی تصادفی باشد، پیچیدگی محاسباتی ر مشاهدات متغیتعداد  tN=.  

  
  )Oنماد (  مرز بالایی مجانبی یک الگوریتم  1-14

)براي تابع پیچیدگی  )f n ،( ( ))O f n عبارت است از مجموعه توابع پیچیدگی( )g n  که براي آنها یک ثابت حقیقی
nدارد به طوري که به ازاي هروجود  Nو یک عدد صحیح نامنفی cمثبت N≥،  

( ) ( )g n cf n≤  
ي بزرگ«در واقع نماد    .رفتار مجانبی یک تابع را توصیف می کند »اُ

  
                                                
9 Estimator 
10 Mean square error 
11 Unbiased estimator 
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  12الگوریتم تصادفی نیرومند 1-15

هـاي   الگوریتم. تقسیم نمود 14و الگوریتم هاي تصادفی 13ن به دو دسته کلی الگوریتم هاي قطعیالگوریتم ها را می توا
متغیرتصـادفی   ریاضـی  له را با استفاده از محاسبه تقریبی امیـد أمسجواب یک  هاي مونت کارلوالگوریتمنند ما تصادفی

)تصادفی متغیریک  بر مبناي عبارت دیگر، یک الگوریتم تصادفیبه. زنندتخمین می )kΘ که درآن ،k له موردأمس بعد 
انحراف معیار  ،لهأمس با افزایش بعد هرگاه ،گویند) توانمند( را نیرومند هااین رده از الگوریتم. می شود طراحی نظراست،

  وجود داشته باشد که  Mدعبارت دیگر مقدار مثبتی ماننهب. دبافزایش نیا تصادفی متغیر
( )lim { }k

k
Mσ

→∞
Θ ≤  

                                                
12  Robust 
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  فصل دوم
  

  شبیه سازي و روش هاي مونت کارلو
  
  
  

  

  مقدمه

بر روي کامپیوتر  لاًشبیه سازي که معمو. با گذشت زمان است ،تقلیدي از عملکرد فرایند یا سیستم واقعی ،شبیه سازي 
بـه منظـور    بررسـی آن  ، به ایجاد ساختگی تاریخچـه سیسـتم و  با استفاده از دنباله اي از اعدادتصادفی صورت می گیرد

کـه یـک    زمانی ،شبیه سازي  .شودسیستم واقعی مربوط می ویژگی هاي عملکرد هایی درمورددستیابی به نتیجه گیري
که شـبیه   از آنجایی. کار روده ب می تواند است یا یافتن جواب آن بسیار دشوار تحلیلی قابل حل نیست و ه روشله بأمس

بنابراین . بود می دهد، همواره داراي خطا خواهد به دسترا  نظر له موردأمجهول مس) هاي(سازي یک تخمین از پارامتر
شـبیه سـازي بـه    . یک موضوع اساسی و مهم در این موضوع می باشد) ها(یا افزایش دقت تخمین پارامتر کاهش خطا و

  . تقسیم می شود  2و شبیه سازي قطعی 1طور کلی به دو دسته شبیه سازي تصادفی
  
  

                                                
1  Stochastic simulation 
2  Deterministic simulation 


