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٢

عزيزم مادر و پدر به تقدیم
خودگذشتگان، از و ایثار کلمه از شان انسانی و عظیم تعبیر پاس به

است، پشتیبان بھترین روزگاران سردترین این در که وجودشان امیدبخش گرمای و سرشار عاطفه پاس به

می�گراید، شجاعت به پناھشان در ترس و سرگردانی و است رس فریاد که بزرگشان ھای قلب پاس به

نمی�کند. فروکش ھرگز که بی�دریغشان ھای محبت پاس به و



٣

قدردانی

ھر كننده زيبا دشواری، ھر كننده آسان اوست. آغازھا ھمه آغاز سر كه می�كنم آغاز خداوندی نام به

در را امید نور ھمواره كه بی�ھمتا و لايزال ايزد درگاه به سپاس با است. خوبی ھر سرچشمه و خواسته

عنايت و فضل با كه حال رسد. انجام به مھم اين تا داشت ارزانی من به را قدرت اين و داشت نگه زنده دلم

فرجام به در كه بزرگوارانی تمامی از می�دانم واجب خود بر شدم، نامه پايان اين تدوين و تنظیم به موفق او

می�دانم كه اين با نمايم. را قدردانی و تشكر كمال برده�ام، بھره معرفتشان و بذل سرچشمه از آن رسانیدن

برساند. مرا احترام و امتنان مراتب امیدوارم ولی است من بیان توان از فراتر

راھنمایی با که جمال عارفی اكبر علی دكتر آقای جناب ارجمندم استاد از می�دانم خود وظیفه جا اين در

قدردانی و تشکر کمال گشودند، مشكلاتم از گره فراوان حوصله و صبر با و بوده اینجانب راھگشای خود ھای

كردند، تقبل را نامه پايان اين مشاوره زحمت كه شاطری لعل طیبه دكتر خانم سركار از چنین ھم نمايم. را

اين داوری كه صادقی قدير دكتر آقای و گل كامیابی رجبعلی دكتر آقای جناب ارجمند اساتید از و متشكرم

دكتر آقای جناب از كه می�دانم لازم چنین ھم می�كنم. قدردانی صمیمانه گرفتند عھده بر را نامه پايان

بردم، فراوان بھره ايشان علمی اندرزھای از كارشناسی دوره در چه و ارشد دوره در چه كه جانفدا محمد

نمايم. گذاری سپاس

پدر از كه است شايسته فرموده، كرامت توفیق تحصیلاتم از ديگر دوره�ای اتمام به مرا خداوند كه اكنون

صمیمانه ھستم، بی�دريغشان زحمات و ھا فداكاری مديون را امروز سرافرازی و سعادت كه عزيزم مادر و

نمايم. قدردانی



۴

فارسی چکیده

مطالعه و بحث مورد بسیاری توسط كه ھستند ھا قاب نوين آنالیز در عمیق و گسترده موضوعات از يكی

يافتند توسعه سرعت به ھستند يكه� متعامد ھای پايه از تعمیمی ھیلبرت فضای در كه ھا قاب گرفتند. قرار

قرار توجه مورد پیش از بیش امروزه گابور و موجك ھای قاب نمونه عنوان به داده�اند. نشان را خود كارايی و

ھای قاب و ھا p-قاب و می�كنیم مطالعه را X پذير جدايی باناخ فضای در ھا قاب نامه پايان اين در گرفته�اند.

كرده متمركز ھا p-قاب روی بر بیشتر را خود ھدف البته كه می�كنیم معرفی را باناخ فضاھای برای عملگری

نھايت در دھیم. گسترش باناخ فضاھای به را ھیلبرت فضاھای در آمده دست به نتايج می�كنیم سعی و

قاب عملگر ھیلبرت، فضای در قاب يك برای می�دھیم. قرار بررسی مورد را باناخ فضاھای در ھا قاب دوگان

علاقه لذا ندارد وجود باناخ فضای در ھا p-قاب برای قاب عملگر اما دارد، آن دوگان يافتن در بسزايی نقش

ھستیم. عملگر اين از استفاده بدون ھا آن دوگان معرفی به مند
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پیشگفتار

و كامل كتابی يونگ٣ بعدھا شدند. ارائه ٢ شفر و ١ دافین توسط ١٩۵٢ سال در بار اولین برای ھا قاب

ھا داده آنالیز تصاوير، پردازش ھا، سیگنال پردازش در ھا قاب نظريه كرد. منتشر ھا قاب زمینه در را دقیق

از خارج فضايی در را ھا قاب داريم قصد نامه پايان اين در می�روند. كار به علوم ھای شاخه از بسیاری و

برای را ھا قاب مطالعه تانگ٧ و سان۶ الدروبی۵، گروچنگ۴، ١٩٩٠ سال در كنیم. بررسی ھیلبرت فضای

و (1 < p < ∞) ھا p-قاب دادند: ارائه باناخ فضای برای قاب مفھوم دو ھا آن كردند، شروع باناخ فضای

داده نشان می��شويم، آشنا باناخ فضای برای عملگری ھای قاب و ھا p-قاب با جا اين در باناخ. ھای قاب

قاب از خاصی حالت ھا Xd-قاب و ھیلبرت فضای برای عملگری ھای قاب ھا، g-قاب ھا، قاب كه می�شود

١Duffin

٢Schaeffer

٣Young

۴Grochenig

۵Aldroubi

۶Sung

٧Tang

٧



٨ پیشگفتار

مفاھیم تمام تعمیم تقريبا باناخ فضاھای برای عملگری ھای قاب مفھوم بنابراين ھستند، عملگری ھای

يادآوری را نیاز مورد مفاھیم برخی اول فصل در است، فصل سه شامل نامه پايان اين است. ھا قاب اين

می�پردازيم. باناخ فضاھای خواص چنین ھم و ھیلبرت فضای در ھا قاب بیان به اجمالی صورت به و می�كنیم

X پذير جدايی باناخ فضای در ھا آن خواص بررسی به و می�كنیم معرفی را ھا p-قاب ابتدا دوم فصل در

تجزيه p-قاب يك اعضای خطی تركیب صورت به را X∗ و X عناصر می�توان كه می�دھیم نشان و می�پردازيم

است، p-قاب يك q-ريس پايه ھر می�دھیم نشان ای نتیجه تحت و كرده تعريف را q-ريس پايه سپس كرد.

از ديگری قاب معرفی به ادامه در داريم. احتیاج اضافی شرط يك به آن برای و نیست برقرار آن عكس اما

يك بین ارتباط به مثال چند و اساسی قضايای ارائه ضمن و می�پردازيم عملگری قاب نام به باناخ ھای قاب

پرداخت. خواھیم عملگری ريس پايه و مستقل عملگری قاب

بخش در است. بخش سه شامل كه می�پردازيم باناخ فضای در دوگان ھای قاب معرفی به سوم فصل در

p-قاب يك اما می�شويم. آشنا q-ريس پايه دوگان با قضیه يك تحت و می�كنیم تعريف را p-قاب دوگان اول

اين تحت كه می�كنیم بیان p-قاب يك برای را شرايطی بعدی بخش در نیست، دوگان دارای كلی حالت در

ھا p-قاب برای آشفتگی از استفاده با می�دھیم نشان ويژه به می�آوريم. دست به را p-قاب دوگان شرايط

را باناخ عملگری ھای قاب و عملگری ھای قاب دوگان نیز پايان در زد. تقريب را ھا آن دوگان می�توان نیز

می�كنیم. بررسی را ھا آن ھای ويژگی و كرده معرفی

است: زیر مقالات از گرفته بر نامه پایان این
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3) Christensen, O. and Stoeva, D. T., p− frames in Separable Banach spaces. Adv.



٩ پیشگفتار
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١ فصل

ھا نیاز پیش و مقدمات

عملگرھا ھیلبرت، فضای درباره مقدماتی به حقیقی آنالیز از مفاھیمی و تعاريف يادآوری ضمن فصل این در

بعدی ھای فصل نیاز مورد قضايای به و می�پردازيم باناخ فضای چنین ھم و ھیلبرت فضای روی ھا قاب و

كند. مراجعه [١٧] و [٨] ،[٣] منابع به می�تواند خواننده تكمیلی ھای بحث برای می�كنیم. اشاره

ھیلبرت فضاھای ١.١

کنیم. می بیان را ھا آن ھای ویژگی از برخی ھیلبرت فضاھای معرفی ضمن بخش این در

اسكالر ضرب ھمراه به (X,+) مانند جمعی آبلی گروه يك از است عبارت برداری فضای يك .١.١ تعریف

ھر برای كه (a, x) 7−→ ax ضابطه با � : F×X −→ X مانند Xتوی به F (F = C يا F = R) میدان از

باشد زير شرايط دارای x, y ∈ X ھر و α, β ∈ F

،α(x+ y) = αx+ αy (١

،1x = x (٢

١٠



١١ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

.(αβ)x = α(βx) (٣

X روی نرم يك ∥ · ∥ : X −→ [0, ∞) تابع باشد، F میدان روی برداری فضای X كنید فرض .٢.١ تعریف

كند صدق زير شرايط در ھرگاه است

،∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 (١

،∀α ∈ F, ∀x ∈ X, ∥αx∥ = |α|∥x∥ (٢

.∀x, y ∈ X, ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (٣

است. دار نرم فضای يك (X, ∥ · ∥) گاه آن باشد، X روی نرم يك ∥ · ∥ اگر

است. پیوسته نرم تابع كه كنید توجه

روی داخلی ضرب یک باشد. C مختلط اعداد میدان روی برداری فضای Hیک کنید فرض .٣.١ تعریف

ھای اسکالر و x, y, z ∈ H ھر ازای به که قسمی به ⟨., .⟩ : H × H −→ C تابع از است عبارت H

: باشیم داشته α, β ∈ C

،⟨x, x⟩ ≥ 0 (١

،⟨x, x⟩ = 0 ⇐⇒ x = 0 (٢

،⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩ (٣

.⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ (۴

یک به H فضای ∥x∥ = (⟨x, x⟩)1/2 تعریف با صورت این در باشد، داخلی ضرب فضای H کنید فرض

می�شود. تبدیل دار نرم فضای



١٢ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

یعنی داخلی، ضرب از حاصل نرم با H اگر باشد، داخلی ضرب فضای H کنید فرض .۴.١ تعریف

یک را آن باشد) ھمگرا آن در کوشی دنباله ھر كه معنی اين (به باشد کامل فضای ∥x∥ = (⟨x, x⟩)1/2

می�نامیم. ١ ھیلبرت فضای

می�نویسیم و است عمود y بر x گوییم ،⟨x, y⟩ = 0 باشیم داشته x, y ∈ H ھر برای اگر .۵.١ تعریف

.x ⊥ y

خطی ترکیبات تمام مجموعه باشد، H ھیلبرت فضای در دنباله یک {xn}n∈N کنید فرض .۶.١ تعریف

می�دھیم نشان زیر صورت به را ھا xn متناھی

span{xn}n∈N = {
∑k

i=1 cni
xni

: k, ni ∈ N, cni
∈ C }.

باشد. Hچگال٣ در span{xn}n∈N ھرگاه است، ٢ Hکامل ھیلبرت فضای n∈N{xn}در دنباله .٧.١ تعریف

اند: معادل زیر شرایط گاه آن باشد، H ھیلبرت فضای در دنباله یک {xn}n∈N کنید فرض .٨.١ قضیه

است. کامل {xn}n∈N دنباله (١

.x = 0 گاه آن ⟨x, xk⟩ = 0 باشیم داشته ،k ∈ N ھر برای و x ∈ H اگر (٢

� ببینید. را [٨] مرجع ٣٨ صفحه اثبات برای اثبات.

را M ۴ متعامد مکمل فضای M⊥ باشد، H ھیلبرت فضای از ای مجموعه زیر M کنید فرض .٩.١ تعریف

می�كنیم تعریف زیر صورت به

١Hilbert space

٢Complete

٣Dense

۴Orthogonal complement



١٣ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

M⊥ = {x ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0, ∀y ∈M}.

است. H ھیلبرت فضای از بسته فضای زیر ⊥Mیک ھمواره

منحصر تجزیه x ∈ H ھر گاه آن Hباشد، ھیلبرت فضای از بسته فضای زیر Mیک کنید فرض .١٠.١ قضیه

.H =M ⊕M⊥ دیگر عبارت به ،x2 ∈M⊥ ،x1 ∈M که دارد x = x1 + x2 مانند فردی به

� ببینید. را [١٣] مرجع ١٧٣ صفحه اثبات برای اثبات.

ويژه به Mو⊥Mھستند. در x به نقاط ترین نزدیک ترتیب به x2 و x1 فوق قضیه در

روی H متعامد۵ تصوير را x 7−→ x1 که P : H −→ M نگاشت چنین ھم .∥ x ∥2=∥ x1 ∥2 + ∥ x2 ∥2

Mگويیم.

و بوده کامل ھرگاه گوییم ۶ یکه متعامد پایه Hرا ھیلبرت فضای در بردارھا از {ek}∞k=1 دنباله .١١.١ تعریف

⟨ek, ej⟩ = δk,j.

ھای پايه تمام كاردينال و است يكه متعامد پايه يك دارای ھیلبرت فضای ھر كه می�شود داده نشان

ھستند. يكسان نیز آن يكه متعامد

ھیلبرت فضاھای K و H می�کنیم فرض و نموده يادآوری را ھیلبرت فضاھای روی عملگرھای ادامه در

را K به H از دار کران و خطی عملگرھای تمام مجموعه چنین ھم شود، ذکر آن خلاف که آن مگر باشند،

می�نویسیم. B(H) صورت به را B(H,H) و می�دھیم نشان B(H,K) با

N(T ) = {x ∈ H : T (x) = 0} و R(T ) = {T (x) : x ∈ H} ھای مجموعه ،T ∈ B(H,K) كنید فرض

۵Orthogonal projection

۶Orthonormal basis



١۴ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

می�نامیم. T عملگر ٨ پوچ فضای و ٧ برد ترتیب به را

یکتایی عملگر T برای گاه آن باشد، دار كران و خطی عملگر یک T : H −→ K کنید فرض .١٢.١ تعریف

که طوری به دارد وجود T ∗ : K −→ H چون

⟨Tx, y⟩ = ⟨x, T ∗y⟩, ∀x ∈ H, ∀y ∈ K.

می�نامیم. T ٩ الحاقی عملگر را T ∗

.T = 0 گاه آن ،⟨Tx, x⟩ = 0 باشیم، داشته x ∈ H ھر برای و T ∈ B(H)اگر .١٣.١ قضیه

� ببینید. را [١٧] مرجع ٣١٠ صفحه اثبات برای اثبات.

گاه آن باشند، H روی دار کران و خطی عملگر دو T و S گاه ھر .١۴.١ قضیه

.∥ T ∥=∥ T ∗ ∥ (١

.∥ T ∥2=∥ TT ∗ ∥ (٢

.(T + S)∗ = T ∗ + S∗ (٣

.∀α ∈ C, (αT )∗ = αT ∗ (۴

.(TS)∗ = S∗T ∗ (۵

.(T ∗)∗ = T (۶

٧Range

٨Null space

٩Adjoint operator



١۵ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

� ببنید. را [١٧] مرجع ٣١١ صفحه اثبات برای اثبات.

گاه آن T ∈ B(H,K) ھرگاه .١۵.١ قضیه

(N(T ∗))⊥ = R(T ), N(T ) = (R(T ∗))⊥.

� راببینید. [١٧] مرجع ٣١٢ صفحه اثبات برای اثبات.

باشد. یک به یک T ∗ اگر وتنھا اگر است پوشا T بنابراین

،H ھیلبرت فضای روی T دار کران و خطی عملگر .١۶.١ تعریف

.T = T ∗ ھرگاه است، خودالحاقی١٠ (١

می�دھیم. نشان T−1 با را T معکوس باشد. دوسویی ھرگاه است، پذیر معکوس T عملگر (٢

.T ≥ 0 می�نویسیم، و ⟨Tx, x⟩ ≥ 0 ،x ∈ H ھر برای ھرگاه می�نامیم ١١ مثبت را T عملگر (٣

ھرگاه است T ≤ S گويیم صورت اين در باشد، H روی دار كران و خطی عملگر يك S كنید فرض (۴

.S − T ≥ 0

ھر برای علاوه به و (T ∗)−1 = (T−1)∗ گاه آن باشد، پذیر معکوس T ∈ B(H) اگر که کنید توجه

،x ∈ H

∥ T−1 ∥−1∥ x ∥≤∥ Tx ∥≤∥ T ∥∥ x ∥ . (١.١)

١٠Self-adjoint

١١Positive



١۶ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

ھیلبرت فضای در ھا قاب ٢.١

چنین ھم می�پردازيم. ھا آن دوگان و پذير جدايی ھیلبرت فضای يك در ١٢ ھا قاب معرفی به بخش این در

. می�كنیم بررسی را فضاھايی چنین در ھا قاب آشفتگی از نمونه چند اختصار به

ھرگاه می�نامیم، (گسسته) قاب یک را H ١٣ پذیر جدایی ھیلبرت فضای در {fi}∞i=1 دنباله .١٧.١ تعریف

،f ∈ H ھر برای که طوری به باشند داشته وجود B و A مثبت ھای ثابت

A∥f∥2 ≤
∞∑
i=1

|⟨f, fi⟩|2 ≤ B∥f∥2.

B = 1 و A = 1 که حالتی در و ١۴ چسبان را قاب گاه آن A = B اگر می�نامیم. قاب ھای کران را B و A

می�نامیم. ١۵ نرمال چسبان را قاب

B و باشد برقرار قاب نامساوی بالای شرط حداقل ھرگاه گوییم ١۶ بسل دنباله را {fi}∞i=1 ∈ H دنباله

می�گوییم. {fi}∞i=1 برای بسل كران را

نامیم ١٧ قاب دنباله یک را {fi}∞i=1،باشد H ھیلبرت فضای در دنباله یک {fi}∞i=1 کنید فرض .١٨.١ تعریف

باشد. span{fi}∞i=1 برای قاب یک {fi}∞i=1 ھرگاه

نامساوی ھای شرط در که B برای مقدار کوچکترین و A برای مقدار بزرگترین قاب، تعریف در .١٩.١ تعریف

١٢ Frame

١٣ Separable

١۴Tight frame

١۵Normal tight frame

١۶Bessel sequence

١٧Frame sequence



١٧ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

می�نامیم. قاب ١٨ بھینه ھای کران را می�کند صدق قاب

تعريف ھیلبرت فضای روی آن با متناظر كه می�شود بیان عملگری توسط قاب يك خواص از بسیاری

می�نامیم. قاب عملگر را عملگر اين می�شود،

عبارت ١٩ قاب عملگر باشد، H پذیر جدایی ھیلبرت فضای در قاب یک {fi}∞i=1 کنید فرض .٢٠.١ تعریف

می�شود، تعریف زیر صورت به که S : H −→ H عملگرخطی از است

Sf =
∞∑
i=1

⟨f, fi⟩fi, ∀f ∈ H.

عملگری S گاه آن باشد B و A ھای کران و S قاب عملگر با قاب یک {fi}∞i=1کنید فرض .٢١.١ قضیه

علاوه به است. مثبت و خودالحاقی پذیر، معکوس دار، کران

AI ≤ S ≤ BI.

� راببینید. [٨] مرجع ١٠٠ صفحه اثبات برای اثبات.

باضابطه T عملگر ،H ھیلبرت فضای در {fi}∞i=1 قاب برای .٢٢.١ تعریف

T : ℓ2(N) −→ H, T{ci}∞i=1 =
∞∑
i=1

cifi,

است، زیر صورت به آن الحاقی عملگر و می�شود نامیده ٢٠ قاب پیش عملگر

T ∗ : H −→ ℓ2(N), T ∗(f) = {⟨f, fk⟩}∞k=1,

می�شود. گفته ٢١ تجزیه عملگر که

١٨Optimal bounds

١٩Frame operator

٢٠Pre-frame operator

٢١Analysis operator



١٨ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

،f ∈ H ھر برای که می�شود داده نشان سادگی به

S : H −→ H, Sf = TT ∗f =
∑∞

i=1⟨f, fi⟩fi.

نیست. پذیر معکوس ھمواره T قاب پیش عملگر

نمی�شود. تعريف كلی حالت در قاب عملگر ھا برایp-قاب ديد خواھیم آتی ھای فصل در كه گونه ھمان

خواھیم منظر اين از كنیم. بازگو قاب پیش عملگر اساس بر تنھا را ھا p-قاب ھای ويژگی ناگذيريم رو اين از

است. ممكن نیز قاب پیش عملگر حسب بر ھیلبرت فضای در قاب يك آشنای خواص كه ديد

یک {S−1fi}∞i=1 گاه آن باشد، B و A ھای کران و S قاب عملگر با قاب یک {fi}∞i=1 ھرگاه .٢٣.١ قضیه

است. B−1 و A−1 ھای کران و S−1 قاب عملگر با قاب

� راببینید. [٨] مرجع ١٠١ صفحه اثبات برای اثبات.

قاب بھینه ھای کران B−1 و A−1 گاه آن باشند، {fi}∞i=1 قاب بھینه ھای کران B و A ھرگاه .٢۴.١ لم

ھستند. {S−1fi}∞i=1

� راببینید. [٨] مرجع ١٠٠ صفحه اثبات برای اثبات.

داریم f ∈ H ھر برای گاه آن باشد، {fi}∞i=1 قاب عملگر S کنید فرض .٢۵.١ قضیه

f =
∞∑
i=1

⟨f, S−1fi⟩fi =
∞∑
i=1

⟨f, fi⟩S−1fi.

� راببینید. [٨] مرجع ١٠٢ صفحه اثبات برای اثبات.

کران گاه آن باشد، S قاب عملگر و Tقاب پیش عملگر Hبا برای قاب یک {fi}∞i=1 کنید فرض .٢۶.١ قضیه

از: اند عبارت قاب بھینه ھای



١٩ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

A = ∥S−1∥−1, B = ∥S∥ = ∥T∥2.

� راببینید. [٨] مرجع ١١١ صفحه اثبات برای اثبات.

{gi}∞i=1 اگر چنین ھم باشد. H ھیلبرت فضای برای بسل دنباله یک {fi}∞i=1 کنید فرض .٢٧.١ تعریف

،f ∈ H ھر برای که طوری به باشد H برای بسل دنباله یک نیز

f =
∞∑
i=1

⟨f, gi⟩fi,

می�نامیم. {fi}∞i=1 دوگان را {gi}∞i=1 گاه آن

است. تقارنی خاصیت دارای دوگان كه كنید توجه

آن باشند. ھم دوگان و بوده H ھیلبرت فضای در بسل دنباله دو {gi}∞i=1 و {fi}∞i=1 كنید فرض .٢٨.١ لم

است. قاب نیز ديگری باشد قاب دنباله دو از يكی اگر گاه

� است. واضح دوگان تعريف به توجه با اثبات.

بود خواھد {fi}∞i=1 قاب برای دوگان قاب يك {S−1fi}∞i=1 دنباله ٢٧.١ تعريف ٢۵.١و قضیه به توجه با

نامیم. {fi}∞i=1
كانونی٢٢ دوگان را آن كه

می�كند. توصیف قاب پیش عملگر حسب بر را كانونی دوگان زير قضیه

دوگان گاه آن باشد. T قاب پیش عملگر با H ھیلبرت فضای در قاب يك {fi}∞i=1 كنید فرض .٢٩.١ قضیه

{δi}∞i=1 و بوده ℓ
2 تمام به (T ∗)−1 توسیع Φ : ℓ2 −→ H كه است {Φδi}∞i=1 صورت به {fi}∞i=1 كانونی

است. ℓ2 كانونی متعامد يكه پايه

٢٢Canonical dual frame



٢٠ ھا نیاز پیش و مقدمات فصل١.

گاه آن دھیم، نشان S با را {fi}∞i=1 قاب عملگر اگر اثبات.

S−1fi = S−1Tδi = S−1TT ∗Φδi.

f ∈ H ھر برای گاه آن باشد، {S−1fi}∞i=1 كانونی دوگان تركیب عملگر Φ كنید فرض عكسقضیه برای

داريم،

ΦT ∗f = Φ{⟨f, fi⟩}∞i=1 =
∞∑
i=1

⟨f, fi⟩S−1fi = f.

�

تشکیل موجود عناصر آن، اعضای از کدام ھر حذف با ھرگاه نامیم، ٢٣ دقیق را {fi}∞i=1 قاب .٣٠.١ تعریف

ندھند. قاب

يكه متعامد پايه ھر تصوير باشد، دوسويی و دار كران عملگر يك U : H −→ H كنید فرض .٣١.١ تعریف

گوییم. H ھیلبرت فضای برای ٢۴ ریس پایه يك را U تحت

نظر در Hرا برای {fi}∞i=1 قاب باشد. داخلی⟨·.·⟩ ضرب با پذير جدايی ھیلبرت فضای Hيك كنید فرض

كه طوری به دارد وجود {gi}∞i=1 دوگان قاب يك حداقل بگیريد،

f =
∞∑
i=1

⟨f, fi⟩gi, ∀f ∈ H. (٢.١)

٢۵ بازسازی فرمول كه (٢.١) تساوی نامیديم، كانونی دوگان را آن كه {gi}∞i=1 = {S−1fi}∞i=1 حقیقت در

كانونی دوگان ساده حالت در متاسفانه ھاست. قاب كاربرد در ابزارھا مھمترين از يكی می�شود خوانده نیز

به معكوس اين كه ھستیم مواجه البعد نامتناھی ھیلبرت فضای يك روی دار كران عملگر يك معكوس با نیز

٢٣Exact frame

٢۴Riesz basis

٢۵Reconstruction


