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 تقدیر و تشکر

 

 ترین توفیق تحصیل عنایت فرمود.خداوند متعال را سپاس می گویم که به این بنده ی کم

از پدر و مادرم که همواره  و در طول دوران تحصیل مشوق و یاورم بودند و همچنین از برادران و دو 
 خواهر عزیزم که همواره پشتیبانم بودند قدردانی می کنم.

بخاطر درس هایی که در این دو سال از ایشان از استاد راهنمایم ، جناب آقای دکتر عباس سهله 
  آموختم تشکر می کنم.

از اساتید داور محترم، جناب آقای دکتر اسماعیل انصاری و جناب آقای دکتر حسین سهله که قبول 
 زحمت فرمودند و عهده دار داوری این پایان نامه شدند، سپاس گزارم.

که در طول دوران ارشدم و همچنین در انجام این پایان نامه از دوست گرانقدرم دکتر عباس زیوری 
 صمیمانه همراهیم کردند نهایت سپاس و تشکر را دارم.

بخاطر کمک هایشان در دوران ارشد از دو دوست گرامیم آقایان رضا گنج بخش و امین خسروی 
 قدردانی می کنم.

آقایان صابر صالح پور و علی خانعلی که در کار تایپ این پایان نامه بسیار کمک از دو دوست عزیزم 
 کردند صمیمانه تشکر می کنم. 

و در نهایت از سرکار خانم مرضیه هویه کار که در این دوران اخیر همواره  مشوقم بودند و جزوات 
( این پایان نامه را نیز powerpointمناسب دانشگاه تبریز را برایم تهیه می نمودند و ارایه نمایشی)

 آماده نمودند صمیمانه سپاسگزارم.

 سلامتی و موفقیت را از خداوند منان خواستارم.برای همه ی این عزیزان 
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 چکیده

 

 میانگین پذیری تقریباً ضعیف جبر های باناخ
 محمد نوری

 

در این پایان نامه مفهوم جدیدی از میانگین پذیری تقریبی جبرهای باناخ را معرفی می کنیم. برای هر 
n  جبر باناخA را ،n میانگین پذیر تقریباً ضعیف می نامیم ، هرگاه هر مشتق پیوسته ازA  به

)امین مدول دوگان nتوی  )nAتقریباً درونی باشد ،.‌

میانگین پذیری تقریباً ضعیف را برای mمیانگین پذیری تقریباً ضعیف و nسپس رابطه بین 
,n m کنیم بررسی می مایزتم.‌

 

میانگین پذیری تقریباً nجبرهای باناخ، میانگین پذیری، میانگین پذیری تقریباً ضعیف، :  کلید واژه
 ضعیف، مشتق.

 
 

 

 

 

 

 

 

  



 چ

 

Abstract 

Approximately Weak amenability of Banach algebras 

Mohammad Nouri 

 

In this dissertation we introduce a new sense of approximate amenability for a Banach algebra 

A . A Banach algebra A  is n approximately weakly amenable, for n N , if every 

continuous derivation from  A  into the n th  dual space ( )nA  is approximately inner. we also 

investigate the relation between n approximately weak amenability and m approximately 

weak amenability for distinct , .n m  

 

Keywords:Banach algebras, Amenability, Approximately Weak Amenability, n

Approximately Weak Amenability, derivation. 

 
 

 

 

 

 



 مقدمه

 

1 
 

 

 

 مقدمه

میانگین پذیری به عنوان یک مفهوم مهم در آنالیز هارمونیک و به ویژه در نیم گروه  0491در سال 

فشرده  رابطه میانگین پذیری گروه موضعاً 0، جانسون0491های نیم توپولوژیک معرفی شد. در سال 

G  1را با میانگین پذیری جبر گروهی( )L G گین پذیری جبر های به دست آورد و بدین ترتیب میان

 .[09] باناخ مطرح شد

به  Aهر مشتق کراندار از  X،مدول باناخ -Aگاه برای را میانگین پذیر می نامیم هر Aجبر باناخ 

X،توی   .ی توسط یین بار برای جبر های باناخ جابجامفهوم میانگین پذیری ضعیف اول درونی باشد

مطرح شد و توسط جانسون برای جبر های باناخ دلخواه مورد  0499و همکارانش در سال  1باد

میانگین پذیری nمفهوم  5بکنو گرو 9، قهرمانی3زدیل 0449سپس در سال  .مطالعه قرار گرفت

 .[9ضعیف را معرفی کردند که در واقع یک تعمیم از میانگین پذیری ضعیف می باشد ]

 1119در سال  6های باناخ توسط قهرمانی و لویگین پذیری تقریباً ضعیف برای جبرسپس مفهوم میان

میانگین پذیری تقریباً ضعیف nضعیف به  همچنین مفهوم میانگین پذیری تقریباً  .شدمعرفی 

 گسترش یافت.

 این پایان نامه به صورت زیر تدوین شده است:

 در فصل اوّل تعاریف و قضایایی که در فصل های بعدی مورد نیاز است را بیان می کنیم.

 ری و میانگین پذیری ضعیف جبرهای باناخ را مطالعه و بررسی می کنیم.پذیدر فصل دوّم میانگین 

                                                           
1
 Johnson 
2
 Bade 
3
 Dales 
4
 Ghahramani 
5
 Gronbaek 
6
 Loy 
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میانگین پذیری تقریباً ضعیف جبرهای باناخ را که nدر فصل سوّم میانگین پذیری تقریباً ضعیف و 

 تعمیمی از فصل دوّم می باشند مورد مطالعه و تحقیق قرار می دهیم.
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 مقدمه   1-1

 .در این فصل تعاریف و قضایایی که در طول این پایان نامه به آنها نیازمندیم را بیان می کنیم

فضاهای برداری و جبرها روی میدان مختلط درنظر گرفته شده، مگر  نامه همه در سرتاسر این پایان

گرفته شده است که در [11] و [3] [،2]اکثر مطالب این فصل از مراجع  خلاف آن تصریح شود.

 صورت لزوم در پایان هر نتیجه، مراجع دیگر ذکر می شود.

 

 

 مدولهای باناخ 1-2

را یک اسکالر  Fباشد. هر عضوی از  (یا  یک میدان )مانند  Fفرض کنید   1-2-1 تعریف

، که عناصرش بردار نامیده می Xعبارتست از یک مجموعه  Fمی نامیم. یک فضای برداری روی 

 و در آن دو عمل جمع و ضرب اسکالر با خواص جبری زیر تعریف می شوند: شوند

y,الف( به هر زوج از بردارهای  x یک بردار ،x y  متناظر می شود به طوری که 

( ) , ( )x y x y x x y            

X  بردار صفر یا مبدا( می باشد به طوری که برای هر  شامل یک بردار یکتای(x X ،x   

xو به هر  X ، یک بردار یکتایx  ،متناظر می شود به طوری که( )x x  . 

)ب( به هر زوج  , )x  کهF   وx X بردار ،x متناظر می شود به طوری که 
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1 , ( ) ( )x x x x    

 و دو قانون توزیع پذیری

( ) , ( )x y x y x x x            

 برقرار است.

نسبت  Mنامیم اگر  Vرا یک زیر فضای Vاز فضای برداری  Mی  زیر مجموعه  2-2-1 تعریف

خود یک فضای برداری باشد. شرط لازم و کافی  برای آنکه  Vبه جمع و ضرب اسکالر تعریف شده در

Mی  مجموعه V یک زیر فضا باشد این است که هرگاه ,x y M  و  ،اسکالر باشدx y M   و

. x M  

نگاشتی است  1Vبه توی فضای برداری  Vیک تبدیل خطی از فضای برداری   3-2-1 تعریف

x,به طوری که به ازای هر  1V به توی Vاز   مانند y درV  و اسکالر های, ، 

( ) .x y x y         

 یک تابعک خطی نام دارد.  میدان اسکالرها است، 1Vدر حالت خاص که 

xگوییم اگر به هر  دارنرمرا یک فضای خطی  Xفضای برداری   4-2-1 تعریف X  یک عدد

 چنان مربوط شده باشد که xبه نام نرم  x حقیقی نامنفی مانند

x,( به ازای هر 1 y  درX،x y x y  ، 

x( اگر 2 X  و ،اسکالر باشد x x  ، 

3 )x   تساویx  .را ایجاب می کند 
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به طوری که به ازای  Xبر  Pتابعی است حقیقی مانند  Xیک نیم نرم بر فضای  5-2-1 تعریف

 های اسکالرتمام و  Xدر  yو  xهر 

1 )( ) ( ) ( )P x y P x P y  ، 

2 ). ( ) ( )P x P x  

را کراندار نامیم،  Xاز  Eباشد. زیر مجموعه دار نرمیک فضای  Xفرض کنید   6-2-1تعریف 

M هرگاه   وجود داشته باشد به طوری که برای تمامx X ،x M. 

-شده به وسیله نرماست که نسبت به متر تعریف  دارنرمفضای باناخ، یک فضای   7-2-1 تعریف

 .اش تام می باشد

اگر   8-2-1تعریف 
1

( , . )X  و 2
, .Y  باشند و  میدان اسکالر یک روی دارنرمدو فضای

: X Y   یک نگاشت خطی باشد، در این صورت دار گوییم هرگاه را کرانM   موجود باشد به

 X،در  xطوری که برای هر 

2 1
.x M x  

 نامیم هرگاه نگاشت را یک جبر میAفضای برداری   9-2-1 تعریف

   : , , ,A A A a b a b ab    

,برای هر  ,a b c A  و برای هر  در شرایط زیر صدق کند 

1.    a bc ab c، 

2.    ,a b c ac bc a b c ab ac     ، 

3.     ( )a b ab a b   . 
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)نگاشت  , )a b ab را ضرب درA  می نامیم و بردارab ضرب ،a  وb  .نامیده می شودA  را یک

A، .abدر  bو  aجبر جابجایی گوییم هرگاه برای هر  ba 

aیک عنصر همانی یا یکّه است، اگر و تنها اگر برای هر  Aاز جبر  eعنصر   11-2-1تعریف A

.ea ae a  

eو  eزیرا اگر ، حداکثر دارای یک عنصر همانی است یک جبر   عناصر همانی باشند، در این صورت 

.e ee e   

عبارتست از جفت  نرمداریک جبر   11-2-1 تعریف , .A  که در آنA  یک  .یک جبر و

b,است با این خاصیت که برای هر  Aنرم روی  a  در،A 

.ab a b 

باشد، به اختصار به جای  مشخص شده Aبه این نرم، یک نرم جبری گوییم. هرگاه نرم روی 

) دارنرم"جبر , . )A،دار"جبر نرم " می نویسیمA ". 

) دارنرمجبر   12-2-1تعریف  , . )A  یکّه می نامیم هرگاه  دارنرمرا یک جبرA  دارای عنصر

1eباشد و  eهمانی  . 

)دارنرمیک جبر باناخ عبارتست از جبر   13-2-1تعریف  , . )A  به طوری که فضای برداری

 کامل باشد. .با نرم  Aدار نرم

 ل چپ )راست( می نامیم، اگرآ را یک ایدهAاز جبر Iزیرفضای   14-2-1تعریف 

 , .AI I IA I  
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می  Xرا فضای دوگان  Xباناخ های خطی پیوسته روی فضایفضای همه تابعک  15-2-1 تعریف

Xنامیم و با   نشان می دهیم. به عبارت دیگر 

.f خطی استپیوسته و : :X f X C    

X با نرم یکنواخت     sup , 1 ,f f x x f A   
 

 می شود. به یک فضای باناخ تبدیل

X، یعنی Xفضای دوگان دوم   باشند.های بالاتر به طور مشابه قابل تعریف می  و دوگان 

f,در تمامی فصل ها نماد   16-2-1 قرارداد x   به معنی اثر تابعf  رویx .می باشد 

:، نگاشت Xبرای فضای باناخ   17-2-1 تعریف X X  را نگاشت طبیعی رویX  می

Xرا در  xمانند  Xنامیم و تصویر هر عنصر از    باx̂  نشان می دهیم. در واقع 

   ˆ, , , , , .x f x f f x x X f X     

 ، پوشا باشد.kرا انعکاسی می نامیم هرگاه نگاشت طبیعی  Xفضای باناخ 

 را یک مدول چپ می نامیم هرگاه نگاشت Aروی جبر  Xفضای برداری   18-2-1 تعریف

 ; , .A X X a x a x  

a,برای هر  b A ،,x y X  و هر  .در شرایط زیر صدق کند 

a( برای هر 1 A نگاشت ،x ax  رویX خطی باشد، 

x( برای هر 2 X  نگاشتa ax  رویA خطی باشد، 

1( به ازای هر 3 2,a a A  و هرx X 

1 2 1 2( ) ( ) .a a x a a x 
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)نگاشت  , )a x ax یک ضرب مدولی نامیده می شود. 

A.مدول راست به طور مشابه تعریف می شود 

 مدول چپ و راست باشد و A، یک Xنامیم هرگاه  مدول میAرا یک  Xفضای برداری 

     , , , .a xb ax b a b A x X   

 -Aرا یک Xباشد.  نرمداریک فضای خطی  Xو  نرمداریک جبر  Aفرض کنید   19-2-1تعریف

0kمدول چپ باشد و همچنین ثابت Aیک  Xنامیم هرگاه  نرمدارمدول چپ    موجود باشد به

 طوری که 

 , , .ax k a x a A x X    

Aیک  نرمدار مدولAنیز تعریف می شود. همچنین یک  نرمدارمدول راست A بطور مشابه

 می باشد. نرمدارمدول راست Aو هم  چپ نرمدارمدول A ممدول است که ه

هرگاه نسبت به  مدول چپ باناخ می نامیمAرا  نرمدار مدول چپAیک   21-2-1 تعریف

 نرم فضای خطی اش کامل باشد.

X: مدول چپ باناخ باشند و فرض کنیدA دو YوXفرض کنید   21-2-1 تعریف Y  

مدولی چپ باناخ می نامیم اگر برای Aرا یک مورفیسم   آنگاهیک نگاشت خطی و پیوسته باشد. 

aهر  A و هرx X داشته باشیم 

  ( ).a x a x    

 ی به طور مشابه تعریف می شوند.مدول-Aی راست و مورفیسم مدول-Aمورفیسم 

Xآنگاهمدول باناخ باشد. -Aیک  Xفرض کنید   22-2-1 تعریف   تحت اعمال 
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 , ,A a f fX X a    

 و

 , ,A f a aX fX     

 مدول باناخ است که در آنAیک 

, , , , , .a f x f x a f a x f a x      

Xبه طور مشابه   ،X   و ... نیزA-  مدول باناخ می باشند. در حالت خاصA  وA  به ترتیب را

 می نامیم. Aمدول دوگان دوم روی جبر باناخ مدول دوگان و 

 زیر فضای آن باشد. در این صورت  Yیک فضای باناخ و Xفرض کنید  23-2-1 تعریف

 : , 0, ( )Y f X f x x Y      

[،11از ] 4-9بنابه قضیه  آنگاهباشد،  Xزیر فضای بسته از  Yمی نامیم. اگر  Yزرا پوچسا

X Y Y  .  به ویژه برای هر جبر باناخA،( 2) ( ) ( 1). ( ) ,( 1)n n nX Y Y A A A n        

تور   24-2-1 تعریف e 
نامیده  Aیک همانی تقریبی چپ )راست( برای  Aدر جبر باناخ  

aاگر برای هر می شود  A، 

, ( ).e a a ae a   

تور  e 
نامیم، هرگاه  را یک همانی تقریبی )دوطرفه( می Aدر جبر باناخ   e 

همانی تقریبی  

 چپ و راست باشد. 

تور  e 
نامیم هرگاه مجموعه  را کراندار می  :e   یک مجموعه کراندار درA  .باشد 
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انی تقریبی چپ می باشد که همچنین یک تور همهمانی تقریبی چپ کراندار یک   25-2-1 تعریف

 کراندار نیز می باشد.

تور   26-2-1 تعریف e 
نامیم اگر  می Aرا یک همانی تقریبی چپ ضعیف برای جبر باناخ  

fبرای هر  A، 

     , .f e a f a a A   

 شوند. ریبی ضعیف به طور مشابه تعریف میهمانی تقریبی راست ضعیف و همانی تق

آنگاهیک جبر باناخ با یک همانی تقریبی چپ ضعیف کراندار باشد.  Aفرض کنید   27-2-1 گزاره

A.دارای همانی تقریبی چپ کراندار است 

 [.2رجوع شود به ]:  اثبات

از مدول Eنامیم هرگاه زیرمدول بسته  باناخ دوگان میرا یک جبر Aجبر باناخ   28-2-1 تعریف

Eموجود باشد به طوری که Aدوگان A  در این صورت .E را پیش دوگانAنامیم می.. 

یک فضای باناخ و  Xفرض کنید   29-2-1 تعریف 
I

x 
باشد. در این صورت  Xیک تور در  

گوییم تور  
I

x 
fهمگراست هرگاه برای هر  xدر توپولوژی ضعیف به   X ، 

, , .f x f x  

یک فضای باناخ و Xفرض کنید   31-2-1 تعریف 
I

f 
Xیک تور در     باشد. در این صورت

گوییم تور  
I

f 
xهمگراست هرگاه برای هر  fستاره به  -در توپولوژی ضعیف  X، 

, , .f x f x  
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Xیک فضای باناخ و  Xفرض کنید   31-2-1 تعریف   دوگانX مجهز به توپولوژی ضعیف- 

F:ستاره باشد. در این صورت نگاشت  X X  نامیم هرگاه برای هر تور  را پیوسته می 
I

f 
در  

X  از همگرایی ، 
I

f 
 ستاره-در توپولوژی ضعیفعبارت زیرستاره،  -در توپولوژی ضعیف fبه  

 نتیجه شود

, , .F f F f  

Xدر  Xشتاین( فضای باناخ ا)گلد  32-2-1 قضیه  ستاره چگال  -نسبت به توپولوژی ضعیف

 است.

 [.3رجوع شود به ]:  اثبات

 ، مجموعهXدار برای هر فضای نرم  آلاغلو( -)باناخ 33-2-1 قضیه

 : 1k f X f   

Xدر  ستاره فشرده است. -، نسبت به توپولوژی ضعیف 

 [.4رجوع شود به ]   اثبات

نرم  یک نیم pو Xیک زیرفضا از فضای برداری  Mفرض کنید   باناخ(-)هان 34-2-1قضیه

 باشد که Mیک تابعک خطی روی  fباشد. اگر  Xروی 

 ( ) , ( )f x p x x M  

 قابل گسترش است به طوری که Xروی  Fبه یک تابعک خطی مانند fآنگاه

   ( ) , .F x p x x X  
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 [.5رجوع شود به ]  :اثبات

 Xدارنرمیک زیر فضای خطی از فضای خطی  Mفرض کنیم   (باناخ-هان) 35-2-1 نتیجه

xباشد و  X در این صورت .x M  اگر و تنها اگر یک تابعک خطی کراندار مانندf  برX 

xموجود باشد که به ازای هر  M، ( )f x   ولی( )f x . 

باشد. در این صورت کوچکترین     یک فضای برداری و Xفرض کنید   36-2-1 تعریف

convexhull می نامیم و با  Eرا غلاف محدب    شامل مجموعه Xمجموعه محدب در  E  و یا

co E.نشان می دهیم 

 X(، عبارتست از یک فضای برداری TVSیک فضای برداری توپولوژیک )  37-2-1تعریف 

 همراه با یک توپولوژی به طوری که نسبت به این توپولوژی 

 هر مجموعه تک عضوی بسته است. (الف

Xب( نگاشت  X X   با تعریف( , )x y x y .پیوسته است 

Fج( نگاشت  X X    با تعریف( , )x x  .پیوسته است 

)  38-2-1تعریف  , )X   را فضای برداری توپولوژیک موضعاً محدب گویند هرگاه صفر دارای یک

  پایه موضعی باشد که اعضای آن محدب باشد.

B,فرض کنیم   39-2-1قضیه  A  دو مجموعه مجزا، ناتهی و محدب در یک فضای برداری

 باشند. Xتوپولوژیک 

Xباز باشد، آنگاه  Aاگر الف(    وجود دارند به طوری که  و 

Re Rex y    

xبرای هر  A  وy B. 

 


