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  چكيده
در اين پايان نامه، راديكال هاي پوچ زير جبرهاي سهمويِ جبرهاي لي نيم سـاده و توسـيع هـايِ حلپـذيرِ يـك      

خمينـه هـاي پوچتـوان و    اينشـتين  ساختارها، خميـدگي هـا و شـرط هـاي     . بعديِ طبيعيِ آنها مطالعه مي شود

اينشـتين   ،هـاي حلپـذير   معرفي شده، نشان داده مي شـود كـه ايـن خمينـه     ،پيوست جبرهاي لي مدرجحلپذيرِ

  .هستند اگر دوگامي باشند

منبعي غني از مثال ها براي قضيه هاي مطرح شده شامل جبرهـاي هـايزنبرگ، جبرهـاي هـايزنبرگ     همچنين، 

  .ريچي و جبرهاي لي كلاسيك ارايه مي شود-توسعه يافته، فضاهاي دمك

 واژه هان كليدي

پوچتـوان، توسـيه حلپـذلر، خمينـه حلپـذير، خمينـه       جبر لـي نـيم سـاده، زيرجبرهـاي لـي سـهموي، خمينـه        

  .حلپذير اينشتين، جبر لي مدرج
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 مقدمه

  

ــه مطالعــه خمينــه هــاي اينشــتين   ــان نامــه، ب ــه كمــك جبرهــاي لــي مــدرج   همگــن در ايــن پاي نافشــرده ب

شـرط همگنـي امكـان مطالعـه نقطـه اي خمينـه را مـي دهـد، نافشـردگي اعمـال شـده بـه             . پرداخته مي شود

دليل شناخت كمتر اين گونـه خمينـه هـا و امكـان بيشـتر بـراي تحقيـق اسـت، زيـرا خمينـه هـاي اينشـتين             

ــاي   ــه   [3]و  [13]همگــن فشــرده در مرجــع ه ــامع مطالع ــده اســتبصــورت ج ــع  . ش شــرط اينشــتين در واق

-4دسته خاصي از خمينه هـاي ريمـاني را مشـخص مـي كنـد كـه بـه دليـل كاربردهـاي فيزيكـي، بـويژه بـر             

 .خمينه ها مورد توجه قرار گرفته است

فرض سـاختارهاي جبـري شـناخته شـده بـر خمينـه هـا كـه از قـديمي تـرين و قدرتمنـدترين آنهـا، سـاختار              

تارهـاي ملمـوس و سـاده تـر در محاسـبات، جايگـاه ويـژه اي در هندسـه خمينـه          جبر لـي سـت، بـه دليـل رف    

  .ها دارد كه به شناخت و رده بندي آنها كمك مي كند

از گـروه لـي، پوچتـوان حـداكثر       Aعضـو  بـراي   adAگوينـد هرگـاه هـر عملگـر      nگروه لي پوچتوان را از گـام  

باشــد و يــك خمينــه ريمــاني اينشــتين اسـت اگــر خميــدگي ريچــي آن مضــرب ثــابتي از متريــك   nاز مرتبـه  
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تــا . ريمــاني باشــد و حلپــذير اســت اگــر گــروه طولپــايي هــاي آن شــامل يــك زيــر گــروه حلپــذير ترايــا باشــد

كنــون، همــه خمينــه هــاي اينشــتين همگــن نافشــرده شــناخته شــده، خمينــه هــاي حلپــذير و حتــي از نــوع 

اسـت، بـويژه هبـر در     مطالعـه خمينـه هـاي حلپـذير در حـال حاضـر از مسـائل مـورد توجـه         . ه استايواسا بود

ــادي بدســت     [12]مرجــع  ــادي زي ــه و نتيجــه هــاي بني ــذير پرداخت ــه هــاي اينشــتين حلپ ــه مطالعــه خمين ب

، در دسـت نيسـت كـه بـا     3و  2با وجوداين، مثال هـاي زيـادي بـراي خمينـه هـاي بـا گـام هـاي         . آورده است

گــروه لــي و گــروه طولپــايي متنــاظر بــا هــر يــك، مفهــوم دســتگاه  "عضــوهاي ويــژه"ي مجموعــه اي از معرفــ

  .ريشه معرفي و مثال هاي مورد نظر ارائه مي شود

اي از خمينــه هــاي حلپــذير اينشــتين، بــه مطالعــه آنهــا و ارائــه مثــال  همچنــين بــا معرفــي رده بنــدي ويــژه

  .هايي از اين خمينه ها مي پردازيم

بـراي پيــدا كـردن خمينـه هــاي حلپـذير اينشـتين، بررســي سـاختارهاي مناسـب بــر ايـن خمينــه          يـك روش 

  .ها، مانند ساختارِ متقارن از نوع نافشرده است

بـراي مثـال مـي    . روش ديگر، بررسي توسيع هـاي حلپـذير طبيعـي يـك بعـدي خمينـه هـاي پوچتـوان اسـت         

هــاي هــايزنبرگ توســعه يافتــه اســت، ريچــي كــه توســيع حلپــذير يـك بعــدي گــروه  -تـوان بــه فضــاي دمــك 

ايـن روش منجـر بـه بررسـي راديكـال هـاي پـوچ زيرجبرهـاي سـهموي جبرهـاي لـي نـيم سـاده              . اشاره كـرد 

  .مي شود و نشان داده شده است كه تمام اين راديكال هاي پوچ نيز به همين طريق بدست مي آيد

  .ا به هدف اصلي دست مي يابيمدر اين پايان نامه، دو گزاره كليدي وجود دارد كه به كمك آنه

توســيع هــاي حلپــذير طبيعــي يــك بعــدي خمينــه هــاي پوچتــوان، اينشــتين اســت، اگــر دوگــامي    )1

  .باشد
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ــادل شــرط      )2 ــدي، شــرطي مع ــده درجــه بن ــر فضــاهاي تعريــف كنن ــر بعــد زي ــايي ب ــا محــدوديت ه ب

حلپـذير  بدسـت مـي آيـد كـه مثـال هـاي فـراوانِ خمينـه هـاي           )1(بنـد   اينشـتين بـر توسـيع هـاي    

 .اينشتين از آن نتيجه مي شود

فصـل اول بـه ارائـه  پيشـنيازها اختصـاص دارد، گـروه هـاي هـايزنبرگ         . ساختار اين پايـان نامـه چنـين اسـت    

كــه در ادامــه  ريچــي در فصــل دوم مطالعــه مــي شــود -و هــايزنبرگ توســعه يافتــه و بــويژه فضــاهاي دمــك 

فصـل سـوم، بـه بيـان     . هـاي حلپـذير ديـده مـي شـوند     مطالب همواره به عنوان مثال هاي قوي بـراي خمينـه   

مــروري و توصــيفي دســتگاه ريشــه مــي پــردازد كــه بــراي ســاخت مثــال هــاي بــا گــام هــاي مختلــف، بســيار 

فصـل چهـارم، بخـش    . در پايـان ايـن فصـل زيرجبـر سـهموي يـك جبـر لـي معرفـي مـي شـود           . كاربرديست 

ــا عنــوان ( [1]اصــلي پايــان نامــه را تشــكيل مــي دهــد و در آن مرجــع   خمينــه هــاي از هيروشــي تامــارو ب

هـدف اصـلي ايـن    . تشـريح شـده اسـت    )اينشتين همگن نافشـرده، پيوسـته بـه جبرهـاي لـي مـدرج      

در . مقاله، معرفـي و مطالعـه رده اي از خمينـه هـاي حلپـذير و ارايـه مثـال هـايي از فضـاهاي اينشـتين اسـت           

ــيه    ــه، قض ــان نام ــن پاي ــزاره  ) 1.7.4(اي ــيم گ ــه تعم ــاي    )1.7.4(ك ــه ه ــور، نتيج ــت و همينط و ) 1.9.4(اس

 .از نويسنده مي باشد) 2.9.4(
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  فصل اول

  نيازها پيش.1

ايـن  بـر   را L-C  ، التصاقمي پردازيم ايواساواخمينه نوع به بيان  از جمله. شود پيش نيازها ارايه مي ,دراين فصل

در  .شود ها، ذكر مي نوع خمينهاين  ريچيخميدگي  بارهدهيم و چند قضيه مهم در ها مورد بررسي قرار مي خمينه

 ـاراهـاي حلپـذير    خمينـه بـر  ويژه متنـاظر خميـدگي ميـانگين    رهاي ادبندي براساس مق ردهنوعي  فصل پايان  هئ

  .شود مي

, ሾग़ ،باشد ࡾميدان حقيقي  بريك جبرلي   ग़فرض كنيم    [3]: 1تعريف ग़ ሿ آل   يك ايدهग़      اسـت كـه آن را بـا

ࣞग़ 
 ग़ࣞو با استقرا  ندده نمايش مي 

݊ 
ൌ ࣞሺࣞग़ 

݊െ1 
ሻ جبرلي . آيد بدست ميग़   هـر گـاه بـراي     ندرا حلپذير گوي

݊يك  א Գ  ، ࣞग़ 

݊ 
ൌ   .ندنام بر لي را يك خمينه حلپذير گروه لي ساده همبند متناظر با اين ج.  0

يـك درون   zԖ ग़     ، ܽ݀௭هـر گـاه بـراي هـر     ندگوي گامي -n  را پوچتوان ࡾميدان  بر   ग़ جبرلي  [3]:2تعريف 

 . باشد nاز مرتبه   ريختي پوچتوان

  .ندنام مي گامي-nن  با اين جبرلي را يك خمينه پوچتوالي ساده همبند متناظر  هدر اين حالت، گرو

,൏يك جبرلي حلپذير با ضرب داخلي  ०فرض كنيد      از ، منظـور  در ادامـه  . باشـدሺ०, ൏, ሻ ، جبرلـي ०   بـا

نـاورداي ريمـاني    ـريـك چـپ    مت يـك  ن مجهز بـه آگروه لي ساده همبند متناظر با  نيزو  مفروض ضرب داخلي
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  گيريم  را در نظر مي پاييننمادهاي  .باشد مي

ॡ ؔ ሾ०, ०ሿ  و  ॔ ؔ ॡ٣  .  

   .باشد نسبت به ضرب داخلي مي ،० در  ॡ  دماتعم كملم ॔كه 

,ሺ०يك خمينه حلپذير  [1] :3تعريف  ൏, ሻ يـك خمينـه حلپـذير    . ، آبلـي باشـد  ॔هر گاه  نداستاندارد گوي را

  هر گاه ندگوي ايواساوااستاندارد را از نوع 

 (i ܽ݀ ܣ براي هر א   متقارن باشد، ॔

 (ii  ܣيك  هر مقدارويژه كه باشد چنان موجود     ॔عضو ܽ݀బ
|ॡ، يك عدد حقيقي مثبت است .  

و  L-C ، التصـاق ࣭خمينـه   بـر   Yو  X يچـپ ـ نـاوردا   ) متعامـد (يبردار ميدان دو حالت، براي هر دراين

  [2]آيد بدست مي پايينخميدگي برشي به صورت 

 i) 2 ൏  
 , ܼ ൌ൏ ሾܺ, ܻሿ, ܼ  ൏ ሾܻ, ܼሿ, ܺ  ൏ ሾܺ, ܼሿ, ܻ ;    )1 ( 

 ;           ii) ܭሺܺ ר ܻሻ ൌ | 
|ଶ െ൏  

ܺ ,  
ܻ  െ൏ ܻܽ݀

2ܺ, ܺ  െ|ሾܺ, ܻሿ|2  

(2)   i)  ܣ 
ሖܣ ൌ 0 , ܣ

ൌ 0,  ܺ
 ൌ െܽ݀

    ܣ, ሖܣ א  ॔ , ܺ, ܻ, א ܼ ॡ ;  

        ii) ܺ 
ܻ ൌ ∑ ൏ ܺఈ, ఈܻ  ఈఈܣ   ܺ 

ॡ ܻ ֜  ൝
ܺ

ܻൌ  ܺ
ॡ ܻ  ∑ ൏ ܽ݀

ܺ, ܻ  ܣ

 ܺ
ܻ ൌ ሺ1/2ሻሾܺ, ܻሿ   ܷሺܺ, ܻሻ  

 ; 

   آيد صورت مقابل بدست مي به ܷو  ॡ بر L-C، التصاق ॡكه در آن 

.2 ൏ ܷሺܺ, ܻሻ, ܼ  ൌ൏ ሾܼ, ܺሿ, ܻ  ൏ ܺ, ሾܼ, ܻሿ ;  
∑ اكنون جمله. دو خطي است متقارن وܷ   نتيجه در ൏ ܺఈ, ఈܻ   .دهيم را توضيح مي ఈఈܣ

ܣ، براي هرايواساوابنابر تعريف خمينه از نوع  א 0ܣ݀ܽ، ॔
หॡ  ،تـوان   مي پس، متقارن استॡ   بـه زيـر فضـاهاي    را

در ايـن حالـت   . به طور كامل بحث خواهيم كرد 3يشه و فضاي ريشه در فصل ر دستگاه بارهدر .شه تجزيه كردري

ߙ א ॔
 .شود تعريف مي چنين כ
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ߙܺ. א ॡߙܺܣ݀ܽ   ߙ ൌ  ߙሻܺܣሺߙ

 ܣنسبت به ضرب داخلي را با  ߙيعني  ان متناظر با اين ريشهدوگو بردار 
ఈ

  . دهيم نمايش مي 

,ሺܷܺبنابر تعريف،  ܻሻ ൌ ∑ ൏ ,ߙܺ ߙܻ   ॡو بنـابراين خميـدگي ميـانگين     اسـت  ॡ دوم فرم اساسـي در واقع   ߙߙܣ

   آيد چنين بدست مي

ܪ ൌ ∑ dim ॡఈܣఈఈ . .  
,ሺ०براي خمينه حلپذير   [1]:4 تعريف ൏, ሻ ،ܪ א   هر گاه  ندرا بردار خميدگي ميانگين گوي ॔

൏ ,ܪ ܣ ൌ ܣ     ሺܽ݀ሻݎݐ א ॔..   

 ࣨ همـان بـردار خميـدگي ميـانگين       0ܪ باشـد،  )०در( ॡمتناظر با  ࣭ريماني  هزير خمين ࣨدر حالت كلي،اگر 

–متريك  در نظر گرفتنباايواساوا و نيم ساده نوع خمينه در حالت  .است B  ) منظور ازB فرم كيلينگ مي باشد(. 

  را به صورت صريح بررسي كرد  4توان شرط تعريف  به فضاهاي ريشه مي ॡتجزيه  استفاده از و

0ܪ ؔ ∑ dim ॡߙߙܣߙ      ֜ ൏ ,0ܪ ܤ ൌ ∑ ݀݅݉ॡఈ ൏ ,ఈܣ ܤ ൌ ∑ ݀݅݉ॡఈܤఈ ൌ ሺܽ݀ሻ ఈఈݎݐ , 

ܤ  א ॔.  
  .[2,10]ذيل بدست مي آيد، با توجه به فرمول كزول با تعريف تابع 0ܪ يا بطور كلي

ܷ: ० ൈ ० ื ०  ൏ ܷሺܺ, ܻሻ, ܼ ൌ
ଵ

ଶ
൏ ሾܼ, ܺሿ, ܻ  

ଵ

ଶ
൏ ሾܼ, ܻሿ, ܺ  ,ܺ   ܻ, א ܼ ०. 

ܪ ؔ ∑ ܷሺ ܺ, ܺሻ .  
ሼ اين فرمولدر  ଵܺ, … , ܺሽ متعامد  يك پايه يكه० است. 

كه بنابر تعريف از انقباض ( ࣭براي  ريچي  به صورت پايين به بررسي خميدگي درادامه با تعريف خميدگي ريماني

، )آيـد  بدسـت مـي   يـك مؤلفـه   معادلا با محاسبه ردخميدگي ريماني بـر  يا  مؤلفه دوم و چهارم خميدگي ريماني

  پردازيم  مي

(3) ܴሺܺ, ܻሻܼ ൌ ሾ, ሿܼ െ  .ሾ,ሿܼ
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,ሺ०اگر  [1]:1گزاره ൏, ሻ، ܪو  ايواساوايك خمينه از نوع و  ܴܿ݅نمـايش   شـد،با بردار خميدگي ميانگين آن با

ܴ݅ܿॡ ريچي براي خميدگي ०    وॡ  داريمبه ترتيب، 

  

دهـد   اين گزاره نتيجه مـي از طرفي  .استاست رسر )3(و)2(و )1(ارائه شده رابطه هايبا توجه به  اين گزاره اثبات

,ሺ०اگر  ൏, ሻ،،يك خمينه اينشتين باشد  ሺܪࡾ  ॡ, ൏, ሻ طبيعي نيـز يـك خمينـه اينشـتين      يبا ضرب داخل

  .است

,ሺ०براي خمينه حلپذير  ൏, ሻ، ݀݅݉॔  جبـري و   را رتبـهሺܪࡾ  ॡ, ൏, ሻ    يـك  رتبـه را خمينـه تحـويلي ० 

ܪࡾبردار خميدگي ميانگين خمينه حلپذير  ܪ در اين حالت، .ندنام   ॡ است . 

,ሺॡ پوچتوان خمينه خميدگي ريچي [1]:2گزاره ൏, ሻ آيد  بدست مي چنين  

   
ሺܽ݀ாو  ॡمتعامد براي يكه يك پايه  ሽܧሼكه در آن 

ሻچنـين  كـه  اسـت  نسبت به ضرب داخلـي     ݅ܧ݀ܽ الحاق، כ

  شود مي تعريف

  
به طور كامل توسط بـردار خميـدگي    ايواساوا، خميدگي ريچيدهد در حالت خمينه نوع  نتيجه مي 2و1 ايگزاره

൯ ݅ܧ൫ܽ݀ها، آن الحاقو   ݅ܧ݀ܽ، الحاقي هايعملگر،  ܪ ميانگين،
 . آيد بدست مي ،כ

ߣ ،براي خمينه حلپذير استاندارد اينشتين [1]:3گزاره   هاياردچنان موجود است كـه قسـمت حقيقـي مق ـ    0

ఒுబ݀ܽويژه 
 . ندامثبت  و صحيح هايعدد 
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ଵߤ اگــــــر ൏ ଶߤ ൏ ڮ ൏ ఒுబ݀ܽويــــــژه  هايراحقيقــــــي مقــــــد هــــــايقســــــمت  ߤ
,ଵ݀و   … , ݀ 

ــدگانگي ــاظرمت چنــ ــد نــ ــا باشــ 1ߤሺ،باآنهــ ൏ 2ߤ ൏ ڮ ൏ ;݉ߤ  ݀1, … , ݀݉ሻ    ــوع ــرانــ ــژه رهاي ادمقــ ويــ

  .نداينشتين گوييك خمينه حلپذير
ሺ1را در نظر گرفت كه در فصل بعد خـواهيم ديـد از نـوع     ريچي-دمك توان فضاي براي مثال مي ൏ 2 ; ݀ଵ, ݀ଶሻ 

 . است
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 فصل دوم

   ريچي-دمكهاي هايزنبرگ و فضاهاي  گروه .2

ريچـي  -دمـك در ادامـه فضـاهاي    و معرفي و حالت هاي  توسعه يافته آنهاهاي هايزنبرگ  گروه ابتدادر اين فصل  

  فضـاهاي   يعنـي  ااز نـوع ايواسـاو   خمينـه هـاي  مهمـي از   ايـن فصـل معرفـي دسـته    اصـلي  هدف . دشومي  ارائه

  .باشد ميريچي -دمك

 .اقتباس شده است [1,2,4,5,10] ايه از مرجع فصلمطالب اين  همه

  

  گروه هاي هايزنبرگ.1.2

هاي ه شده است كه براي اولين بار گروه ماتريسهاي بالا مثلثي با دراي هايزنبرگ از نام ورنر هايزنبرگ گرفته  گروه

  .شود ه ميئاراهاي هايزنبرگ در حالت كلي  تعريف گروهاكنون . قطر اصلي را معرفي كرد بر 1

ماتريسهاي به شكل  همه همجموع: 1تعريف 
1 a c
0 1 b
0 0 1

൩ را كه حقيقيهاي ه با دراي ܽ, ܾ א به صـورت   ܽ( ࡾ

n- به صورت  ܾتايي سطري وn-ܪبا  )تايي ستونيሺࡾሻ اين مجموعه با ضرب پايين، تبديل بـه  . دهيم نمايش مي
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  .ندنام د كه آن را گروه هايزنبرگ شو يك گروه مي

  .است  (2n+1)بعد اين گروه  شود كهاز تعريف ديده مي 

  


1 a c
0 1݊ b
0 0 1

൩ . 
1 à c̀
0 1݊ b̀
0 0 1

൩ ൌ 
1 a  à c  c̀  a. b̀
0 1݊ b  b̀
0 0 1

;.  


1 a c
0 1݊ b
0 0 1

൩ . 
1 െa െc  a. b
0 1݊ െb
0 0 1

൩ ൌ 
1 0 0
0 1݊ 0
0 0 1

൩;.  

  عبارتست ازو جبرلي متناظر با آن  [5]دناگروههاي هايزنبرگ، ساده همبند و گروه لي  توان ديد مي

൝
0 a c
0 0n b
0 0 0

൩  a, א ܾ    .ൡ݊ࡾ 

 آيد  بدست مي چنيندر اين حالت تابع نمايي 

   exp 
0 a c
0 0୬ b
0 0 0

൩ ൌ ∑ ቀ ଵ

୩!
ቁ 

0 a c
0 0୬ b
0 0 0

൩

୩

ൌ 
1 a c  ቀ1

2
ቁ a. b

0 1݊ b
0 0 1

∞
୩ୀ ;  

,ଵ݁با در نظر گرفتن  … , e୬  ࡾبه عنوان پايه استاندارد  2(توان  ميn+1(   ܪمولد بـرايሺࡾሻ ين بدسـت  چن ـ

 آورد

p୧ ൌ 
0 e୧ 0
0 0୬ 0
0 0 0

൩   ,   q୨ ൌ 
0 0 0
0 0୬ e୨

T

0 0 0
൩ , z ൌ 

0 0 1
0 0୬ 0
0 0 0

൩ ;    

 آيد  ، به طور صريح بدست ميليذ رابطه هايلي با كروشه و

,ൣ ൧ݍ ൌ ,ሾ    , ݖߜ ሿݖ ൌ , ,ݍൣ ൧ݖ ൌ 0 . .  
 

  گروههاي هايزنبرگ توسعه يافته.2.2

 ، گـروه لـي  شـود  براي معرفي گروههاي هايزنبرگ توسعه يافته، ابتدا جبرلي هايزنبرگ توسعه يافته  معرفي مـي 
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  . استگروه هايزنبرگ توسعه يافته   ،ساده همبند متناظر با اين جبرلي

,ሺॡاگر  [4] :2تعريف  ൏, ॡሻ  مجهز، به ضرب داخلي   2يك جبرلي پوچ توان از مرتبه൏, ॡ و  باشد७   مركـز آن

ݒ ، براي هراست 2از مرتبه  ॡ چون. باشدॡ نسبت به ضرب داخلي  ७متعامد  مكمل ॢو  א ॢ ،ܽ݀௩|ॢ نگاشتي از ،

ख़௩كنيم حال تعريف مي. است ७به  ॢ ൌ ker ሺܽ݀௩|ॢ ሻ   ॢو تجزيه متعامد ൌ ख़v ْ ॢv نسـبت بـه   را൏, ॡ   در نظـر

  .گيريم مي

ሺॡ, ൏, ॡሻ   ݒ݀ܽهر گاه  نديك جبر هايزنبرگ توسعه يافته گويرا|ॢ௩   ݒبراي هـر א |ݒ| و  ॢ ൌ يـك طولپـايي    1

  . باشد ७بروي  پوشا

سـازيم و بـا بيـان     در ادامه با استفاده از تركيب دو فضاي ضرب داخلي يـك جبـر هـايزنبرگ توسـعه يافتـه مـي      

 .استداراي چنين ساختاري دهيم هر جبر هايزنبرگ توسعه يافته  ، نشان مياي قضيه

,ሺॢفرض كنيم  ൏, ॢሻ, ሺ२, ൏, २ሻ ߤ، دو فضاي ضرب داخلي حقيقي باشند: २ ൈ ३ ื را تركيب  ॢ

,ݑሺߤቚدر شرط كه نگاشتي دو خطي  يعني ،گيريم در نظر مي اين دو فضا 2هاي درجه  فرم ሻቚݒ ൌ براي  |ݒ||ݑ|

ݑهر  א २ ݒو א ݑاي در نظر گرفت كه براي يك  توان اين فرم را به گونه مي. كند صدق مي ॢ א २ داشته باشيم  

,0ݑሺߤ ሻݒ ൌ ݒ       ݒ א ॢ ;   
:ܶزيرا در غير اين صورت با تعريف نگاشت  ॢ ื ሻݒሺܶبه صورت  ॢ ؔ ,ݑሺߤ ، تركيـب  پـايين بـا تعريـف    ′ߤ ، ሻݒ

  كند كه در شرط مورد نظر صدق مي است 2فرمهاي درجه 

  
بـدون ابهـام تعريـف     ሻݒଵሺିܶ پسكند،  را تضمين مي ܶ، يك به يك بودن ߤتوجه كنيد كه خاصيت نرم براي 

  كنيم  بررسي مي ′ߤحال ويژگي نرم را براي . مي شود

หࣆ′ሺ࢛, ሻห࢜ ൌ หࣆሺ࢛, ሻሻ ห࢜ሺିࢀ ൌ    ; ሻห࢜ሺିࢀห|࢛|
 از طرفي داريم 


