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 هاي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نامه آيين نامه چاپ پايان

و انتشار پايان نامه ، مبين هاي تحصيلي دانشجويان دانشگاه تربيت مدرس) رساله(نظر به اينكه چاپ
و رعايت حقوق-بخشي از فعاليتهاي علمي پژوهشي دانشگاه است بنابراين به منظور آگاهي

آ دانشگاه مي،دانش :شوند موختگان اين دانشگاه نسبت به رعايت موارد ذيل متعهد
به) رساله(در صورت اقدام به چاپ پايان نامه:1ماده دفتر«ي خود، مراتب را قبلاً به طور كتبي

.دانشگاه اطلاع دهد» نشر آثارعلمي
:عبارت ذيل را چاپ كند) پس از برگ شناسنامه(در صفحه سوم كتاب:2ماده

در/اب حاضر، حاصل پايان نامه كارشناسي ارشدكت«  است رشته رساله دكتري نگارنده
، آقاي دكتر جناب/ دانشگاه تربيت مدرس به راهنمايي سركار خانم در دانشكده سالدر كه

زا جناب آقاي دكتر/ سركار خانم مشاورهو آقاي دكتر جناب/ سركار خانممشاوره
». آن دفاع شده است

، تعداد يك درصد شمارگان كتاب هاي انتشارات دانشگاه به منظور جبران بخشي از هزينه:3ماده
به) چاپ در هر نوبت( مي. دانشگاه اهدا كند» دفتر نشر آثارعلمي«را را دانشگاه تواند مازاد نياز خود

.به نفع مركز نشر درمعرض فروش قرار دهد
را%3،50در صورت عدم رعايت ماده:4ماده به بهاي شمارگان چاپ شده به عنوان خسارت

.، تأديه كند مدرس دانشگاه تربيت
و قبول مي كند در صورت خودداري از پرداخت بهاي خسارت:5ماده ، دانشگاه دانشجو تعهد
حق تواند مي و وصول كند؛ به علاوه به دانشگاه خسارت مذكور را از طريق مراجع قضايي مطالبه
به مي را از محل4، معادل وجه مذكور در ماده استيفاي حقوق خود، از طريق دادگاه منظوردهد

.، تامين نمايد نگارنده براي فروش توقيف كتابهاي عرضه شده
 كارشناسي ارشد مقطع رياضي محض دانشجوي رشته ابوالفضل شعباني اينجانب:6ماده

. به آن ملتزم مي شوم، تعهد فوق وضمانت اجرايي آن را قبول كرده

و نام خانوادگي  ابوالفضل شعباني: نام

و امضا :تاريخ
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چکیده

این تکینی�هاي لاگرانژي، شارخمیدگی�میانگین بیان و هندسی پیش�نیازهاي ارایه�ي از پس پایان�نامه این در
با یکنوا لاگرانژي زیرخمینه�هاي بین که پیوندي پایان�نامه، دوم بند در کار این براي می�شود. بررسی شار
گونه�ي و تکینی رخ�دادن زمان درباره�ي قضیه�هایی و می�شود گرفته به�کار هست، رُمبنده خودسان پاسخ�هاي
چون می�شود. بررسی هموردا لاگرانژي زیرخمینه�هاي براي شار پایانی بخش دو در می�شود. اثبات آن
خم�هاي شار از شارخمیدگی�میانگین ازاین�رو می�ماند، پایدار شار با هموردایی است، یکروند شارخمیدگی�میانگین
این اصلی مرجع می�شوند. ارایه نمونه�هایی دوم و یکم گونه�ي تکینی�هاي براي همچنین می�آید. به�دست نمایه

است. [10] پایان�نامه
شارخمیدگی�میانگین لاگرانژي، زیرخمینه�ي هموردا، شارخمیدگی�میانگین کلیدي: کلمات
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1 بند

پیش�گفتار

پرسش�هایی میلادي گذشته�ي نخستسده�ي نیمه در خمینه�ها هندسی توپولوژیکو ویژگی�هاي شناخت و بررسی
نام�آورترین از یکی نشد. یافت پاسخی آنها از برخی براي زمان آن ابزارهاي با که نهاد ریاضی�دانان پیش�روي را

بود. پوانکاره حدسیه این�ها
در بودند. برده سود آن از فیزیکدانان پیشتر که افزودند هندسه به را رویکردي هندسه�دانان 80 و 70 دهه�هاي در
زمان پارامتر می�کردند. بررسی دوباره و کرده دگرگون زمان گذر در آنرا پایا، هندسه�ي بررسی جاي به کار، این
براي گرما معادله�ي کارگیري به روش�ها این مناسب�ترین از یکی بخشید. پویایی را دیفرانسیل هندسه�ي دنیاي
شارخمیدگی�میانگین و ریچی شار کار، این از نمونه�هایی می�باشد. خمینه بر هندسی یکساختار کردن دگرگون

می�گیرند. به�کار را گرما معادله�ي دو هر که می�باشد
خمینه درونی هندسه�ي بنابراین و می�نماید دگرگون آن ریچی خمیدگی براساس را خمینه متریک ریچی شار

می�شود. ناپایدار
راستاي در را زیرخمینه هندسه�ي و شده تعریف ثابت خمینه�ي یک در زیرخمینه�اي براي شارخمیدگی�میانگین

می�نماید. دگرگون خمیدگی�میانگین برداري میدان
اثبات پایان گرفت. کار به پوانکاره حدسیه اثبات براي 1984 و 1982 سال�هاي را شار دو این همیلتون ریچارد
بود، جراحی�ها ارایه�ي و سه�بعدي خمینه�هاي بر ریچی شار تکینی�هاي برخی رده�بندي که را پوانکاره حدسیه

داد. ارایه 2003 تا 2002 سال�هاي در مقاله سه در پرلمان گریشا
آوردن به�دست شارخمیدگی�میانگین همچون دیگر هندسی شارهاي بررسی براي ریاضی�دانان انگیزه�هاي از یکی
در ویژه زیرخمینه�هایی یافتن شار، این کاربردهاي دیگر از می�باشد. پوانکاره حدسیه�ي براي ساده�تر اثباتی
آندره مقاله�هاي به نمونه براي خمینه�هاست. از رده�هایی نبودن یافتنی یا بودن اثبات و شده داده� خمینه�اي
نگاره�ها. پردازش مانند دارد، تکنولوژي و علوم در کاربردهایی شار این همچنین کنید. نگاه زمینه این در 1 نِوس

1Andere Neves

1



2 پیش�گفتار .1 بند

درازاي کننده�ي کمین شارخمیدگی�میانگین چون و گرفت صورت خم�ها براي نخست شار این شناخت و بررسی
گویند. نیز 2 خم کوتاه�کننده�ي شار آنرا خم�هاست،

بنابراین دارد. یک (بعد) گستره�ي آنها نرمال فضاي و می�باشند یک نقص�بعد با زیرخمینه�هایی ابررویه�ها
به ابررویه�ها ویژگی این می�شوند. بیان بالاتر نقص�بعدهاي از ساده�تر آنها بر خمیدگی�میانگین و فرم�اساسی�دوم
نقص�بعدهاي براي ولی است. داده را ابررویه�ها بر شارخمیدگی�میانگین رفتار از بسیاري شناخت ریاضی�دانان

است. مانده ناشناخته بسیار شار این رفتار بالاتر
بر شارخمیدگی�میانگین رفتار بررسی براي بسیارخوب ابزارهایی که ابررویه�ها از پس زیرخمینه ساده�ترین شاید
فضاي�مماس و فضاي�عمود آنها براي زیرا �باشد، کیلري خمینه�هاي در لاگرانژي زیرخمینه�هاي می�شود، یافت آن

می�شود. داده J مختلط ساختار با یکریختی این و یکریختند نقطه هر در
نشان باید نخست برد، بهره شارخمیدگی�میانگین پاسخ زمان هر در زیرخمینه�اي ویژگی یک از بتوان اینکه براي
فروبرده�شده زیرخمینه�هاي بر لاگرانژي (شرط) سامه�ي خوشبختانه می�ماند. پایدار شار با ویژگی این که داد
ماند. می پایدار باشیم، داشته هموار پاسخ که زمانی تا شارخمیدگی�میانگین با 3 کیلري-آینشتاین خمینه�ي در
کالابی-یاو خمینه�هاي در لاگرانژي فروبري� یک براي 4 اِسماشیک بار نخستین را لاگرانژي سامه پایداري اثبات
که ، [18] بود کیلري-آینشتاین خمینه�هاي به گسترش�یابنده وي اثبات داد، ارایه [22] در 1996 سال در 5

سال در را لاگرانژي سامه�ي پایداري از دیگر اثباتی است. آمده 1999 سال در وي پسادکتري پایان�نامه در
دید. می�توان 6 وانگ از مقاله�اي در 2002

و دارد پاسخ کوتاه زمانی براي دیفرانسیل معادلات نظریه�ي بنابر و است سهموي شارخمیدگی�میانگین معادله�ي
ارزشمند ریاضی�دانان براي زمان�تکین در شار رفتار و تکینی�ها این شناسایی می�گستراند. تکینی زمان��تکین در

است.
شارخمیدگی�میانگین براي بایسته پیشنیازهاي برخی اینها نخستین در می�باشد. بند چهار داراي پایان�نامه این
می�پردازد. [10] مرجع نوشتارهاي فرانمون و بازشکافی به چهارم تا دوم بندهاي است. شده آورده لاگرانژي�یکنوا

2curve shortening flow
3Kähler-Einstein
4Smoczyk
5Calabi-Yau
6Mu Tao Wang



3 پیش�گفتار .1 بند

خوانندگان با سخنی
بیشتر برگزینش است. شده گرفته به�کار آنها پارسی برابر بیگانه واژه�هاي برخی جاي به پایان�نامه این در
براي واژه�ها این از برخی شاید می�باشد. کزازي دکتر سره پارسی واژه�نامه�ي و دهخدا واژه�نامه�ي از واژه�ها این

می�کنیم بیان را آنها اینجا در باشد. داشته تازگی خوانندگان

fake←− برساخته
−←regular/منظم بسامان

−←circle/دایره پرهون
−←function/تابع پی�گر

−←adjoint/الحاق پیوست
austere←− تند

−←definition/معنی چم
−←coordinate/مختصات دستگاه
مختصات −←دستگاه همارا دستگاه
−←hyperbolic/هذلولوي دوکاوي

tamed←− رام
−←line/خط رج

collapse←−رُمبش
−←condition/شرط سامه

−←sphere/کره سپهر
−←operator/عملگر کارور
کوهک−←cone/مخروط

minimal cone←− کمین کوهک
Elliptic←− گرداري

−←dimention/بعد گستره
−←angle/زاویه گوشه
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disk←− گوي
Blow up←− فراگستري/آماساندن

−←منظور فردید
−←picture/تصویر نگاره

−←connection/التصاق هموستار



2 بند

پیش�نیازها

می�شود. ارایه [9] و [31] ، [20] از بهره�گیري با بایسته پیش�نیازهاي پایان�نامه از بند این در

خمیدگی،لاپلاسین هموستار، 1.2
مماس کلاف بر لوي�چویتا یکتاي هموستار mبگیرید. گستره�ي(بعد) با ریمانی یکخمینه را (M, g = ⟨., .⟩)

چم به متریک، با Mسازگار
X ⟨Y, Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ .

چم به تاب، بدون و
∇XY −∇YX = [X,Y ] = XY − Y X

داریم. را
از انقباض�گیري با و لایبنیتسی چنانکه داد، گسترش تانسوري کلاف هر برش�هاي بر را هموستار این می�توان

باشد. سازگار تانسورها
ریمانی خمیدگی تانسور Mبگیرید. بر مماسی برداري میدان�هاي را V و U ،W ، Z ، Y ، X

Rm (X, Y )Z = −∇X∇YZ +∇Y∇XZ +∇[X,Y ]Z

دارد. را پایین تقارن�هاي Rm (X,Y, Z,W ) = ⟨Rm (X, Y )Z,W ⟩ و می�باشد.
Rm (X, Y, Z,W ) = −Rm (Y,X,Z,W ) و Rm (X, Y, Z,W ) = Rm (Z,W,X, Y ) .

نخست: بیانکی یکانی
Rm (X,Y, Z,W ) +Rm (Y, Z,X,W ) +Rm (Z,X, Y,W ) = 0 . (1.2)

5
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دوم: بیانکی یکانی
(∇XRm) (U, V, Y, Z) + (∇YRm) (U, V, Z,X) + (∇ZRm) (U, V,X, Y ) = 0 . (2.2)

هر براي که است مماسی برداري میدان یک می�دهیم، نمایش ∇f با که f گرادیان ، f ∈ C∞ (M) براي
X

⟨∇f,X⟩ = df (X) .

و می�شود داده نمایش ∇2f با که است متقارن ,0)تانسور 2)- یک f هسیان
∇2

X,Y f = XY f − (∇XY ) f .

یکه�متعامد پایه یک کار، این براي آورد. به�دست پیشین تانسورهاي از انقباض�گیري با می�توان را نو تانسورهایی
بگیرید. مماس کلاف براي {eA}nA=1

نشانگرهاي بر اینکه چم به می�بریم. به�کار را آینشتاین ساده�ي نشان�گزاري پایان�نامه، این سراسر در .1.1.2 نکته
می�بندیم. جمع تانسور، پایین و بالا تکراري

می�آوریم. به�دست را R شماره�اي خمیدگی و Ric ریچی خمیدگی تانسور ریمان، خمیدگی تانسور از

Ric (X, Y ) =
∑
eA

Rm (X, eA, Y, eA)

R =
∑
eA

Ric (eA, eA) .

می�باشد: ∇2f اثر ، f لاپلاسین
∆f = tr

(
∇2f

)
=
∑
eA

∇2
eA,eA

f =
∑
eA

⟨∇eA∇f, eA⟩ =
∑
eA

(∇eAdf) (eA) .

: T تانسور لاپلاسین
∆T = tr∇2T =

∑
eA

∇2
eA,eA

T .

براي برد. کار به نرمال دستگاه ، p نقطه�ي در تانسور یک نوشتن سادگی براي می�توان همیشه .2.1.2 نکته
و eA = ∂

∂yA
نقطه این در که می�شود یافت چنان pنزدیک {yA} دستگاه یک ، TpM یکه�نرمال پایه�ي هر

. ∇eAeB = 0

ریمانی خمینه�هاي بر بیرونی دیفرانسیل فرم�هاي 2.2
بر β و α k-فرم دو براي بگیرید. dVg گنجایش فرم با جهت�دار، و فشرده ریمانی خمینه�ي یک را (Mn, g)

می�شود تعریف چنین نقطه�اي ضرب�درونی ،M
(α, β) = αa1...akβb1...bkg

a1b1 ...gakbk ∈ C∞ (M)
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می�شود. تعریف چنین نیز β و α ضرب�درونی L2

⟨α, β⟩ =
∫
M

(α, β) dVg

می�باشد پایین برداري کلاف�هاي بین یکریختی هاج ستاره�ي
∗ : ΛkT ∗M → Λn−kT ∗M

M بر α k-فرم هر براي که است یکتایی −n)-فرم k) ، ∗β که

α ∧ (∗β) = (α, β) dVg

∗ 1 = dVg

∗ (∗β) = (−1)k(n−k)β

می�شود تعریف چنین d� بیرونی مشتق منفی پیوست

d† : C∞ (ΛkT ∗M
)
→ C∞ (Λk−1T ∗M

)
d†β = (−1)kn+n+1 ∗ d(∗β)

می�شود تعریف چنین d-لاپلاس خطی و گرداري پاره�اي دیفرانسیل کارور

∆ : C∞ (ΛkT ∗M
)
→ C∞ (ΛkT ∗M

)
∆ = dd† + d†d

دوم اساسی فرم و فروبرده�شده زیرخمینه�هاي 3.2
متریک تانسور با Mبر موضعی دستگاه یک {yA}m

A=1
و بگیرید هموار فروبري یک را F : Σn → Mm

مماس فضاي فروبري�ست. F که آنجا از باشد. Σn بر موضعی دستگاه {xj}nj=1 و gAB =
⟨

∂
∂yA

, ∂
∂yB

⟩
{
F∗
(

∂
∂xj

)}n
j=1

با ساخته�شده TF (p)M برداري زیرفضاي که گرفت، یکی F∗TpΣ با می�توان را p در Σ
می�باشد.

که می�سازد را σij متریک Σ بر ، gAB متریک . F∗
(

∂
∂xj

)
= ∂FA

∂xj
∂

∂yA
آنگاه ، FA = yAoF بگیرید

σij =

⟨
F∗

(
∂

∂xi

)
, F∗

(
∂

∂xj

)⟩
=
∂FA

∂xi
∂FB

∂xj
gAB .

بردار براي �نامند. p نقطه�ي در Σ عمود فضاي و داده نمایش NpΣ با را TF (p)M در F∗TpΣ عمودي مکمل
نامند. V ⊥ عمودي، بخش را NpΣ بر و ، V ⊤ مماسی، بخش را F∗TpΣ بر V افکنش ، V ∈ TF (p)M

V ⊤ =

⟨
V, F∗

(
∂

∂xi

)⟩
σijF∗

(
∂

∂xj

)
∈ F∗TpΣ ,
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V ⊥ = V − V ⊤ ∈ NpΣ .

می�باشد. σij ماتریس وارون σij

Y و X مماسی برداري میدان دو هر براي که می�دهد هموستار یک Σ بر ،M بر لوي�چویتا هموستار
∇Σ

XY =
(
∇M

X Y
)⊤

.

می�باشد. Σ بر σij متریک لوي�چویتاي هموستار همان ∇Σ

می�باشد: چنین نرمال کلاف بر ساخته�شده نرمال، هموستار باشد. Σ بر نرمال برداري میدان یک V اگر

∇⊥
XV =

(
∇M

X V
)⊥

.

است: چنین نرمال کلاف خمیدگی

Rm⊥ (X,Y )V = −∇⊥
X∇⊥

Y V +∇⊥
Y∇⊥

XV +∇⊥
[X,Y ]V

است T ∗Σ⊗ T ∗Σ⊗NΣ تانسوري کلاف از برشی ، Σ بر II دوم اساسی فرم .1.3.2 تعریف

II (X,Y ) =
(
∇M

X Y
)⊥

= ∇M
X Y −

(
∇Σ

XY
)
.

اساسی فرم مولفه�هاي آنگاه ، NpΣ براي {eα}nα=1 و بگیریم TpΣ براي یکه�متعامد پایه�اي ni=1{ei}را اگر
�است. چنین دوم

hαij =
1

n

∑
ei

⟨
∇M

ei
ej, eα

⟩
. (3.2)

میانگین خمیدگی بردار .2.3.2 تعریف
−→
H =

∑
ei

II (ei, ei) = σij

(
∇M

F∗( ∂

∂xi
)F∗

(
∂

∂xi

))⊥

. (4.2)

Mو = Rm اگر .3.3.2 گزاره

F : Σ→ Rm

F =
(
F 1
(
x1, ..., xn

)
, ..., F n

(
x1, ..., xn

))
HF =

(
∇Σ
)2
F :=

((
∇Σ
)2
F 1, ...,

(
∇Σ
)2
F n
)

می�باشد. Σ دوم اساسی فرم برابر ∇Σ هموستار از به�دست�آمده F هسیان آنگاه
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اثبات.

HF j

=
(
∇Σ
)2
X,Y

F j = XY F j −
(
∇Σ

XY
)
F j

= XdF jY − dF j
(
∇Σ

XY
)

= F j
∗ (X)

(
F j
∗ (Y )

)
−∇Σ

F j
∗ (X)

F j
∗ (Y )

= II
(
F j
∗ (X) , F j

∗ (Y )
)

(
∇Σ
)2
F =

((
∇Σ
)2
F 1, ...,

(
∇Σ
)2
F n
)
= II

σ = F ∗g متریک از آمده به�دست F لاپلاسین با Σ خمیدگی�میانگین Mآنگاه = Rm اگر .4.3.2 پی�آمد
است. برابر

اثبات.

∆F = (∆F1, · · · ,∆Fn)

−→
H = trσII = trσ

(
∇Σ
)2
F = ∆ΣF

ابررویه�اي Γu آن نمودار ، u : Ω→ R هموار نگاشت براي . n > 1 و بگیرید باز را Ω ⊂ Rn .5.3.2 نمونه
نگاشت با می�باشد، Rn+1 در

F : Ω→ Ω× R

F (x) := (x, u (x)) ∈ Rn+1 .

است. چنین dF ( ∂
∂xi

)
= ∂F

∂xi مماسی بردارهاي بگیریم، Ω بر را (xi)i=1,··· ,n هماراي دستگاه اگر
∂F

∂xi
=

∂

∂xi
+ ui

∂

∂u
.

: Γu بر σij القایی ریمانی متریک

σij =

⟨
∂F

∂xi
,
∂F

∂xj

⟩
= δij + uiuj

σij = δij − 1

ϖ2
δikukδ

jlul

ϖ :=

√√√√1 +
n∑

i=1

(ui)
2 .


