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چͺیده

تعمیمͬ ابتدا پایان�نامه این� در باشد. K خارج�قسمتͬ میدان با صحیح دامنه�ی R کنید فرض
گسسته ارزیابͬ مدول�های و ارزیابͬ مدول�های به گسسته ارزیابͬ حلقه�های و ارزیابͬ حلقه�های از
هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم، (VM) ارزیابͬ مدول ͷی را M تاب بدون R-مدول مͬ�شود. بررسͬ
یا yx ∈ M ،x ∈ M و y ∈ K هر ازای به معادل طور به (یا y−١M ⊆ M یا yM ⊆ M ،y ∈ K

متناهͬ تولید با آن�گاه باشد، ضربͬ ارزیابͬ مدول ͷیM اگر که داد خواهیم نشان .( y−١M ⊆ M

پرداخت. خواهیم ارزیابͬ مدول�های و ارزیابͬ حلقه�های بین ارتباط و بررسͬ به هم�چنین است.
وجود r ∈ T = R−{٠} هرگاه Mمͬ�نامیم، از کسری زیرمدول ͷی MTرا از N R-زیرمدول
باشد، ضربͬ ارزیابͬ مدول ͷی M اگر کرد خواهیم ثابت .rN ⊆ M طوری�که به باشد داشته

هستند. مرتب خطͬ طور به شمول تحت ،M کسری زیرمدول�های مجموعه�ی
باوفای نوتری مدول از ناصفر کسری زیرمدول هر هرگاه بعدی، ͷی �موضعͬ دامنه ͷی در هم�چنین
با که داد خواهیم نشان هم�چنین است. گسسته ارزیابͬ مدول ͷی M آن�گاه باشد، وارون�پذیر ،M

است. ددکیند مدول ͷی M آن�گاه باشد، DVM ͷی M اگر شرایط، این
را M مدول پرداخت. خواهیم (PVM) ارزیابͬ شبه مدول�های بررسͬ به موارد، این بر علاوه
خواهیم نشان باشد. اول قوی طور Mبه از اول زیرمدول هر هرگاه مͬ�نامیم، ارزیابͬ شبه مدول ͷی
است. VM ͷیM آن�گاه باشد، نوتری بسته صحیح طور به ارزیابͬ شبه مدول ͷی M اگر که داد

ارزیابͬ مدول کسری؛ زیرمدول ارزیابͬ؛ مدول ارزیابͬ؛ حلقه ضربͬ؛ مدول کلیدی: واژگان
ارزیابͬ شبه مدول اول؛ قوی طور به زیرمدول گسسته؛

٩٣ نامه: پایان صفحات تعداد
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චاری... ণپاس໋�

اوست. همه خود بلͺه بدوست، همه انجام و اوست از همه آغاز که را آفریدگاری سپاس
افͺار و ناتوان او نعمت�های شمارش از حسابͽران و عاجزند او ستودن از سخنوران که خداوندی
خویش جهل در چͽونه جاهلم، خود دانش در که من پروردگارا؛ او. ذات درک از قاصر ژرف�اندیش،

خود! نداری در نیازمند، نباشم چͽونه نیازمندم، خود توانͽری در که من نباشم! نادان
بهره که دانشͬ از و نشود خاشع که قلبͬ از نشود، سیر که نفسͬ از تو به مͬ�برم پناه معبودا؛
بر رسانیده�ام پایان به را مهم این تو لطف به که اکنون هم توست. از دارم آنچه خدایا بار ندهد،
پدر از نمایم. سپاسͽزاری نموده�اند یاری مرا راه این در که عزیزانͬ زحمات از مͬ�دانم واجب خود

سپاسͽزارم. نموده�اند، فراهم را دلͽرمͬ�ام موجبات همواره که عزیزم خانواده�ی و مادر و
از فروتنͬ، و خلق حسن با صدر، سعه�ی کمال در که حسینͬ محمدحسین دکتر آقای جناب از
داشتند، عهده بر را رساله این راهنمایͬ زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در ͬͺکم هیچ
از و داشتند عهده بر را پایان�نامه این مشاوره زحمت که مقیمͬ فضائلͬ حسین دکتر اقای جناب از
مطالعه که اقدامͬ حسین دکتر اقای جناب دلسوز و فرزانه استاد از برده�ام، فراوان بهره�ی نیز ایشان
جناب از برده�ام، بهره�ها تدریسشان، فیض پر محضر از و داشتند عهده بر را پایان�نامه این داوری و
پایان�نامه این داوری و مطالعه زحمت فراوان مشغله�ی وجود با که نصرآبادی محمدمهدی دکتر آقای
و سمیعͬ مهدی دکتر آقای جناب از سپاس و تشͺر و مͬ�نمایم قدردانͬ و تشͺر داشتند، عهده بر را

نماندم. بͬ�بهره نیز ایشان راهنمایͬ�های از که آبادی جلال زارعͬ خانم
در و نمود سهل من بر را دوری رنج تحمل وجودشان گرمای که دوستانم تمامͬ از پایان در
برای را روزافزون کامیابͬ و توفیق منان خداوند از سپاسͽزارم. نمودند یاری مرا مهم این انجام

گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد آرزومندم. همͽͬ�شان

ख़ੁࣤوଘذواॹࡵقاری
৘඼ෙ७ور۱۳۹۳
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پیش�گفتار

ارزیابͬ، مدول�های به ارزیابͬ شبه و گسسته ارزیابͬ ارزیابͬ، حلقه�های از تعمیمͬ به پایان�نامه این
بررسͬ ضربͬ مدول�های روی را ارزیابͬ مدول�های واقع در مͬ�پردازد. ارزیابͬ شبه و گسسته ارزیابͬ
بررسͬ مورد گوناگون زوایای از متعددی مقالات در ضربͬ مدول�های ویژگͬ�های کرد. خواهیم
در ٣ اسمیت اف. پͬ. و ٢ باست ال ز. مثال عنوان به .[٢٠] ،[١٧] ،[۴] ،[١] است. قرارگرفته
شده داده نشان [٢] در هم�چنین است. متناهͬ تولید با باوفا ضربͬ مدول هر که دادند نشان [١]
باشد R بسته�ی صحیح طور به حلقه�ی روی متناهͬ تولید با ددکیند مدول ͷی M اگر که است

است. ضربͬ مدول ͷی M آن�گاه
ازای به هرگاه مͬ�شود، نامیده ارزیابͬ حلقه�ی ͷی K خارج�قسمتͬ میدان با R صحیح دامنه�ی
ارزیابͬ شبه دامنه�ی ͷی را R دامنه�ی هم�چنین .[٧] y−١ ∈ R یا y ∈ R ،y ∈ K − {٠} هر
هاستون جͬ. ای. و ۴ هدستورم ر. جͬ. باشد. اول قوی طور به R از اول ایده�آل هر هرگاه مͬ�نامیم
.[٩] ،[٨] کردند. معرفͬ را ارزیابͬ شبه دامنه�های اول، قوی طور به ایده�آل تعریف از استفاده با ۵

نشان اینجا در است. ارزیابͬ شبه دامنه�ی ͷی ارزیابͬ دامنه�ی هر که است شده داده نشان [٨] در
نیست. صادق مدول�ها برای مسأله این که داد خواهیم

ارزیابͬ مدول�های بین ارتباط بررسͬ و مدول�ها به مفاهیم این تعمیم به مقدری ج. و نͺوئͬ ر.
.[١۴] ،[١٣] مͬ�باشد. پایان�نامه این اصلͬ موضوع که پرداختند ارزیابͬ شبه مدول�های و

ابتدا است بخش سه شامل که اول فصل در است. شده تنظیم فصل سه در پایان�نامه این
مدول�های از مختصری معرفͬ به دوم بخش در سپس کرد، خواهیم یاد�آوری را مقدماتͬ تعاریف
خواهیم ارزیابͬ مدول�های بررسͬ و معرفͬ به سوم بخش در و پرداخته آن�ها ویژگͬ�های و ضربͬ
و گسسته ارزیابͬ مدول�های کسری، زیرمدول�های معرفͬ به بخش سه در دوم فصل در پرداخت.
زیرمدول�های سوم فصل در کرد. خواهیم بررسͬ را آن�ها بین� ارتباط و مͬ�پردازیم ددکیند مدول�های
را آن�ها ارتباط و مͬ�کنیم معرفͬ را ارزیابͬ شبه مدول�های سپس و کرده بررسͬ را اول قوی طور به

آورد. خواهیم دست به ارزیابͬ مدول�های با

٢Z. Abd El-bast
٣P. F. Smith
۴J. R. Hedstrom
۵ E. G. Houston



١ فصل

ارزیابͬ های مدول

٢



٣ یادآوری .١.١

.

ارزیابͬ مدول�های معرفͬ به سپس مͬ�دهیم. ارائه یادآوری جهت را قضیه و تعریف چند ابتدا در
فصل این در مͬ�کنیم. اثبات ضربͬ ارزیابͬ مدول�های برای را توجهͬ قابل و مهم نتایج و پرداخته

است. شده استفاده [٢٠] و [١٣] ،[٧] ،[۶] ،[۴] ،[١] از

یادآوری ١.١

Rیͷمجموعه�ی از S مجموعه�ی زیر صورت این در باشد. Rیͷحلقه فرضکنید تعریف١.١.١.
هرگاه شود، مͬ نامیده ضربͬ بسته�ی

١ ∈ S (١

.ab ∈ S ،a, b ∈ S هر برای (٢

است. ضربͬ بسته مجموعه�ی S آن�گاه S = {١̄, ٣̄} و R = Z۶ اگر .٢.١.١ مثال

بسته�ی S = R−P این�صورت در باشد. R حلقه�ی از اول ایده�آل ͷی P کنید فرض .٣.١.١ مثال
است. ضربͬ

ارزی هم رابطه�ی باشد. R حلقه�ی از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S کنید فرض .۴.١.١ تعریف
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به R× S روی را ∼

∀(a, s), (b, t) ∈ R× S



۴ ارزیابͬ های مدول .١

(a, s) ∼ (b, t) ⇐⇒ ∃u ∈ S ; u(ta− sb) = ٠

را ارزی هم کلاس�های تمام مجموعه�ی مͬ�دهیم. نمایش a
s
با را (a, s) ∈ R× S ارزی هم کلاس

.S−١R = {a
s
|a ∈ R, s ∈ S} لذا مͬ�دهیم. نمایش S−١R با

مͬ�دهد: حلقه ͷی تشͺیل زیر وضرب جمع با S−١R مجموعه�ی .۵.١.١ لم

∀a, a′, b, b′ ∈ R,∀s, s′ ∈ S

(
a

s
) + (

a′

s′
) =

as′ + a′s

ss′
(
a

s
)(
a′

s′
) =

aa′

ss′

مͬ�گوئیم. S به نسبت R کسر�های حلقه�ی را S−١R حلقه�ی

شود. رجوع [٧] از ١.٣.٢ گزاره�ی به برهان.

آن که است میدان ͷی S−١R آن�گاه ،S = R−{٠} و باشد صحیح دامنه�ی R اگر .۶.١.١ تبصره
مͬ�نامیم. R کسرهای میدان را

S = R − P اگر این�صورت در باشد. R حلقه�ی از اول ایده�آل ͷی P کنید فرض .٧.١.١ تبصره
مͬ�دهیم. نشان RP با را S−١R آن�گاه

ماکسیمال ایده�آل ͷی تنها هرگاه گوئیم، موضعͬ شبه حلقه�ی ͷی را R حلقه�ی .٨.١.١ تعریف
مͬ�نامیم. موضعͬ حلقه�ی ͷی را آن باشد، نیز نوتری R حلقه�ی که حالتͬ در باشد. داشته

هستند. موضعͬ میدان�ها .٩.١.١ مثال

شبه حلقه ͷی Z۴ لذا است. آن ماکسیمال ایده�آل تنها {٠̄, ٢̄} ، Z۴ حلقه�ی در .١٠.١.١ مثال
است. موضعͬ

PP = {a
s
|a ∈ P, s ∈ S} زیرا است، موضعͬ شبه حلقه ͷی RP کسرهای حلقه .١١.١.١ مثال

از ٣.٣.٢ (مثال است. R حلقه��ی از اول ایده�آل ͷی P آن در که است RP ماکسیمال ایده�آل تنها
کنید). ملاحظه را [٧]

مͬ�شود. نامیده P در R سازی موضعͬ RP به R از شده طͬ روند .١٢.١.١ تبصره

مͬ�کنیم: تعریف نیز را کسرها مدول مشابه، به�طور ادامه در



۵ یادآوری .١.١

رابطه�ی باشد. R از ضربͬ بسته مجموعه�ی ͷی S و MیRͷ-مدول فرضکنید تعریف١٣.١.١.
مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به M × S روی را ∼ ارزی هم

∀m,m′ ∈ M, ∀s, s′ ∈ S

(m, s) ∼ (m′, s′) ⇐⇒ ∃t ∈ S ; t(sm′ − s′m) = ٠

با را ارزی هم رابطه�ی این از ناشͬ ،m
s
(m ∈ M, s ∈ S) ارزی هم کلاس�های تمام مجموعه�ی

MS = {m
s
|m ∈ M, s ∈ S} دیͽر به�عبارت مͬ�دهیم. نمایش MS یا و S−١M

کرد. تبدیل مدول -RS ͷی به را MS مͬ�توان زیر وضرب جمع با

∀m,m′ ∈ M, ∀s, s′ ∈ S, ∀a ∈ R

m

s
+

m′

s′
=

ms′ +m′s

ss′
,

a

s
· m
s′

=
am

ss′

MPنمایش با MSرا آن�گاه ،S = R−P و باشد R حلقه�ی از اول ایده�آل ͷی P اگر چنین هم
مͬ�دهیم.

R-همریختͬ�ها و مدول�ها -R از دقیق M١دنباله�ای −→ M٢ −→ M٣ فرضکنید .١۴.١.١ گزاره
از دقیق دنباله�ا�ی زیر، دنباله�ی این�صورت در باشد. R از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و باشد

Rs-مدول�هاست.

S−١M١ −→ S−١M٢ −→ S−١M٣

شود. رجوع [۵] از ٣.٣ گزاره�ی به برهان.

ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و باشند M از زیرمدول�هایͬ P و N کنید فرض .١۵.١.١ نتیجه
است: برقرار زیر گزاره�های این�صورت در باشد. R از

S−١(N + P ) = S−١(N) + S−١(P ) (١

S−١(N ∩ P ) = S−١(N) ∩ S−١(P ) (٢

S−١(M
N
) ∼=

S−١(M)

S−١(N)
(٣

شود. رجوع [۵] از ۴.٣ نتیجه�ی به برهان.

از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و متناهͬ تولید با R-مدول ͷی M کنید فرض .١۶.١.١ گزاره
.S−١(ann(M)) = ann(S−١(M)) دراین�صورت باشد. R



۶ ارزیابͬ های مدول .١

شود. رجوع [۵] از ١۴.٣ گزاره�ی به برهان.

باشد. R از ضربͬ بسته مجموعه�ی ͷی S و نوتری R-مدول ͷی M کنید فرض .١٧.١.١ گزاره
است. نوتری Rs-مدول ͷی Ms این�صورت در

شود. رجوع [٧] از ٣.١.٣ گزاره�ی به برهان.

این�صورت در باشد. R-مدول ͷی M و صحیح دامنه�ی ͷی R کنید فرض .١٨.١.١ تعریف
است. M R-مدول از زیرمدول ͷی T (M) = {m ∈ M |∃٠ ̸= r ∈ R; rm = ٠} زیرمجموعه�ی
و تابدار مدول را M مدول آن�گاه ،T (M) = M اگر مͬ�نامیم. تابدار زیرمدول را T (M) زیرمدول

مͬ�نامیم. تاب بدون را M آن�گاه ،T (M) = ٠ اگر

است. تابدار مدول ͷی ،Z Z-مدول از صفر زیرمدول -Z .١٩.١.١ مثال

است. تاب بدون مدول ͷی ،Z مدول -Z .٢٠.١.١ مثال

S از x عنصر دراینصورت باشد. آن از حلقه�ای زیر R و حلقه ͷی S کنید فرض .٢١.١.١ تعریف
صدق R در ضرایب با تͺین جمله�ای چند ͷی در x هرگاه مͬ�شود، نامیده صحیح عنصر ͷی R روی
xn+a٠x

n−١+ ...+an = ٠ که باشند موجود قسمͬ به (١ ≤ i ≤ n)ai ∈ R دیͽر �عبارت به کند.
هستند. صحیح R روی R عناصر که است واضح

زیر که مͬ�نامیم S در R صحیح بستار را باشند صحیح R روی که S اعضای همه مجموعه�ی
مͬ�باشد. R شامل S از حلقه�ای

است. بسته صحیح �طور به R گوئیم آن�گاه باشد، R دقیقا S در R صحیح بستار اگر
مͬ�شود. نامیده R از صحیح توسیع ͷی S حلقه�ی آن�گاه باشد، S دقیقا S در R صحیح بستار اگر

.[٧]

کنید). ملاحظه را [٧] از ۴.١.۴ (مثال است. بسته صحیح طور به Q میدان در Z .٢٢.١.١ مثال

در باشد. S از زیرحلقه�ای R طوری�که به باشند حلقه دو S و R کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه
معادل�اند: زیر گزاره�های این�صورت

است؛ صحیح R روی α ∈ S هرعنصر (١

است؛ متناهͬ تولید با R-مدول عنوان به R[α] (٢

است. متناهͬ تولید با R-مدول عنوان به طوری�که به دارد وجود M باوفای مدول -R[α] (٣
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شود. رجوع [٧] از ١.١.۴ قضیه�ی به برهان.

در است. صحیح R روی S طوری�که به باشند حلقه دو R ⊂ S کنید فرض .٢۴.١.١ گزاره
.P = P ′ ∩R طوری�که به دارد وجود S از P ′ اول ایده�آل ،R از P اول ایده�آل هر برای این�صورت

شود. رجوع [٧] از ٢.٢.۴ گزاره�ی به برهان.

مرتب) خطͬ طور (به مرتب طورکلͬ به مجموعه� ͷی S تهͬ غیر مجموعه�ی .٢۵.١.١ تعریف
های خاصیت دارای طوری�که به شود تعریف S روی ≤ مانند رابطه ͷی هرگاه مͬ�شود، نامیده
حالت این در .µ ≤ λ یا λ ≤ µ باشیم داشته λ, µ ∈ s هر برای و باشد تعدی و پادتقارنͬ بازتابͬ،

مͬ�شود. نامیده S روی کلͬ ترتیب رابطه ͷی ≤

ͷی هرگاه مͬ�نامیم، مرتب جزئͬ طور به مجموعه ͷی را S تهͬ غیر مجموعه�ی .٢۶.١.١ تعریف
تعدی و پادتقارنͬ بازتابͬ، های خاصیت دارای طوری�که به شود تعریف S روی ≤ مانند رابطه

مͬ�نامیم. S روی جزئͬ ترتیب رابطه ͷی را ≤ حالت این در باشد.

ͷی K میدان از R حلقه�ی زیر این�صورت در باشد. میدان ͷی K کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف
.a−١ ∈ R یا a ∈ R باشیم داشته ٠ ̸= a ∈ K هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده K از ارزیابͬ حلقه�ی

است. K از ارزیابͬ حلقه ͷی K میدان .٢٨.١.١ مثال

مجموعه�ی Rرا اگر این�صورت در باشد. ثابت اول یͷعدد p Kو = Q فرضکنید .٢٩.١.١ مثال
آن�گاه نͺند، عاد را n و m از کدام هیچ p و r ≥ ٠ که بͽیریم نظر در pr m

n
فرم به گویا اعداد همه

ملاحظه را [٧] از ۴.١.۵ مثال ) است K از ارزیابͬ حلقه ͷی R که مͬ�کنیم مشاهده به�وضوح
کنید).

آن�گاه فرضشود، K ′ از میدان زیر ͷی K و ،K ′ میدان از ارزیابͬ حلقه ͷی V ′ اگر .٣٠.١.١ مثال
است. K از ارزیابͬ حلقه ͷی V ′

آن�گاه باشد، K میدان از ارزیابͬ حلقه ͷی V اگر .٣١.١.١ گزاره

باشد؛ مͬ K همان V کسرهای میدان (١

است؛ K از ارزیابͬ حلقه ͷی ،V شامل K زیرحلقه�ی هر (٢

باشد؛ مͬ موضعͬ شبه حلقه�ی ͷی V (٣
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است. بسته صحیح طور به V (۴

شود. رجوع [٧] از ٣.١.۵ گزاره�ی به برهان.

بنابراین .J ⊆ I یا I ⊆ J آن�گاه باشند، V ارزیابͬ حلقه�ی از ایده�آل�هایͬ J و I اگر .٣٢.١.١ گزاره
صحیح حوزه�ی ͷی V فرضکنید برعͺس مͬ�باشند. مرتب کلͬ طور به شمول تحت V ایده�آل�های
باشند، مرتب کلͬ طور به شمول تحت V ایده�آل�های اگر این�صورت در باشد، K کسرهای میدان با

است. K از ارزیابͬ حلقه ͷی V آن�گاه

شود. رجوع [٧] از ۴.١.۵ گزاره�ی به برهان.

ارزیابͬ حلقه�های V
P
و Vp آن�گاه باشد، V ارزیابͬ حلقه�ی از اول ایده�آل ͷی P اگر .٣٣.١.١ نتیجه

هستند.

شود. رجوع [٧] از ١.١.۵ نتیجه�ی به برهان.

هر آن، بر علاوه است. PID ͷی V آن�گاه باشد، نوتری ارزیابͬ حلقه ͷی V اگر .٣۴.١.١ نتیجه
.
∩∞

m=١(p
m) = ٠ و m ≥ ٠ است، اول عدد ͷی p آن در که است، pm شͺل به V از ایده�آل

شود. رجوع [٧] از ٣.١.۵ و ٢.١.۵ نتایج به برهان.

ضربͬ مدول ٢.١

را آن�ها خصوصیات از پاره�ای و پرداخته ضربͬ مدول�های از مختصری معرفͬ به بخش این در
کرد. خواهیم بررسͬ

برای هرگاه گوئیم ضربͬ را M این�صورت در باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .١.٢.١ تعریف
.N = IM طوری�که به باشد داشته وجود R از I ایده�آل ،M از N زیرمدول هر

B ⊆ A که R از B ایده�آل هر برای هرگاه مͬ�نامیم، ضربͬ ایده�آل را R حلقه�ی از A ایده�آل چنین هم
ضربͬ، ایده�آل�های بنابراین .B = AC طوری�که به باشد داشته وجود R حلقه�ی از C ایده�آل

هستند. ضربͬ مدول�های

این�صورت در باشد. M از مدول زیر ͷی N و ضربͬ مدول ͷی M کنید فرض .٢.٢.١ لم

N = (ann(
M

N
))M.
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.N = IM که دارد Rوجود از I ایده�آل است Mضربͬ چون .A = ann(M
N
) مͬ�دهیم قرار برهان.

.N = AM مͬ�کند ایجاب که N = IM ⊆ AM ⊆ N بنابراین و I ⊆ A لذا

اگر است ضربͬ مدول ͷی M دراین�صورت باشد. R-مدول ͷی M کنید فرض .٣.٢.١ گزاره
.Rm = IM طوری�که به باشد داشته وجود R از I ایده�آل ،m ∈ M هر ازای به اگر وتنها

است. واضح ضربͬ مدول تعریف به بنا (⇐) برهان.
داشته وجود R از I ایده�آل ،m ∈ M هر ازای به و باشد M از زیرمدولͬ N مͬ�کنیم فرض (⇒)

�طوری�که به دارد وجود Ix ایده�آل ،x ∈ N هر ازای به این�صورت در .Rm = IM �طوری�که به باشد
ضربͬ مدول ͷی M بنابراین و N = IM این�رو از .I = Σx∈NIx قرارمͬ�دهیم .Rx = IxM

است.

باشد، دوری R-مدول ͷی M اگر زیرا است، ضربͬ مدول ͷی دوری، R-مدول هر .۴.٢.١ مثال
آن�گاه باشد، M از مدولͬ زیر N و M = Rm که باشد داشته وجود m ∈ M یعنͬ

N = (ann(
M

N
))M.

که دارد وجود r ∈ R ،x ∈ N هر برای هم�چنین .(ann(M
N
)).M ⊆ N دیدیم منظور، این برای

رو این از .x = rm

rM = Rrm = Rx ⊆ N =⇒ rM ⊆ N =⇒ r.
M

N
= ٠

=⇒ r ∈ ann(
M

N
)

=⇒ x = rm ∈ ann(
M

N
)M

=⇒ N ⊆ ann(
M

N
)M

مͬ�باشد. ضربͬ R-مدول ͷی M لذا

مطلب این عͺس بررسͬ به حال است. ضربͬ دوری، R-مدول هر که دیدیم قبل مثال در
مͬ�پردازیم.

کنید؛ توجه مͬ�باشد، ناکایاما لم مشابه که زیر لم به ابتدا

در باشد. J(R) در مشمول و R از ایده�آلͬ I و ضربͬ R-مدول ͷی M کنید فرض .۵.٢.١ لم
.M = ٠ آن�گاه M = IM اگر این�صورت
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وجود R از E مانند ایده�آلͬ است، ضربͬ M چون این�صورت در .x ∈ M مͬ�کنیم فرض برهان.
بنابراین .Rx = EM طوری�که به دارد

Rx = EM = EIM = IRx = Ix

=⇒ ∃a ∈ I; x = ax

=⇒ (١− a)x = ٠

=⇒ x = ٠

.M = ٠ نتیجه در

ضربͬ، R-مدول هر این�صورت در باشد. موضعͬ شبه حلقه�ی ͷی R کنید فرض .۶.٢.١ گزاره
است. دوری

باشد. ناصفر ضربͬ R-مدول ͷی M و R حلقه�ی ماکسیمال ایده�آل تنها P مͬ�کنیم فرض برهان.
ایده�آلͬ ،x ∈ M برای است، ضربͬ M چون طرفͬ از .M ̸= PM قبل، لم طبق دراین�صورت

.I = R مͬ�دهیم نشان .Rx = IM که �قسمͬ به دارد وجود R از I مانند
بنابراین و I ⊆ P آن�گاه I ̸= R اگر

IM ⊆ PM =⇒ Rx ⊆ PM

=⇒ x ∈ PM

مͬ�باشد. دوری M لذا .M = Rx بنابراین است. تناقض که

که مͬ�کنیم بررسͬ Ms Rs-مدول بودن ضربͬ با را M R-مدول بودن ضربͬ ارتباط زیر لم در
داریم. نیاز نیز زیر لم به آن اثبات روند در البته است. R از ضربͬ بسته زیرمجموعه�ی ͷی S

R از ضربͬ بسته�ی مجموعه�ی ͷی S و متناهͬ تولید با R-مدول ͷی M کنید فرض .٧.٢.١ لم
.S−١(N : M) = (S−١N : S−١M) ،M از N زیرمدول هر برای این�صورت در باشد.

بنابراین .(N : M) = ann(M
N
) مͬ�دانیم برهان.

S−١(N : M) = S−١(ann(
M

N
))

،٢٧.٢.١ نتیجه�ی به بنا دیͽر طرف از .S−١(ann(M
N
)) = ann(S−١(M

N
)) ،١۶.١.١ گزاره�ی به بنا و

ann(S−١(
M

N
)) ∼= ann(

S−١M

S−١N
) = (S−١N : S−١M)
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آن�گاه باشد ضربͬ R-مدول ͷی M و R از ضربͬ بسته مجموعه�ی ͷی S اگر (١ .٨.٢.١ لم
است. ضربͬ Rs-مدول ͷی Ms

ماکسیمال) (یا اول ایده�آل هر برای اگر وتنها اگر است ضربͬ ،M متناهͬ باتولید مدول -R (٢
باشد. ضربͬ Rp-مدول ͷی MP ،R حلقه�ی از P مانند

در باشد. Ms ازRs-مدول مدولͬ زیر T و ضربͬ R-مدول ͷی M مͬ�کنیم فرض (١ برهان.
M بودن ضربͬ به توجه با .T = Ns �طوری�که به دارد وجود M از N مانند مدولͬ زیر این�صورت
Rs-مدول ͷیMs لذا و Ns = IsMs پس .N = IM �طوری�که به دارد وجود R از I مانند ایده�آلͬ

است. ضربͬ
باشد. R از ماکسیمال) (یا اول ایده�آل ͷی P و ضربͬ R-مدول ͷی M مͬ�کنیم فرض (⇐) (٢
ضربͬ RP-مدول ͷی MP لذا .S = R − P دهیم قرار ،(١) قسمت در کافیست این�صورت در

است.
ضربͬ RP-مدول ͷی MP ،R حلقه�ی از ماکسیمال) (یا اول ایده�آل هر برای مͬ�کنیم فرض (⇒)

از مدول زیر ͷی NP آن�گاه باشد، M R-مدول از دلخواهͬ مدول زیر N اگر این�صورت در باشد.
M چون طرفͬ از .NP = (NP : MP )MP پس است، ضربͬ MP چون مͬ�باشد. MP RP-مدول

،٧.٢.١ لم به بنا است متناهͬ تولید با

(NP : MP ) = (N : M)P

این�رو از

NP = (N : M)PMP =⇒ NP = ((N : M)M)P

ͷی M نتیجه در و N = (N : M)M لذا بود، دلخواهͬ ماکسیمال) (یا اول ایده�آل P چون
است. ضربͬ R-مدول

است. ضربͬ مدول ضربͬ، مدول ͷی از همریخت تصویر هر .٩.٢.١ قضیه

این�صورت در باشد. M ′ از زیرمدولͬ N ′ و بروریختͬ ͷی ϕ : M −→ M ′ مͬ�کنیم فرض برهان.
است ضربͬ M چون حال .ϕ(N) = N ′ که است موجود M از N زیرمدول پوشاست، ϕ چون

بنابراین .N = IM که دارد وجود R از I ایده�ال پس

N ′ = ϕ(N) = ϕ(IM) = Iϕ(M) = IM ′

است. ضربͬ R-مدول ͷی M ′ نتیجه در
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در باشد. M از سره مدول زیر ͷی N و ضربͬ R-مدول ͷی M کنید فرض .١٠.٢.١ نتیجه
است. ضربͬ R-مدول ͷی ،M

N
این�صورت

است. بدیهͬ قبل قضیه�ی به توجه با برهان.

در مͬ�کنیم. ثابت و بیان را مدول بودن ضربͬ برای مهم بسیار کافͬ و لازم شرط ͷی ادامه در
مͬ�پردازیم: تعریف چند بیان به ابتدا

قرار باشد. R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل ͷی P و R-مدول ͷیM کنید فرض تعریف١١.٢.١.
زیر TP (M) به��وضوح این�صورت در .TP (M) = {m ∈ M |∃p ∈ P ; (١ − p)m = ٠} مͬ�دهیم

مͬ�نامیم. تابͬ -P مدول ͷی را M مدول آن�گاه TP (M) = M اگر است. M از مدولͬ

است. تابͬ -٣Z ،Z۴ مدول -Z .١٢.٢.١ مثال

باشد. R حلقه�ی از ماکسیمال ایده�آل ͷی P و مدول -R ͷی M کنید فرض .١٣.٢.١ تعریف
�طوری�که به باشد داشته وجود m ∈ M و q ∈ P هرگاه گوئیم، دوری -P را M این�صورت در

.(١− q)M ⊆ Rm

است. دوری -٢Z ،Z مدول -Z .١۴.٢.١ مثال

در باشد. R از ماکسیمال ایده�آل ͷی P و ضربͬ R-مدول ͷی M کنید فرض .١۵.٢.١ لم
.M = PM اگر وتنها اگر است تابͬ -P ،M این�صورت

است. واضح (⇐) برهان.
،m ∈ M هر ازای به این�صورت در .M = PM و ضربͬ R-مدول ͷی M مͬ�کنیم فرض (⇒)

داریم .Rm = IM ��طوری�که به دارد وجود R از I ایده�آل

Rm = IM = IPM = PIM = PRm = Pm

=⇒ (R− P )m = ٠ =⇒ ∃p ∈ P ; (١− p)m = ٠ =⇒ m ∈ TP (M)

است. تابͬ -P ،M بنابراین

مدول ،R از P ماکسیمال ایده�آل هر برای اگر وتنها اگر است Mضربͬ مدول -R .١۶.٢.١ قضیه
باشد. تابͬ -P یا دوری -P ،M
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-P ،M و باشد R از ماکسیمال ایده�آل ͷی P و ضربͬ مدول ͷی M مͬ�کنیم فرض (⇐) برهان.
لم طبق نیست تابͬ -P ،M چون است. دوری -P ،M مͬ�دهیم نشان این�صورت در نباشد. تابͬ
از B ایده�آل لذا است ضربͬ M چون دارد. وجود x ∈ M\PM بنابراین .M ̸= PM ،١۵.٢.١

این�رو از .B ⊈ P پس ،x ∈ BM\PM چون .Rx = BM �طوری�که به دارد وجود R

P +B = R =⇒ ∃q ∈ P, b ∈ R;١− q = b ∈ B

=⇒ (١− q)M ⊆ BM = Rx

بود. خواهد دوری -P ،M نتیجه در
باشد. دوری -P یا تابͬ -P ،M مدول ،R از P ماکسیمال ایده�آل هر برای مͬ�کنیم فرض (⇒)

.I = ann(M
N
) و M از زیر�مدولͬ N مͬ�کنیم فرض است. ضربͬ M مͬ�دهیم نشان این�صورت در

و نظرگرفته در را y ∈ N عنصر .N ⊆ IM مͬ�دهیم نشان .IM ⊆ N به�وضوح این�صورت در
،K = R اگر است. R حلقه�ی از ایده�آلͬ K به��وضوح مͬ�دهیم. قرار K = {r ∈ R|ry ∈ IM}

R از Q ماکسیمال ایده�آل ،K ̸= R چنان�چه است. تمام واثبات y ∈ IM لذا و ١ ∈ K آن�گاه
آن�گاه: ،M = TQ(M) اگر .K ⊆ Q که به�طوری دارد وجود

y ∈ N ⊆ M =⇒ y ∈ TQ(M)

=⇒ ∃s ∈ Q; (١− s)y = ٠ ∈ IM

=⇒ ١− s ∈ K ⊆ Q =⇒ ١ ∈ Q

به�طوری دارند وجود z ∈ M و t ∈ Q عناصر بنابراین است. دوری -Q ،M پس است. تناقض که
نتیجه ودر (١− t)y = r٠z ∈ N که به�طوری دارد وجود r٠ ∈ R این�رو از .(١− t)M ⊆ Rz که

(١− t)r٠M ⊆ Rr٠z ⊆ N

بنابراین .(١− t)r٠ ∈ ann(M
N
) = I لذا

(١− t)٢y = (١− t)(١− t)y = (١− t)r٠z ∈ IM

=⇒ (١− t)٢ ∈ K ⊆ Q

=⇒ (١− t) ∈ Q

=⇒ ١ ∈ Q

است. کامل اثبات لذا و K = R بنابراین است. تناقض مجدداً که



١۴ ارزیابͬ های مدول .١

مدول ،R از P ماکسیمال ایده�آل هر برای اگر وتنها اگر است ضربͬ ،M مدول -R .١٧.٢.١ نتیجه
.(١−p)M ⊆ N طوری�که به باشد داشته وجود p ∈ P Mوعنصر از N زیرمدول یا تابͬ -P ،M

شود. رجوع [٢٠] به برهان.

به باشد داشته وجود ،(λ ∈ Λ) mλ ∈ M عناصر و R-مدول ͷی M کنید فرض .١٨.٢.١ نتیجه
(λ ∈ Λ) Iλ ایده�آل�های اگر وتنها اگر است Mضربͬ این�صورت در .M =

∑
λ∈Λ Rmλ که �قسمͬ

.Rmλ = IλM ،λ ∈ Λ هر برای �طوری�که به باشند داشته وجود R از

شود. رجوع [١] به برهان.

در باشد. ضربͬ R-مدول ͷی M و R حلقه�ی از ضربͬ ایده�آل ͷی I کنید فرض .١٩.٢.١ نتیجه
است. ضربͬ مدول -R ͷی IM این�صورت

یا I = TP (I) اگر این�صورت در باشد. R از ماکسیمال ایده�آل ͷی P مͬ�کنیم فرض برهان.
این�صورت در .x ∈ IM مͬ�کنیم فرض .IM = TP (IM) مͬ�دهیم نشان آن�گاه M = TP (M)

چون .I = TP (I) مͬ�کنیم فرض ابتدا .x =
∑K

i=١ aimi که دارند وجود mi ∈ M و ai ∈ I

که دارد وجود pi ∈ P لذا ،(١ ⩽ i ⩽ K) ai ∈ I

(١− pi)ai = ٠ =⇒ (١− pi)aimi = ٠

=⇒ aimi ∈ TP (IM)

بود. خواهد IM = TP (IM) لذا و x ∈ TP (IM) بنابراین
لذا ،(١ ⩽ i ⩽ K) mi ∈ M چون این�صورت در .M = TP (M) مͬ�کنیم فرض حال

mi ∈ TP (M) =⇒ ∃pi ∈ P ; (١− pi)mi = ٠

=⇒ (١− pi)aimi = ٠

=⇒ aimi ∈ TP (IM)

=⇒ x ∈ TP (IM)

=⇒ IM = TP (IM)

بود. خواهد تابͬ -P ،IM بنابراین
مͬ�کنیم فرض بالاخره



١۵ ضربͬ مدول .٢.١

R-مدول ͷی M و ضربͬ ایده�آل ͷی I چون این�صورت در .M ̸= TP (M) و I ̸= TP (I)

لذا مͬ�باشند. P-دوری ،M و I ،١۶.٢.١ قضیه�ی بر بنا پس است ضربͬ

∃p١, p٢ ∈ P, a ∈ I,m ∈ M ; (١− p١)I ⊆ Ra, (١− p٢)M ⊆ Rm

=⇒ (١− p١)(١− p٢)IM ⊆ Ram

=⇒ (١− p′)IM ⊆ Ram ; p′ = p١ + p٢ − p١p٢ ∈ P

است. ضربͬ مدول ͷی IM لذا و بوده P-دوری ،IM بنابراین

برایR-مدول را زیر گزاره�های باشد. J ژاکوبسن رادیͺال با Rحلقه�ای فرضکنید .٢٠.٢.١ نتیجه
بͽیرید: نظر در M

است؛ ضربͬ مدول -R ͷی M (١

است؛ ضربͬ R-مدول ͷی M
JM

(٢

است؛ دوری M
PM

R-مدول ،R از P ماکسیمال ایده�آل هر برای (٣

.٣ ⇐ ٢ ⇐ ١ این�صورت در
.١ ⇐ ٣ آن�گاه باشد، متناهͬ تولید با M اگر بعلاوه

شود. رجوع [١] به برهان.

وتنها اگر است ضربͬ M این�صورت در باشد. باوفا R-مدول ͷی M کنید فرض .٢١.٢.١ قضیه
اگر

.(
∩

λ∈Λ IλM) = (
∩

λ∈Λ Iλ)M ،R ایده�آل�های از {Iλ, λ ∈ Λ} غیرتهͬ خانواده�ی هر برای (١

وجود R از B ایده�آل ،N ⫋ AM �طوری�که به R از A ایده�آل و M از N زیرمدول هر برای (٢
.N ⊆ BM و B ⫋ A که �قسمͬ به باشد داشته

شود. رجوع [١] به برهان.

ازای به و r ∈ R هر ازای به هرگاه مͬ�شود، نامیده اول M از N سره زیرمدول .٢٢.٢.١ تعریف
.r ∈ (N : M) یا m ∈ N کند ایجاب rm ∈ N ،m ∈ M هر


