
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 ریاضی علوم دانشکده

 کاربردی ریاضی گروه

(عددی آنالیز گرایش)  

 

 عنوان

 دیفرانسیل-اینتگرو و انتگرال معادلات رایب تقریبی هایجواب

 شعاعی پایه توابع روش کمک به

 

 

:از  

 محمدی ملیکا

 

:راهنما استاد  

 خواهامینی حسین دکتر

9313 اسفند  



 

 ب 

 

  به تقدیم

 

 

 ام استشان آرام بخش آلام زمینیکنم به آنان که مهر آسمانیهایم را تقدیم میآموخته ما حصل

 ترین همراه عمرم، همسر مهربانمبه جاودانه

 گاهم، دستان پرمهر پدرمبه استوارترین تکیه

 ام، چشمان پر نور مادرمبه زیباترین نگاه زندگی

 و

 به بهترین برادر دنیا، علی عزیزم

 ام به امید شماست و فردا کلید باغ بهشتم رضای شماامروز هستی

 

 

 



 

 پ 

 

 

 تشکر و تقدیر

 

نخستین سپاس و ستایش از آن خداوندی است که بنده کوچکش را در دریای بیکران اندیشه، 

های آموزگارانی بزرگ به تماشا نشیند. اکنون که را از دریچه اندیشهای ساخت تا وسعت آنقطره

یهایش پایان نامه حاضر به انجام رسیده است بر خود لازم میدانم تا مراتب سار بنده نوازدر سایه

جا آورم که اگر دست ام جناب آقای دکتر حسین امینی خواه بهسپاس را از استاد فرهیخته

ی از اشک بنده قادر به جبران لحظهرسید. بییاریگرشان نبود، هرگز این پایان نامه به انجام نمی

 کنم.تم. برای ایشان از درگاه خداوند بزرگ موفقیت و سلامتی طلب میزحمات ایشان نیس

همچنین از جناب آقای دکتر خجسته و جناب آقای دکتر مهردوست که زحمت مطالعه و رفع 

 نواقص بیشمار این پایان نامه را کشیدند سپاسگذارم.

نم اسعدی نیز تشکر اکنون جا دارد از آقای مهرعلیزاده، آقای اسدی، سرکار خانم صالحی و خا

 کنم که بسیاری از مشکلات را برایم سهل نمودند.
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In this dissertation, we propose a collocation method for solving linear integral and integro-

differential equations.This method is based upon radial basis functions, using zeros of the 

shifted Legendre polynomial as the collocation points. The results of numerical expriments are 

compared with the exact solution in illustrative examples to confirm the accuracy and efficiency 

of the presented scheme.  
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 1                                                                                                                                                           پیشگفتار

 

 

 پیشگفتار

 ایگونهبه ،شوندمی ظاهر بیولوژی و شیمی فیزیک، ندسی،هم مسائل از در بسیاری دیفرانسیل-اینتگروو  انتگرال معادلات انواع

 نمایش نوانع به انتگرال معادلات البته. شوندمی داده نمایش معادلات این قالب در بیولوژیکی و فیزیکی هایپدیده از تعدادی که

 انتقال نظیر مواردی در علوم کاربرد در خود هایپژوهش در محققین و دانشمندان. رودمی کاربه نیز دیفرانسیل معادله جواب

 .کنندمی پیدا نیاز دیفرانسیل-ینتگروا نتگرال وا معادلات حل به غیره و نوترون پخش انتشار، پدیده گرما،

 لح برای مکانیای لژاندر انتقال یافته به عنوان نقاط همجملهصفرهای چندو  شعاعی ایپایه توابع روش از نامه پایان این در

 از عاعیش ایپایه توابع انواع بین از .کنیممی استفادهخطی  دیفرانسیل-ینتگروا معادلات همچنین و انتگرال معادلاتبرخی از 

)کوادریک مولتیتابع  )MQکنیممی استفاده . 

 روش دوم فصل در. پردازیممی انتگرال معادلات انواع مقدماتی تعاریف به اول فصل در :باشدمی فصل سه شامل حاضر نامه پایان

 شده بررسی شعاعی ایپایه توابع کمک به توابع یابیدرون فصل این در. شودمی معرفی مثال چندین ارائه با شعاعی ایپایه توابع

و روش  ای شعاعیروش توابع پایه ترکیبدر فصل سوم . دارد اشاره شعاعی ایپایه توابع هایکاربرد به نیز فصل انتهای. است

و با ده دیفرانسیل بیان کر-و اینتگرو الرا برای حل معادلات انتگر ای لژاندر انتقال یافتهجملهصفرهای چندمکانی مبتنی بر هم

 دهیم.را نشان مینتایج عددی صحت و دقت روش ارائه 



 

 

 

 

 

  اول فصل

 

مقدمات و تعاریف
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 تعاریف 1-1

) مجهول تابع آن در که است ای معادله انتگرال معادله یک )u xدر که گرالانت معادله از نمونه ک. یدارد قرار انتگرال علامت زیر 

)آن )u x است زیر صورتبه شود معلوم باید که است مجهولی تابع 

( )

( )

( ) ( ) ( , ) ( ) .
x

x

u x f x k x t u t dt                                                                                                )1-1( 

( , )k x tتوابعو شودمی نامیده انتگرالی معادله هسته ( ),  ( )x xعنیی مجهول تابع( 1-1) معادله در .هستند انتگرال حدود

 ( )u xهم انتگرال علامت از خارج در مجهول تابع است ممکن دیگر هایحالت در و است شده ظاهر انتگرال علامت زیر در تنها 

)عنیی معادله هسته که کرد توجه باید .باشد داشته حضور , )k x t تابع و ( )f xمجهول تابع تعیین هدف. هستند معلوم قبل از 

( )u x( 1-1) نظیر الانتگر معادلات به. شودمی برده کاربه مختلفی هایروش کاراین برای .کند صدق( 1-1) رابطه در که است

)مجهول تابع زیرا گویندمی خطی انتگرال معادلات )u x تابع اگر اما دارد کی توان عنیی است خطی انتگرال علامت زیر ( )u x 

)2 نظیر خطی غیر توابعی با انتگرال علامت زیر )u x ، ( )u xe ، cos ( )u x غیرخطی را انتگرال معادله آنگاه دنشو بیان ... و 

 .گویندمی

 خطی انتگرال معادلات بندی تقسیم 1-2

 ؛ 1فردهلم انتگرال معادلات -1

 ؛ 2ولترا انتگرال معادلات -2

 ؛ دیفرانسیل-انتگرال معادلات -3

 .منفرد انتگرال معادلات -4

 .کنیممی بررسی را نوع هر عمده هایویژگی و ریفتعا اکنون

 فردهلم خطی انتگرال معادلات 1-2-1

 هستند bوa ثابت اعداد ترتیب به گیریانتگرال بالای حد و پایین حد آنها در که فردهلم خطی انتگرال معادلات استاندارد شکل

   دباشمی زیر صورتبه

Φ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , , .
b

a

x u x f x k x t u t dt a x t b                                                             )2-1( 

                                                           
1 -Fredholm 
2- Volterra 
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)انتگرال معادله هسته آن در که , )k x t و( )f x زیرا گویند خطی را( 2-1) عادلهم .باشدمی معلوم پارامتر کی هم و توابع معلوم 

)مجهول تابع )u x توان عنیی است شده ظاهر خطی طوربه انتگرال علامت زیر( )u x است یک. 

)Φ اینکه حسب بر )x شوندمی تقسیم عمده دسته دو هب خطی فردهلم انتگرال معادلات کند، انتخاب را زیر مقادیر از یکهر 

)Φ کهزمانی-1 )=0x شودمی تبدیل زیر معادله به (2-1) معادله 

( ) ( , ) ( )  0.
x

a

f x k x t u t dt                                                                                                     )3-1( 

 .نامندمی اول نوع فردهلم انتگرال ادلهمع را معادله این

)Φ کهزمانی-2 )=1x صورتبه معادله  

( ) ( ) ( , ) ( ) .
b

a

u x f x k x t u t dt  

 .گویندمی دوم نوع فردهلم انتگرال معادله این به. آمد درخواهد

 ولترا خطی انتگرال معادله 1-2-2

 ثابت عدد کی اینکه جایبه گیریانتگرال پایین و بالا حد هاآن در که معادلاتی عنیی ولترا خطی انتگرال معادلات استاندارد شکل

 است زیر شکل به شود،می ظاهر xاز تابع صورتبه باشد

Φ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) .
x

a

x u x f x k x t u t dt                                                                                      )4-1(  

)مجهول تابع آن در که )u x است. خطی صورتبه انتگرال علامت زیر 

) هسته کهطوریبه گرفت نظر در فردهلم انتگرال معادلات خاص حالت کی عنوانبه توانمی را( 4-1) که کرد توجه باید , )k x t  

t برای xو [ , ]x a bشود فرض صفر. 

)Φمقدار به توجه با توانمی را ولترا انتگرال معادلات )x نمود بندیدسته گروه دو به. 

)Φ کهحالتی در -1 )=0x شد خواهد تبدیل زیر صورت به( 4-1) معادله 

( ) ( , ) ( )  0.
x

a

f x k x t u t dt  

 .گویند اول نوع ولترا انتگرال معادله معادله، نوع اینبه

)Φ که زمانی -2 )=1x شکل به( 4-1) معادله گاهآن 

( ) ( ) ( , ) ( ) .
x

a

u x f x k x t u t dt  

 .گویند دوم نوع یولترا انتگرال معادله آن به که. آمد خواهد در
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 (ولترا و فردهلم معادلات ساختمان) 1 تذکر

 نوع در اما شودمی ظاهر انتگرال علامت زیر خطی طور به تنها مجهول تابع اول نوع خطی فردهلم و ولترا انتگرال معادلات در

 .شودمی ظاهر خطی صورتبه آن از خارج در هم و انتگرال علامت زیر در هم مجهول تابع دوم

 (گیری انتگرال حدود) 2 تذکر

 راولت انتگرال معادلات در اما شودمی انجام ثابت حدود با متناهی فاصله کی روی گیریانتگرال فردهلم، انتگرال معادلات در

 .شودمی انتخاب متغیر عنوانبه گیریانتگرال بالای حد همان معمولاً و است متغیر گیریانتگرال حدود از کیی حداقل

 (انتگرال معادلات ظهور) 3 تذکر

 البته .وندشمی ظاهر بیولوژی و شیمی فیزیک، مهندسی مسائل از خیلی در انتگرال دلاتمعا که کرد توجه مهم نکته این به باید

 صورتبه نظر مورد دیفرانسیل معادله اگر کهطوریبه رود،می کاربه هم دیفرانسیل معادلات جواب نمایش عنوانبه انتگرال معادلات

 نظر دمور دیفرانسیل معادله اگر و شد خواهد فردهلم نوع از شودمی هرظا که انتگرالی معادله آنگاه باشد، مرزی مقدار مسئله کی

 .بود خواهد ولترا انتگرال معادله کی حاصل معادله آنگاه باشد اولیه مقدار مسئله کی قالب در

 (خطی خاصیت) 4 تذکر

)مجهول تابع شد اشاره که طورهمان )u x ظاهر کی توان صورتبه انتگرال علامت زیر در فردهلم و ولترا انتگرال معادلات در 

)جایبه که داشت خواهیم ولترا و فردهلم غیرخطی انتگرال معادلات زمانی اما. شودمی )u x نظیر عبارتی ( ( ))F u xشود آورده. 

 (بودن همگن خاصیت)  5 تذکر

)شرط دوم نوع ولترا و دوم نوع مفردهل انتگرال معادله در اگر ) 0f x همگن معادله کی را حاصل معادله آنگاه باشد برقرار 

 .گویندمی همگن غیر انتگرال معادله کی را نظر مورد معادله صورتاین غیر در ،نامندمی

 (انتگرال معادله تکین رفتار)  6 تذکر

 گیریتگرالان فاصله که دهدمی رخ زمانی معمولا این. باشد ناسره ،گیریانتگرال اگر نامندمی( تکین) منفرد را انتگرال معادله یک

a عنیی نظر مورد یحوزه از نقطه بیشتری تعداد ای کی در معادله هسته اینکه ای باشد نامتناهی t b باشد کرانبی . 

 .کنیممی معرفی اکنون را انتگرال معادلات از دیگر دسته دو درضمن

 دیفرانسیل-ینتگروا معادلات 1-2-3

 گونهاین در .شد مواجه دیفرانسیل-اینتگرو معادلات با که بود جمعیت رشد موضوع مطالعه حال در 1900 سال اوایل در ولترا

) مجهول تابع معادلات )u x مشتق کی عنوانبه دیگر طرف در و نتگرالا علامت زیر طرف کی در. شودمی ظاهر طرف دو در 

 عادلاتم گونهاین البته شوند،می ظاهر معادلات نوع این قالب در بیولوژی و فیزیک در هاپدیده از تعدادی. شودمی نمایان معمولی
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 وردهآ معادلات نوع نای از اینمونه زیر در. گردندمی نمایان هم انتگرال معادله کی به دیفرانسیل معادله کی تبدیل هنگام در

 است شده

0

( ) ( ) ( ) ,          (0) 0 , (0) 1.
x

u x x x t u t dt u u  

 .است شده انجام گیریانتگرال حدود اساس بر بندیتقسیم این گویندمی ولترا دیفرانسیل-اینتگرو معادله آن به که

 منفرد انتگرال معادلات 1-2-4

 اول نوع از انتگرال معادله

( )

( )

( ) ( , ) ( ) .
x

x

f x k x t u t dt                                                                                                                  )5-1(  

 دوم نوع از یا

( )

( )

( ) ( ) ( , ) ( ) .
x

x

u x f x k x t u t dt                                                                                              )6-1(  

 اگر علاوه به. نامندمی منفرد انتگرال معادله باشند، نامتناهی گیریانتگرال حدود دو هر ای و بالا حد پایین، حد آنها در که را

 گونهاین همباز باشد نامتناهی گیریانتگرال دامنه از بیشتری نقاط در ای نقطه کی در( 6-1) و( 5-1) انتگرال معادله هسته

 نامتناهی گیریانتگرال حدود که است منفرد انتگرال معادله از اینمونه زیر مثال. نامندمی فردمن انتگرال معادلات را معادلات

 :است

0

( ) 2 6 sin( ) ( ) .   u x x x t u t dt  

 :شودمی نامتناهی زمان در هسته که است منفرد انتگرال معادله کنیدمی مشاهده زیر در که اینمونه چنینهم

0

1
( ) , 0

(
1. 

)

x

x u t dt
x t

 

 انتگرال معادله کی بجوا 1-3

) تابع کی گیریانتگرال فاصله روی دیفرانسیل-ینتگروا ای انتگرال معادله از جواب یک )u x معادله در تابع آن کهطوریبه است 

 . کند صدق شده داده

 ولترای انتگرال معادله

0

( ) 1 ( ) .
x

u x u t dt                                                                                                              )7-1(  
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) اینجا در .بگیرید نظر در را ) xu x e گذاریجای با. است ولترا انتگرال معادله از جواب یک( ) xu x e  راست طرف در 

 :داریم( 7-1) معادله

0

0

1 1 [ ] ( ).
x

x t t x x xe e dt e e u  

 اشاره آنها هب اکنون که دارد وجود دیفرانسیل-اینتگرو معادلات ای انتگرال معادلات جواب با ارتباط در ارزشی با و توجه قابل نکات

 نه؟ ای است کتای جواب آیا دارد وجود اگر و دارد وجود جواب آیا که است این شودمی مطرح که مهمی نکته اولین. کنیممی

 ایجملهدچن کی نظیر ماتیمقد توابع حسب بر توصیف قابل که ایبسته فرم کی با جواب این آیا که است آن مهم نکته ومیند

 است؟ نمایش قابل باشد، مثلثاتی ای هذلولوی ای نمایی تابع کی ای

 .وردآ دستبه سری کی شکل به را جواب توانمی آن جایبه اما کنیم مشخص بسته فرم یکبه را جواب تواننمی همیشه البته

معرفی این  است، به ولترا دیفرانسیل -ینتگروا معادلات ولترا، انتگرال معادلات پیرامون بیشتر حاضر تحقیق اینکه به توجه با

 پردازیم.دسته معادلات می

 ولترا انتگرال معادلات 1-4

)آن در زیرکه شکل به دوم نوع همگن غیر ولترا انتگرال معادلات روی بخش این در , )K x t و معادله هسته  پارامتر کی 

 .کنیممی تمرکز است

 معادلات خلافبر و هستند x  از توابعی ولترا انتگرال معادلات در گیری انتگرال بالای حدود کردیم اشاره قبلا کهطورهمان

) جواب تعیین جهت متنوع روش چند ارائه هدف،. نیستند ثابت مقادیر حدود این فردهلم انتگرال ) u x قضایا پیرامون و باشدمی 

 .کرد نخواهیم بحث همگرایی مفهوم ای و جواب کتاییی و وجودبه مربوط نظری هایجنبه و

 دیفرانسیل-ینتگروا معادلات 1-5

 .نیمکمی مطالعه را شوند،می ظاهر معادله در دیفرانسیل و انتگرال عملگر دو هر آن در که دیفرانسیل-گروینتا معادلات اکنون

 رتأثی خصوصبه و جمعیت رشد پدیده مطالعه حال در ولترا. شدند معرفی ولترا توسط 1900 سال اوایل در ابتدا معادلات نوع این

 .کرد انتخاب آنها برای را مذکور نام و شد مواجه تمعادلا گونهاین با خود تحقیق در که بود وراثت

 ینا حل به...  و نوترون پخش انتشار، پدیده گرما، انتقال نظیر مواردی در علوم کاربرد در خود پژوهش در محققین و دانشمندان

 و کفیزی کاربردهای در توانمی شوندمی ظاهر معادلات گونهاین که را مواردی درباره بیشتر جزئیات. کردند پیدا نیاز معادلات

 حداقل و مجهول تابع دیفرانسیل-ینتگروا معادلات در که کرد توجه باید مهم نکته این به. کرد پیدا مهندسی و شناسی زیست

 اهرظ دیفرانسیل-اینتگرو معادلات که جاهایی از کیی. دارند قرار انتگرال علامت زیر چنینهم و خارج در هایشمشتق از کیی

 نیتزیبل قاعده از استفاده با انتگرال معادله کی به دیفرانسیل معادله کی تبدیل در دید سادگی به را آنها توانمی و دشونمی



 8                                                                                                                            فصل اول : تعاریف و مقدمات

 

 

 معادله با راولت انتگرال معادله کی تعیین در میانی مرحله کی عنوان به توانمی را دیفرانسیل-ینتگروا معادله حالت این در. است

 :است شده آورده دیفرانسیل-اینتگرو معادلات از مثال چند زیر در. کرد تلقی شده، داده دیفرانسیل

0

1

( ) ( ) ,         (0) 0,  (0) 1.  xu x e x xtu t dt u u                                                       )8-1( 

0

( ) ( ) ( ) ,             (0) 0.
x

u x x x t u t dt u                                                                         )9-1(  

) مجهول تابع که است واضح بالا هایمثال از )u xهایشمشتق دیگر چنینهم و انتگرال علامت زیر در هایشمشتق از کیی یا 

 جهنتی در. دارند حضور معادله کی در هم با انتگرال و مشتق عملگر بالا معادلات در لذا. شوندمی ظاهر انتگرال علامت از خارج در

 .است تمعادلا آن در مفهوم دو هر ترکیب دهنده نشان که شوندمی برده کارهب معادلات گونهاین برای دیفرانسیل-اینتگرو رتعبا

-اینتگرو معادله را( 9-1) یمعادله و فردهلم دیفرانسیل-اینتگرو یمعادله را( 8-1) یمعادله گیری انتگرال حدود به باتوجه

 .نامیممی ولترا دیفرانسیل

 



 

 

 

 

 

 دوم فصل

 

 شعاعی پایه توابع روش
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  مقدمه 2-1

 بندیشبکه روش 2-1-1

 از جتماعیا با را تقریب ناحیه که است این(  مکعبی ای مستطیلی لزماً نه) کلی نواحی روی متغیره چند تقریب هایروش از یکی

 را اهناحیه این روی موضعی هایتقریب سپس و مبزنی تقریب هامکعب ای هاهرم ها،مستطیل ها،مثلث مانند منظم هایناحیه زیر

 متناهی هایالمان روش همان این. بسازیم ناحیه کل در معین همواری درجه از سراسری تقریب کی درآخر و آورممی دستبه

 معادلات حل در خصوصبه عددی هایروش از بسیاری اساس روش این. گرددمی انجام ناحیه بندیشبکه کمک به که است

 روش متناهی، هایالمان روش به توانمی کنندمی استفاده تقریب نوع این از که هاییروش جمله از. است جزئی دیفرانسیل

 . کرد اشاره متناهی هایحجم روش و مرزی هایالمان

 شبکه فاقد هایروش 2-1-2

 اساس بر تقریب آن جایبه و شودنمی ادهاستف متناهی هایالمان روش مفهوم به ناحیه بندیشبکه از شبکه فاقد هایروش در

 بندی هشبک مقابل در شبکه بدون لفظ. شوندمی نوشته اندشده پراکنده ناحیه درون مناسب کیفیت با که نقاط از ایمجموعه

 هایشور اخیر هایسال در. شودمی استفاده بعدی سه حالت در مکعبی ای هرمی شبکه یا و بعدی دو حالت در مستطیلی ای مثلثی

 دفاق هایروش اما است داده رخ اخیر هایسال در تحقیقات اینکه وجود با. است آمده وجودبه شبکه بدون تقریب برای متنوعی

 نهزمی این در شده انجام تحقیقات این از مختصر بررسی با و ندارند خود هایالگوریتم ساختار و سازیپیاده در ایرادی شبکه

 هاروش ینا سازیمرتب و بندیطبقه البته. دارند گوناگونی کاربردهای ریاضی، قوی هایپایه به توجه با هاروش این که بینیممی

 تعمیم متناهی تفاضل ،Grid free،Grid less،Mesh free روش همچون دیگر هاینام تحت هاروش اینکه دلیلبه

 اقدف روش ها،نام این وجود با. است روروبه مشکلاتی با و نیست ایساده کار روند،می کارهب هموار ایذره رودینامیکهید و افتهی

 به آنها وابستگی علت به که متناهی حجم روش و مرزی المان روش متناهی، هایالمان همچون بندیشبکه هایروش از شبکه

 یجزئ دیفرانسیل معادلات جداسازی برای اساسی ساختارهای عنوانبه متناهی هایمحج ای مشبک هایشبکه المان، از استفاده

 یازن نقاط از هاییتوده به دیفرانسیل معادلات جداسازی برای شبکه فاقد هایروش که حالی در. دارند برتری حدودی تا موجود،

 روش و مرزی المان روش متناهی، المان هایروش کهیحال در باشیم شبکه فاقد هایروش یتوسعه دنبال به باید چرا اما. دارند

 یسخت به سوال این جواب. دارند کاربرد گسترده طوربه هاتحلیل و سازیپیاده در و روندمی کارهب وسیع طوربه متناهی حجم

 محاسبات برای چالشی همیشه بندیشبکه کهطوریبه. گرددبرمی مناسب، بندی شبکه آوردن دستبه و جداسازی در موجود

 ختلطم و بزرگ ابعاد با مسائل با تا ساخته قادر را دانشمندان زیاد، محاسباتی توان کهاین وجود با. است کرده ایجاد دانشمندان

 و دجدی محصولات با مواجه برای صنعت در اما بگذارند کنار را بندیشبکه هایمحدودیت هاالگوریتم پیشرفت با و شوند روروبه

 هاییسمتق در همچنین. کندمی ایجاد را بزرگی هایچالش بندیشبکه آیند،می دستبه سازیشبیه تکنولوژی وسیلهبه که رایج


