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فصل اول

مقدمه و مروری بر کارهای انجام شده



٢

- در انواع مسائل پيشرفته مهندسی با آنها برخورد میکی هستند که يای از سازه های مکاننمونه هاورق

ت تحمل يشتر شدن قابليروهای برشی سبب بيچشی و نيهای خمشی، پمقاومت آنها در برابر ممان. شود

ار در يرغم کاربرد بسیی قطاعی و قطاعی حلقوی علهاورق، هاورقان انواع يماز. بار آنها شده است

-قرار گرفتهمورد توجه کمتریهاورقر يای نسبت به سال صنعت هوا فضا، نظامی و هستهيع از قبيصنا

به تاريخچه ابتدا فصلن يدر ا. ت خاصی برخوردار استياز اهمهاورقنگونه ياتحليلن روياز ا. اند

رخطیيغل ارتعاشات يتحلتاريخچهو سپس پرداخته شدههاورقانواع برای ح برشيتصحب يرض

. ه استمورد بررسی قرار گرفتهاورق

همسانگردی هاورقدرح برش يب تصحيضر. ١-١

ن پاسخ ممکن را يترقيدق١تهيسيبعدی الاستسه، تئوری هاورقل يی موجود برای تحلهایان تئورياز م

-برای ساده شدن کار، ورق. های خاصی برخوردار استدگیيچيبعدی از پحل مسئله سهاما . دهدمی

- ورقی مختلفی برای حل هایتئور. کنندتری تحليل میهای سادهبا تئوريدارای ضخامت کم را های

ی يجابجان تئوری از اثريدر ا. است٢ک ورقين آنها، تئوری کلاسيکی از مهمتريوجود دارد که ها

لی کم يهای خعی اول آن در ضخامتيفرکانس طبشود و پاسخمیبرش صرفنظر زحاصل ا
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h کهhضخامت،a خارجی و شعاعb حلقوی ورق قطاعی شعاع داخلی

ی حاصل از اين هاپاسخ،ش ضخامت ورقيولی با افزا.ی برخوردار استيار بالاي، از دقت بس)هستند

های در ضخامتن يبنابرا. رنديگته فاصله میيسيبعدی الاستسهتئوری های حاصل از از پاسختئوری

شود که در آن استفاده می٣نيندليتئوری متئوری برشی مرتبه اول يا گری بنام ياز تئوری د،ورقبيشتر

برای کاهش ٤ح برشيب تصحيضربا اعمال . شودمیدر نظر گرفته در راستای ضخامت برش تاثير

١ Three-dimensional elasticity theory
٢ Classical plate theory
٣ Mindlin
٤ Shear correction factor



٣

های ن تئوری به پاسخيهای حاصل از اپاسخهای برشی در سطوح ورق، ناشی از صفر بودن تنشخطای 

.شودمیکتريته نزديسيبعدی الاستسهتئوری حاصل از 

فرکانس مربوط به مود نيبا مساوی قرار دادن کوچکتر١٩٥١ن در سال يندلين بار ميبرای نخست

) k(ح برشيب تصحيضران ياي مر، رابطهيته نظيسيبعدی الاستسهتئوری نامتقارن با فرکانس حاصل از 

ح يب تصحيضرn=٣/٠ن رابطه، برای نسبت پواسون يبر طبق ا. بدست آورد) n(١و نسبت پواسون

. ديآمیبدست ١٢/٢π=kح برشيب تصحيضرn=١٧٦/٠و برای نسبت پواسون k=٨٦/٠برش

در سال . بدست آورداز تحليل خمش ورق را k=٦/٥ح برشيب تصحيضر١٩٤٥در سال ٢زنريار

-هيتکچهار طرف و نسبت پواسون برای ورق با ح برشيب تصحيضران ياي را مرابطه٣کيتريو١٩٨٧

k=٨٧٧/٠ح برشيب تصحيضر،n=٣/٠نشان داد که بر اساس آن، به ازاء نسبت پواسون گاه ساده

باشدمیساده گاههيتکچهار طرف برای ورق با ح برشيب تصحيضرن ين عدد بهتريا. ديآمیبدست 

.]١[که تاکنون بدست آمده است

گری يقات گسترده ديتحق. لی بوده استيقات ذکر شده، ورق مورد بررسی از نوع مستطيدر تمامی تحق

آنها . ]٢[اشاره کرد٤باشيوسيق دواگ و يتوان به تحقمینه انجام شده است که از آن جمله ين زميدر ا

های ضخامت ورق وجود ندارد و اي برای همه بازهنهيبهح برشيتصحب يچ ضرينشان دادند که ه

.انی ورق بستگی دارديبه شکل صفحه مح برشيتصحب يضر

ط مرزی مربوط به آنها بدست يبعدی و شرانامه، ابتدا معادلات حرکت سهانيپان يدر فصل سوم ا

، معادلات حاکم بر حرکت یيجابجا-کرنش و کرنش-سپس با استفاده از روابط تنش. اندآورده شده

، معادلات حاکم و ٥لیيفرانسين حاکم بر روش مربعات ديبر اساس قوان. شوندبعدی حاصل میسه

ط مرزی بر يس شراياعمال ماتربا. شوندسی نوشته میيسازی شده و به فرم ماترط مرزی گسستهيشرا

های خطی ده، فرکانسبدست آمی ينهاس يه ماترژير ويمحاسبه مقادس معادلات حرکت ويماتر

١ Poisson ratio
٢ Reissner
٣ Wittrick
٤ Dauge and Yosibash
٥ Differential quadrature method



٤

ی تئوری برشی مرتبه اول، يدان جابجاين فصل، با در نظر گرفتن ميدر بخش دوم ا. شوندحاصل می

گذاری روابط يپس از جا. ط مرزی مربوط بدست آمده استيبعدی و شرامعادلات حرکت دو

ه، برشی منتجو ای داخل صفحهروهای يهای خمشی و نی و بدست آوردن ممانيجابجا- کرنش

ب ير دادن ضرييلی و تغيفرانسيبا استفاده از روش مربعات د. شوندمعادلات حاکم بر حرکت حاصل می

- سهتئوری ن فرکانس مربوط به مود نامتقارن را با فرکانس حاصل از يتوان کوچکترمیح برشيتصح

.ارائه شده استپنجمج عددی در فصل ينتا. ر منطبق نموديته نظيسيبعدی الاست

رخطیيشات غارتعا. ٢-١

ممکن است هاورقاما . انجام شده استهاورقخطی ادی در رابطه با ارتعاشات يهای زتحليلتاکنون 

ها و چرخش.از خود نشان دهندرخطیيغقرار گرفته و رفتار های بزرگتغيير شکلدر معرض 

-میخطی هندسی در معادلات حاکم ظاهرريک سازه نازک، بصورت غيدر های بزرگ یيجابجا

- میبازی ١کمانشپس خطی و ريداری، ارتعاشات غينقش مهمی در پاخطی بودن هندسی ريغ.شوند

.استدشوارار يبسر يپذهای انعطافبخصوص برای سازهنگونه از مسائل ين حال، مدل کردن ايبا ا. کند

تحليلدر.معرفی شدند٢ن کارمنوفهای ک ورق نازک، کرنشيخطی هندسی ريغتحليلبه منظور 

ک، تئوری برشی يهای فن کارمن در ارتباط با تئوری کلاسخطی ورق از کرنشريهای غشتر تئوریيب

٣هایها از انحناءن تئوریيهمه ادر . استفاده شده استهای برشی مرتبه بالاترا تئوریيک و يمرتبه 

ن وهای فکرنشدر . انحناء صرفنظر شده است- یير در روابط جابجاييو از تغشودخطی استفاده می

ی يخطی بودن در راستای جابجاريشوند و تنها غمحاسبه نمیخطی هندسیريغهایمولفهکارمن، تمامی 

- معادلات حركت را براي جابجايي بزرگ ورق١٩٦٩در سال ٤زايو لتنیيو.آورده شده استجانبی

در سال ٥سيفه و واکاکينا. سي فن کارمن استنتاج كردندخطي هنداي به صورت غيرهاي ناهمگن لايه

٦گنيس٢٠٠٠در سال . ای را بررسي كردندهاي دايرهارتعاشات غير خطي در ورق١٩٩٤سال 

١ Post buckling
٢ Von Karman
٣ Curvature
٤ Whitney and Leissa
١ Nayfeh and Vakakis
٦ Singh



٥

اي نامتقارن ضخيم را با استفاده از روش ارتعاشات غيرخطي صفحات ساخته شده از مواد مركب لايه

ناقص حلقویاي هاي دايرهارتعاشات غيرخطي ورق٢٠٠٢در سال ١توز. اجزاء محدود بررسي كردند

بدست ٢٠٠٣در سال ٢نمود و نتايج تجربي براي اين مورد توسط توماسرا بررسیلبه آزاد شامل

مواد اي ساخته شده از هاي دايرهارتعاشات آزاد و اجباري غيرخطي ورق٢٠٠٧در سال . ]٤و ٣[آمد

و همکارانش ٤ريز کميرا نياخ. ]٥[ش مورد بررسي قرار گرفتزاده و همکارانتوسط االله وردی٣هدفمند

را با استفاده از تئوری شامل لبه آزاد روی ناقص يهای داها و پوستهخطی ورقريارتعاشات غهمکارانش 

.]٦[اندل کردهيک تحليکلاس

اما . اندانجام شدهروی يلی و دايهای مستطورقگر در خصوص يقات دياری از تحقيقات فوق و بسيتحق

-قات محدودی انجام گرفته است که از آن جمله مييهاي قطاعي تحقغيرخطي ورقرابطه با رفتار در 

با استفاده از ٢٠٠٤و همکارانش در سال ٥هاي قطاعي ضخيم توسط نستوان به تحليل غيرخطي ورق

گذرای غيرخطي تحليلو همکارانش ٦شارما٢٠٠٧در سال .  ]٧[شف اشاره کرديچندجمله ای چب

تنها . ]٨[ای را مورد بررسی قرار دادندهيت لاياي قطاعي ضخيم ساخته شده از مواد کامپوزهورق

انجام ٢٠٠٨در سال ٧هاي قطاعي حلقوی توسط هومتغيرخطي ورقنه ارتعاشات يق در زميتحق

هاي قطاعي حلقوی هاي غيرخطي را برای ورقفرکانس٨المان- pاو با استفاده از روش . گرفته است

گاه هيتکتحت شرط مرزی چهار طرف همسانگردو ایهيت لاياخته شده از مواد کامپوزضخيم س

.]٩[ردار بدست آورديگ

هاي عددي ذكر اشاره گرديد، در حل مسائل غيرخطي روشقات مورديتحقهمانگونه كه در برخي از 

براي . ي اشاره كردتوان به روش مربعات ديفرانسيلكاربرد فراواني دارند كه از آن جمله ميمختلف 

١ Touzé
٢ Thomas
٣ Functionally Graded Material
٤ Camier
٥ Nath
٦ Sharma
٧ Houmat
٨ p-element



٦

هاي ايزوتروپ و اورتوتروپ مستطيلي را با و همكارانش تحليل خمش غيرخطي ورق١اولين بار برت

های قطاعی و قطاعی حلقوی ارتعاشات خطی ورق٢٠٠٠در سال ٢ويی و و ليل. اين روش انجام دادند

هاي ايزوتروپ و ارتعاشات غيرخطي ورق٣لي و چنگ. ]١١و ١٠[مورد بررسی قرار دادندار

و با استفاده از روش مربعات ديفرانسيلي مورد مطالعه ٤اورتوتروپ مستطيلي را با فرض تئوري ردی

هاي زاده ارتعاشات غيرخطي ورقملک.]١٢[قرار دادند و تاثير مرتبه تئوري را بررسي كردند

ک را بررسی يرشی مرتبه اي با توجه به تئوری بهيم ساخته شده از مواد مرکب لايب ضخيلی اريمستط

ب نازک ساخته شده از مواد يلی اريهاي مستطو کرمی ارتعاشات غيرخطي ورقزادهملک.]١٣[کرد

قات يدر تمامی تحق. ]١٤[ل قرار دادنديک ورق مورد تحلياي را با استفاده ازتئوری کلاسهيمرکب لا

در ميهای ضخدر ورقفحهداخل صهاير قابل اغماض بودن شتابيل غيارتعاشی ذکر شده، بدل

.  د استيط مرزی از نوع مقيشراد،يرمقيط مرزی غيصورت وجود شرا

ط مرزی متناظر با توجه به تئوری ينامه، معادلات غيرخطي حرکت و شراانيپان يدر فصل چهارم از ا

عات پس از حل به روش مرب. اندبدست آمده٥هاي فن کارمنبرشی مرتبه اول و با استفاده از کرنش

هاي مختلف ضخامت به اختلاف شعاع داخلی و نسبتداخل صفحه در هايیيلی، جابجايفرانسيد

سه با يدرمقاها یين جابجايز بودن ايبا توجه به ناچ. اندهحاصل شدی قطاعی حلقویهاورقخارجی در 

ه تر، نشان داده شدميهای ضخهای کوچک نسبت به ورقدر  ضخامتجانبیی در راستای يجابجا

.باشدمیکردنداخل صفحه قابل صرفنظرهايکه شتاباست

بی يط مرزی ترکيهاي قطاعي و قطاعي حلقوی تحت شراهاي غيرخطي ورقفرکانسپنجم،در فصل 

ردار، ساده و آزاد برای يگاه گهيبی تکيط مرزی ترکيم و شرايردار و ساده برای ورق ضخيگاه گهيتک

ه قطاع و ير نسبت ضخامت به شعاع خارجی، زاويير تغيتاثنيهمچن. ورق نازک بدست آمده است

. هاي قطاعي حلقوی بر سختی ورق بررسی شده استنسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی در ورق

١ Bert
٢ Liew and Liu
٣ Li and Cheng
٤ Reddy
٥ Von Karman
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مم دامنه به يسپس با نشان دادن نمودارهای نسبت فرکانس غيرخطي به فرکانس خطي بر حسب ماکز

ر مشخصات هندسی ورق يياول ودوم غيرخطي بر اثر تغرات فرکانسييان تغيای مسهي، مقا١ضخامت

.قطاعی حلقوی انجام شده است

١ Backbone curve



فصل دوم

مروری بر روش مربعات ديفرانسيلی
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مقدمه. ١- ٢

به خود را مختلفهاي زمينهوعلوم مهندسي، درحل مسائلهاي عددي بخش بسيار مهمي در روش

هاي عددي بسيار زيادي براي حل مسائل مقادير اوليه و مقادير مرزي امروزه روش. انداختصاص داده

هاي شود که تجزيه و تحليل سيستمبه وضوح ديده مي. ود دارنددر علم فيزيک و مهندسي وج

حل آن مدل اضي براي يک پديده مشخص فيزيکي وساخت يک مدل ري،مهندسي از دو قسمت

هاي واقعي فيزيکي يا مسائل مهندسي معمولا به کمک معادلات سيستم. تشکيل شده استرياضي

پاسخ يافتن يا غير خطي باشند و در اکثر حالات، توانند خطيشوند که خود مياي توصيف ميپاره

اي هاي تقريبي عددي به صورت گستردهبدين سبب، روش. باشدمينپذيرامکانبرای آنهاتحليلی

از . گيرندکه در اکثر مسائل وجود دارند، مورد استفاده قرار مي،ايپارهانسيل رديفبراي حل معادلات 

هاي المان توان از روششوند مياينگونه مسائل به کار گرفته ميهاي عددي که براي حلجمله  روش

ها حل اکثر مسائل مهندسي نيز به کمک اين روش.د، تفاضل محدود، ريتز و المان مرزي نام بردمحدو

در . اي کافي و مناسب به دست آيدشوند به شرطي که دقت لازم به کمک انتخاب تعداد نقاط گرهمي

هاي عددي ي، هنگامي که به دقت کافي در چند مختصات مستقل نياز است، روشاکثر مسائل مهندس

اي زياد دارند که اين خود کامپيوتري با و يا تفاضل محدود احتياج به نقاط گرهمانند المان محدود

هاي عددي، روش المان محدود در ميان تنوع بسيار زياد روش. طلبدظرفيت محاسباتي بالايي را مي

علاوه بر اين، روش المان محدود همچنان . استکاربرد بسيار زيادباومي، بسيار موثرروشي قدي

هاي و بارهاي اعمالي بسيار پيچيده و يا طبيعت روش بسيار موثري براي اکثر مسائل مهندسي با شکل

.ها بسيار موفق بوده استباشد و در اين زمينهغير خطي مي

براي مثال، معادله حاکم . آينددر اکثر مسائل مهندسی به وجود ميمعادلات ديفرانسيل با درجات بالا

ا معادلات وابسته به خمش ورقيک از درجه چهار و يبر ارتعاش آزاد يک ورق بر اساس تئوری کلاس

چنين مسائل معمولا داراي چندين شرايط . باشداز درجه شش ميبر اساس تئوری برشی مرتبه اول

. باشده تعداد درجه معادلات شرايط مرزي وجود داشت، آن مسئله معين مياگر ب. مرزي خواهند بود
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ک، معادله حاکمه از درجه چهار ويبراي مثال، براي بررسي ارتعاش يک ورق بر اساس تئوری کلاس

. باشدداراي چهار شرط مرزي ميمسئله

کمتر با حفظ دقت در اي در جستجوي يک روش عددي  بسيار کار آمد که احتياج به تعداد نقاط گره

هاي اخير، اين روش به علت در سال. معرفي شد) DQ(لی يفرانسيمحاسبات را داشت، روش مربعات د

براي DQروش . سرعت و دقت بالاي آن در حل مسائل مهندسي بسيار مورد توجه قرار گرفته است

اين روش، چگونگي مهم دراصوليکي از . معرفي گرديد[١٥]و همکارانش ١بلمناولين بار توسط

در اين روش، حل معادلات جبري که شامل . باشدتعين ضرايب وزني به صورت کار آمد و دقيق مي

بر اساس . باشد باشند، دقيق نمياست، هنگامي که تعداد نقاط زياد ميواندرمونتماتريس ضرائب 

ي مشتقات مرتبه اول و ضرايب وزنروش صريحي را براي محاسبه٢کوان و چنگدرونيابي لاگرانژ ،

را ارائه )GDQ(٤م يافتهيلی تعميفرانسيمربعات دروش٣شو و ريچاردز.ارائه دادندDQدوم روش

اي، دادند که در اين روش ضرايب وزني مشتقات بالاتر به صورت کلي تحت يک تابع چند جمله

شتق مرتبه اول با توزيع مش ضرايب وزني ماي بسيار ساده براي محاسبهرابطهآنها . گردندتعيين مي

يک رابطه بازگشتي ارائه وسيلهبضرايب وزني مشتقات دوم و بالاتر تصادفي و همچنين براي محاسبه

هاي اخير و همچنين کاربرد آن در مسائل مهندسي به صورت کامل در مباني رياضي، پيشرفت. دادند

يک روش بسيار کلي است که DQشکتاب، روبا توجه به اين. آورده شده است[١٦]٥شوکتاب

در مقايسه با روش تفاضل محدود . اساس آن با اساس روش تفاضل محدود با مراتب بالا مشابهت دارد

تواند با تعداد کمي  از نقاط، جوابهاي ميDQبا مراتب پايين و همچنين روش المان محدود، روش 

تي کمتري و حجم کمتري از محاسبات نياز بنابراين به تلاش محاسبا. بسيار دقيقي را به دست آورد

سازي معادلات پيوسته از يک مش غير يکنواخت براي گسستهDQدر حالت کلي، روش. است

١ Bellman
٢ Quan-Chang
٣ Shu and Richards
٤ Generalized differential quadrature
٥ Shu
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در تحليل ارتعاشات آزاد صفحه با شرايط DQدر بررسي کاربرد روش١دوشو و. کنداستفاده مي

عمود بر هم به دست هایايچند جملههايبه اين نتيجه رسيدند که نقاط مشي که از ريشه, گوشه آزاد

اي به دن نقاط گرهنزديک کر. [١٧]هاي دقيق و قابل اعتمادي را ارائه دهندتوانند جوابنمي،اندآمده

-ها در اين موارد ميهاي لازم براي اطمينان بخشيدن در دقت و همگرايي جوابمرزها از جمله روش

اي نقش بسيار مهمي را در تعيين دقت، ع نقاط گرهشود که توزيبه طور صريح مشاهده مي. باشد

به صورت عددي به بررسي کوان و چنگ . کندبازي ميDQهمگرايي، سرعت و پايداري روش

اند، پرداختند و به اين نتيجه رسيدند کههاي غير يکنواختي که کمتر استفاده شدهنتايج حاصل از مش

ترين اند، بهينهبدست آمده٢چبيشفاي نوع اول چند جملهاي که ازها، توزيع نقاط گرهحالتدر همه

کند اي با توجه به مسئله فرق مينشان دادند که توزيع نقاط گره٣کيبرت و مل.[١٨]دهدجواب را مي

براي توزيع نقاط ٤لوباتو- گوس-شفيچباي از روشو پيشنهاد کردند که براي مسائل مکانيک سازه

کارهاي قبلي توضيح قابل قبولي را که چرا توزيع خاصي براي هر مسئله به تمام. اي استفاده شودگره

تنها نتيجه صريح از کارهاي انجام شده اين . را ارائه ندادند،گرددميهیهاي قابل قبولي منتجواب

تواند مي،به دست آمدهمتعامدايهاي چند جملهاي که از ريشهاست که توزيع غير يکنواخت نقاط گره

،اي يکنواختها را در مقايسه با توزيع نقاط گرهمحسوسي دقت و سرعت در جوابطور کاملاٌبه 

هاي ديفرانسيلي اي را براي آناليز سيستمهاي توزيع معمول نقاط گرهمحدوديت٥چنالبته. بهبود بخشد

،اشاره کردندبرت و مليک همانطور که ،اما به هر حال. [١٩]ديفرانسيلي مرتبه دو و چهار بيان کرد

اي از اي در مسائل گوناگون هنوز در پردهمسئله انتخاب مناسب تعداد و چگونگي توزيع نقاط گره

.ابهام قرار دارد

١ Shu and Du
٢ Chebyshev
٣ Bert and Malik
٤ Chebyshev-Guass-Lobatto
٥ Chen
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لیيفرانسيروش مربعات د. ٢- ٢

س ضرائبيماتر.١-٢- ٢

اساس اين روش، . کنددر استخراج مشتقات يک تابع استفاده مي١گوساز اساس روش DQروش 

متغير مکاني بر حسب جمع خطي مقادير وزني در توابع، در تمام تقريب مشتقات جزئي تابع نسبت به 

امين نقطه در راستاي محور - iام تابع در - mبنابراين مشتق. باشداي حاکم بر مسئله مينقاط گره

:[١٦]تواند به صورت زير بيان شود ميrمکاني 
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:اي لاگرانژ خواهيم داشتبراي محاسبه مشتق اول با استفاده از چند جمله
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شودميضرايب مشتقات دوم و بالاتر از روابط زير استفاده ماتريس براي محاسبه
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تق دوم و بالاتر از ضرايب ماتريس ضرايب وزني مششود که براي محاسبهبه طور واضح مشاهده مي

.شودوزني مشتق اول به طور کامل استفاده مي

ايانتخاب فواصل نقاط گره.٢-٢- ٢

به شو همکارانشو.باشداي ميتوزيع نقاط گرههاي عددي بسيار حساس به نحوهدقت اکثر روش

آنها . ]٢٠[ندها در مسائل تير و صفحه پرداختاي بر روي دقت جواببررسي اثر نحوه توزيع نقاط گره

باعث بهبود قابل توجهي در ،به اين نتيجه رسيدند که کشيدن نقاط نزديک مرزها به طرف مرزها

بستگي به ،)باشدترين پارامتر کشش ميکه بر اساس بهينه(اي نقاط گرهبهينهتوزيع . گرددها ميجواب

به متعامدايهاي هاي چند جملهاز ريشهتوزيع بهينهحالت. مرتبه مشتقات و تعداد نقاط استفاده شده دارد

که در ،اي ساده و موثر براي کشيدن نقاط به طرف مرزهاارائه رابطههآنها همچنين ب. آيددست نمي

. شود، پرداختندادامه مطرح مي

. باشدÎx]1,0[ي نقاط در محدودهاستانداردشود که مختصات فرض مي

، نوع اولچبيشف اي هاي چند جملهاي، استفاده از ريشهفواصل نقاط گرهکی از انواع انتخاب ي

:ر استيبصورت ز

)٧-٢(for xNi K,2,1=
1

1

rr
rrx

N

i
i -

-
=

÷÷
ø

ö
çç
è

æ -
= p

x
i N

ir
2

12cos


