
کردستان دانشͽاه

علوم دانشͺده

ریاضͬ گروه

C(X) با مقایسه در ساکل پیمانه به C(X) ویژگͬ�های بررسͬ

پژوهشͽر:

فتاحͬ شیوا

راهنما: استاد

قادرمزی مصطفͬ دکتر

مشاور: استاد

سلیمان�جهان علͬ دکتر

١٣٩٢

١



چͺیده

اساسͬ C(X)�CF (X) در اول ایده�ال هر که مͬ�دهیم نشان باشد. C(X) ساکل CF (X) کنیم فرض

اگر است اساسͬ C(X)�(h) از ( ایده�ال -z ) اول ایده�ال هر مͬ�کنیم ثابت ،h ∈ C(X) هر برای است.

شده ثابت . (intZ(h) = ∅ ) نباشد منفرد نقاط شامل h مجموعه�های صفر از Z(h) مجموعه اگر تنها و

نامساوی و مͬ�باشد، C(X) گلدی بعد dimC(X) که dim(C(X)�CF (X)) = dimC(X) که است

مͬ�پردازیم. شمارا منفرد نقاط حداکثر با فشرده فضاهای جبری ویژگیهای به همچنین باشد. اکید است ممͺن

اگر است اساسͬ C(X)�CF (X) در E�CF (X) مͬ�کنیم مشاهده C(X) در E اساسͬ ایده�ال هر برای

باشند. متناهͬ X منفرد نقاط مجموعه اگر تنها و

اصلͬ، ایده�ال ساکل، هنگ به C(X) قسمتͬ خارج حلقه منفرد، نقاط اساسͬ، ایده�ال کلیدی: واژه�های

مولد. شمارا ایده�ال اول، ایده�ال -ایده�ال، z
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پیشͽفتار

C∗ و ،X منظم کاملا هاوسدرف نامتناهͬ فضای روی پیوسته توابع مقدار حقیقͬ حلقه C(X) کنید فرض

ایده�الهای همه مجموع با که CFنمایشمͬ�دهیم (X) با C(X)را ساکل باشد. آن کراندار توابع از حلقه�ای زیر

اگر تنها و CFاگر (X) ̸= ۰ مͬ�دانیم است. برابر ،C(X) در اساسͬ ایده�الهای اشتراکهمه و ،C(X) مینیمال

که C(X)�CF (X) ∼= C(Y ) آنگاه باشد Xمتناهͬ منفرد نقاط مجموعه اگر باشد، منفرد نقاط Xدارای

C(X)�CF (X) ∼= eC(X) که مͬ�دهد نتیجه حالت این در مͬ�باشد. X نامنفرد نقاط مجموعه Y آن در

را C(X) جبری ویژگیهای که است حلقه ͷی عنوان به C(X)�CF (X) که e۲ = e ∈ C(X) آن در که

نباشد. یͺریخت Y توپولوژی فضای هر برای است ممͺن ،C(Y ) با C(X)�CF (X) کلͬ حالت در دارد.

.(۵.۴ ،[١۵] (مرجع باشند مرتب کاملا نمͬ�توانند CF (X) و C(X) مرتب جزئا حلقه دو از هیچͺدام

در واطلاعاتͬ رابطه این آوردن بدست و حلقه دو این بین رابطه کردن آشͺار نامه پایان این در اصلͬ هدف

است: آمده زیر در مطالب رئوس مͬ�باشد. X مورد

مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد بعدی بخشهای در مͺررا که دوم، و اول فصل در مقدماتͬ نتایج یاداوری از بعد

هر که مͬ�شود داده نشان بویژه �C(X)است.CF (X) حلقه در اساسͬ ایده�الهای نقش به مربوط بخشسوم

ایدال هر برای آن در که ،X ͬͺتوپولوژی فضای ویژگͬ�های و است اساسͬ C(X)�CF (X) از اول ایده�ال

سه بخش آخر قسمت در است. مشخصشده باشد اساسͬ C(X)�CF (X) در E�CF (X) ،E اساسͬ

مفهوم تنها که حقیقت این و نتیجه این نیست. C(X) از کمتر اخیر حلقه گلدی بعد که مͬ�شود داده نشان

حلقه�های از متفاوتͬ مثال�های است. گرفته قرار توجه مورد [١٠] مرجع در است نامتناهͬ گلدی بعد از جدید

،λ مانند دسترس قابل غیر کاردینال هر برای که مͬ�کنیم مشاهده همچنین مͬ�کنیم. پیدا دلخواه گلدی بعد با

١



است. λ برابر C(X) از گلدی بعد که بطوری دارد وجود صفر بعد با Xفشرده فضای

هستند C(X) مشابه مͬ�دهیم نشان و مͬ�پردازیم C(X)�CF (X) در z-ایده�الها مطالعه به چهارم فصل در

نشان همچنین هستند. یͺسانͬ ایده�ال�های -z بزرگترین دارای C(X)�CF (X) در آن رادیͺال و ایده�ال هر

تعمیم که دارد قرار C(X) اصلͬ ایده�ال ͷی در و اساسͬ C(X) در شده تولید شمارا ایده�ال هر مͬ�دهیم

در مولد شمارا ثابت ماکسیمال ایده�ال هر که مͬ�شود نتیجه این از بلافاصله و است [٢٢] مرجع در ٢.٢ نتیجه

منفرد نقاط مجموعه اگر است. شده معرفͬ [١٣] مرجع در که مͬ�شود تولید خودتوان عنصر بوسیله C(X)

است. C(Y ) همانند و یͺریخت یعنͬ نیست متفاوت C(X) با C(X)�CF (X) آنگاه باشند متناهͬ X

مͬ�کنیم ثابت مͬ�پردازیم. است C(X) در دلخواه اصلͬ ایده�ال (h) که C(X)�(h) حلقه به پنجم فصل در

نباشد منفرد نقاط شامل Z(h) اگر تنها و اگر است اساسͬ C(X)�(h) در (z-ایده�ال) اول ایده�ال هر

مͬ�دهد. ما به p-فضاها تقریبا مورد در جدیدی اطلاعات واقعیت این intZ(h))بلافاصله = ∅)

٢



١ فصل

پیشنیازها و تعاریف

مجموعه�ها نظریه ١.١

در او کرد. توسعه به شروع و آمد بوجود رسماً کانتور جرج توسط ١٨٧٣ سال اواخر در مجموعه�ها نظریه

را ترامتناهͬ اعداد ترتیبی، اعداد اصلͬ، اعداد چون مفاهیمͬ و کرد معرفͬ را مجموعه�ها خود مقالات طͬ

به شد. وارد مجموعه�ها نظریه بر پاردکس�هایی ١٩٠٢ تا ١٨٩٧ سال در داد. گسترش را آنها و کرد معرفͬ

گونه�ای به را مجموعه�ها نظریه مجموعه�ها، اصلͬ ویژگͬ�های حفظ با کردند سعͬ ریاضیدانان ترتیب، این

را موضوع اصول از دستگاهͬ ͷی تسرملو ارنست ١٩٠٨ سال در باشد. پارادکس�ها از بدور تا کنند پایه�ریزی

اسͺولم، تورالف و فرانکیل آدولف به�وسیله او کارهای تصحیح با که کرد پایه�گذاری مجموعه�ها نظریه برای

به برانگیزی جنجال موضوع اصل تسرملو بعد کمͬ آمد. بوجود ZF یا تسرملو-فرنکیل مجموعه�های نظریه

آورد. پدید را ZFC موضوع اصول سیستم و کرد اضافه ZF موضوع اصول به را انتخاب موضوع اصل عنوان

در و هستند مجموعه بحث مورد اشیای همه آن در که است این شد یادآور ZFC در باید که مهمͬ نکته

ZFC موضوع اصل ده نداریم. را مجموعه�ها بجر دیͽر اشیایی بررسͬ به نیاز ریاضͬ، مقاصد برای حقیقت

. است آمده [١٩] در

ͷی که طوری به باشد داشته Y مانند سره زیرمجموعه�ای ͷی اگر است Xنامتناهͬ مجموعه تعریف١.١.١.

نباشد. نامتناهͬ اگر است متناهͬ مجموعه باشد. داشته وجود Y و X بین ͷی به ͷی تناطر

بین هرگاه مͬ�برند به�کار آن برای Xرا ∼ Y نماد و مͬ�گویند همتوان را Y Xو مجموعه دو .٢.١.١ تعریف
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باشد. داشته وجود f : X → Y ͷی به ͷی تناطر ͷی Y Xو

مجموعه�ای شمارا مجموعه .X ∼ N هرگاه مͬ�شود گفته نامتناهͬ شمارای را X مجموعه .٣.١.١ تعریف

نامتناهͬ. شمارای یا باشد متناهͬ یا که است

است. نامتناهͬ شمارای نامتناهͬ، شمارای یͷمجموعه متناهͬ زیرمجموعه�های تمام مجموعه .۴.١.١ تبصره

روی 6 رابطه اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته جزئͬ ترتیبی رابطه ،A مجموعه روی 6 رابطه .۵.١.١ تعریف

ͷی A آن در که است (A,6) جفت مرتب، جزئا مجموعه ͷی باشد. پادمتقارن و متعدی و انعکاسͬ A

است. A روی جزئͬ ترتیبی رابطه ͷی 6 و مجموعه

هر برای که گونه�ای به است جزئͬ ترتیبی رابطه ͷی A مجموعه روی 6 کلͬ ترتیبی رابطه .۶.١.١ تعریف

.b 6 a یا a 6 b یا ،A در b و a عنصر دو

است. مرتب جزئا مجموعه ͷی (A,6) گیریم .٧.١.١ تعریف

،b ∈ B هر برای اگر فقط و اگر مͬ�گویند A زیرمجموعه ͷی ،B بالای کران را u ∈ A عنصر (الف)

.u > b

،u مانند B بالای کران هر برای اگر تنها و اگر است B بالای کران کوچͺترین ،B بالای کران ،u۰ (ب)

.u۰ 6 u

.e = a که مͬ�شود نتیجه e 6 a از ،a ∈ A هر برای اگر تنها و اگر مͬ�گویند ماکسیمال را e ∈ A عنصر (ج)

هر که ویژگͬ این با باشد، ≤ جزئͬ ترتیبی رابطه همراه، ناتهͬ مجموعه ͷی A اگر زورن) (لم .٨.١.١ لم

دارد. ماکسیمال عضوی A آنگاه باشد داشته A در بالایی کران آن از ناتهͬ زنجیر

شود. رجوع [٢٧] به اثبات.

۴



ترتیبی حساب و ترتیبی اعداد

یͷنگاشت اگر همریختترتیبیهستند (B, 6́) و (A,6)خوشترتیب مجموعه دو مͬ�گوییم تعریف٩.١.١.

باشیم داشته a۱ 6 a۲ و a۱, a۲ ∈ A هر برای که قسمͬ به باشد داشته وجود f : A → B مانند دوسویی

مͬ�نامیم. ترتیبی همریختͬ ͷی را f تابع .f(a۱)≤́f(a۲)

آن در زیر قاعده�های که مͬ�گیریم اولیه مفهوم ͷی را ترامتناهͬ، و متناهͬ ترتیبی، اعداد کلͬ، درحالت

صادق�اند:

مͬ�شود، داده نسبت مͬ�دهیم، نشان ord(A,6) با را آن که ترتیبی، خوشترتیبیͷعدد مجموعه هر به ت.١.

.ord(A,6) = α که قسمͬ به دارد وجود (A,6)خوشترتیب مجموعه ͷی باشد، ترتیبی عدد ͷی α اگر و

و اگر ord(A,6) = ord(B,6′) هستند. خوشترتیب مجموعه دو (B,6′) و (A,6) کنید فرض ت.٢.

باشند مساوی عضوهایشان تعداد که متناهͬ خوشترتیب مجموعه دو هر چون .(A,6) ≈ (B,6′) اگر تنها

مͬ�کنیم: انتخاب را زیر مناسب نمادهای هستند، ترتیبی همریخت

.A = ∅ اگر تنها و اگر ord(A,6) = ۰ ت.٣.

،A ∼ {۱,۲, ..., k} باشیم داشته k طبیعͬ برایعدد که باشد قسمͬ به (A,6)خوشترتیب مجموعه اگر ت.۴.

.ord(A,6) = k آنگاه

امͽا، یونانͬ حروف با معمولا را معمولͬ، مساوی یا کوچͺتر رابطه با ،N طبیعͬ اعداد مجموعه ترتیبی عدد

.ω = ord{۱,۲, ...} یعنͬ مͬ�دهیم؛ نشان ،ω

که قسمͬ به β ترتیبی اعداد تمام مجموعه آنگاه است. اختیاری ترتیبی عدد ͷی α فرض .١٠.١.١ قضیه

است. α آن ترتیبی عدد که است خوشترتیب مجموعه ͷی ،α < β

.[٢٧] به شود رجوع اثبات.

.S(α) = α ∪ {α} .١١.١.١ تعریف
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اگر تنها و اگر گویند تالͬ عددترتیبی ͷی را α .١٢.١.١ تعریف

∃B(α = S(B))

نباشد. تالͬ عددتریبی α و α ̸= ۰ اگر تنها و اگر گویند محدود عددترتیبی α

مͬ�دهیم. نشان a+ با را a بلافصل تالͬ .١٣.١.١ تعریف

کاردینال

مͬ�شود. فرض دانسته کاردینال اولیه مفاهیم

کاردینال k ،k = a+ که بطوری a باشد داشته وجود اگر تنها و اگر است تالͬ کاردینال k .١۴.١.١ تعریف

نباشد. تالͬ کاردینال و k > ω اگر تنها و اگر است محدود

هر برای اگر است هم�پایان N در M باشد، نگاشت ͷی φ : M → N کنید فرض .١۵.١.١ تعریف

است. هم�پایان N در φ(M) یعنͬ ،n ≤ φ(m) که باشد داشته وجود قسمͬ mبه ∈M ،n ∈ N

A پایان هم مجموعه زیر از کاردینالتͬ کوچͺترین باشد مرتب جزئا مجموعه ͷی Aفرض .١۶.١.١ تعریف

مͬ�دهند. نمایش cf(A) با و Aگویند مجموعه پایان هم را

گویند. منظم کاردینال را است برابر cfخودش با که کاردینالͬ ͷی .١٧.١.١ تعریف

.cf(β) = β و باشد محدود عددترتیبی β اگر تنها اگر است منظم β .١٨.١.١ تذکر

است. منظم k+ است، منظم ω است. کاردینال β پس باشد منظم β .١٩.١.١ لم

و اگر گویند مجزا تقریبا را x, y باشند، x, y ∈ K اگر باشد، نامتناهͬ Kکاردینال فرض .٢٠.١.١ تعریف

.| x ∩ y |< k اگر تنها

و (| x |= k) آنگاه x ∈ A هر برای اگر گویند مجزا تقریبا گردایه را A ⊆ P (k) گردایه .٢١.١.١ تعریف

باشند. مجزا تقریبا A از مجزا عضو دو هر

۶



را نباشد آن شامل محض بطور B مجزای تقریبا خانواده که را A مجزای تقریبا گرادیه .٢٢.١.١ تعریف

گویند. مجزا تقریبا ماکسیمال گردایه

پس: باشد منظم کاردینال k > ωفرض .٢٣.١.١ قضیه

نیست. ماکسیمال Aپس ،|A| = k که باشد مجزا تقریبا خانواده ͷی A ⊆ P (k) اگر .١

دارد. وجود k+ از بزرگتر کاردینالتͬ از B ⊆ P (k) مانند مجزا تقریبا ماکسیمال گردایه ͷی .٢

.[١٩] به شود رجوع اثبات.

باشد. محدود و منظم کاردینال ͷی k اگر تنها و اگر است دسترس قابل غیر کاردینال k .٢۴.١.١ تعریف

جبر ٢.١

در یͺدار و جابه�جایی را حلقه�ها کلیه و مͬ�کنیم فرض دانسته را حلقه مقدماتͬ مفاهیم پایان�نامه این در

مͬ�گیریم. نظر

هرگاه Rگوییم، صفر مقسوم�علیه را r ∈ R چون عضوی باشد، حلقه ͷیR کنیم فرض .١.٢.١ تعریف

.ry = ۰R که باشد داشته وجود ۰R ̸= y ∈ R مانند عنصری

اگر مͬ�گوییم صحیح دامنه را R صورت این در باشد. تعویضپذیر حلقه�ای R کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

و ،۱R ̸= ۰R یعنͬ نباشد، صفر حلقه R (ͷی

باشد. R صفر علیه مقسوم تنها ۰R دو)

که بطوری باشد داشته وجود n ∈ N هرگاه گویند پوچتوان را R حلقه به متعلق a عنصر .٣.٢.١ تعریف

.xn = ۰

باشد. نداشته صفر غیر پوچ�توان عنصر هیچ هرگاه گوییم کاهشͬ را R حلقه .۴.٢.١ تعریف

.e۲ = e هرگاه گوییم خود�توان را e ∈ R عنصر باشد حلقه ͷی R کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف
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ایده�ال

هرگاه: مͬ�شود نامیده ایده�ال R حلقه از I ناتهͬ زیرمجموعه�ی .۶.٢.١ تعریف

+x؛ y ∈ I ،x, y ∈ I هر برای .١

.xr ∈ I ،r ∈ R هر و x ∈ I هر برای .٢

مͬ�نامیم. محض یا سره ایده�ال را آن نباشد برابر حلقه خود با I ایده�ال گاه هر

میͽیریم. نظر در سره نامه پایان این در را ایده�الها کلیه بعد به این از .٧.٢.١ قرارداد

ایده�ال واقع در مͬ�شود نامیده حقیقͬ ایده�ال ͷی I ̸= R یا I ̸= ۰ که R حلقه از I ایده�ال .٨.٢.١ تعریف

اگر u ∈ I یͺه، u ∈ R زیرا نباشد R یͺه�های از هیچͺدام شامل اگر تنها و اگر است حقیقͬ R از I ناصفر

.I = R یعنͬ ۱R = u−۱u ∈ I اگر تنها و

ایده�ال�ها تمام خانواده {Ai|i ∈ I} همچنین باشد R حلقه از مجموعه�ی Xزیر کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

نمایش (X) با و دارد، Xنام وسیله به شده تولید ایده�ال
∩

i∈I Ai صورت این در Xاند شامل که باشد R در

مͬ�شود. داده

با (X) ایده�ال Xآنگاه = {x۱, x۲, ..., xn} گاه هر دارند نام (X) مولدهای X عناصر •

است. متناهͬ تولید با مͬ�گوییم و مͬ�شود داده Xنشان = (x۱, x۲, ..., xn)

دارد. نام اصلͬ ایده�ال ͷی را عنصر ͷی وسیله به شده تولید (X) ایده�ال •

R ایده�ال aR := {ra : r ∈ R} مجموعه صورت این در .a ∈ R و حلقه ͷی R فرضکنید .١٠.٢.١ لم

.aR و (a) از عبارت�اند aR دیͽر نمادهای مͬ�شود. نامیده a توسط شده تولید اصلͬ ایده�ال و است،

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.
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باشد. R تعویضپذیر حلقه ایده�ال I کنید فرض .١١.٢.١ لم

r ∈ R هر ازای به علاوه به و R/Iاست ایده�ال J/I آبلͬ گروه گاه آن ،J ⊇ I و Rباشد ایده�ال J اگر (ͷی

.r ∈ J اگر تنها و اگر r + I ∈ J/I داریم

برابر K/I که دارد وجود K ⊇ I ویژگͬ با R از K چون ایده�ال ͷی تنها R/I از J ایده�ال هر ازای به دو)

از است عبارت کند صدق شرطها این در که R Kاز فرد به منحصر ایده�ال واقع در باشد. J

.K = {a ∈ R : a+ I ∈ J}

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

۰ ⊂ J ⊂ I که J ایده�ال هر ازای به و I ̸= ۰ اگر گویند مینیمال Rرا حلقه از I سره ایده�ال تعریف١٢.٢.١.

.J = I یا J = ۰ آنگاه: باشیم داشته

،M ⊂ N که N ایده�ال هر ازای به گاه هر گویند ماکسیمال R حلقه Mاز سره ایده�ال .١٣.٢.١ تعریف

.N = R یا N = M باشیم داشته N ⊂ R

میدان R/I اگر تنها و اگر است ماکسیمال I باشد. R تعویضپذیر حلقه ایده�ال I کنید فرض .١۴.٢.١ لم

باشد.

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

ماکسیمال Mایده�ال ،M ⊇ I که Rباشند تعویضپذیر حلقه از Mایده�الهایی و I فرضکنید .١۵.٢.١ تذکر

باشد. R/I ماکسیمال M/Iایده�ال اگر تنها و اگر است R

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

g ∈ R ،f ∈ R −M هر برای �اگر تنها �و اگر است ماکسیمال R حلقه در M ایده�آل .١۶.٢.١ قضیه

.۱ − fg ∈M که باشد داشته وجود به�قسمͬ
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شود. مراجعه [٢۶] به اثبات.

P اگر است R اول ایده�ال P مͬ�گوییم باشد. R تعویضپذیر حلقه از ایده�الͬ P فرضکنید تعریف١٧.٢.١.

.b ∈ P یا a ∈ P آن�گاه ab ∈ P که a, b ∈ R هر برای و باشد، R سره ایده�ال

باشد. تعویضپذیر حلقه�ای R کنید فرض .١٨.٢.١ تذکر

نمͬ�شود. گرفته نظر در R اول ایده�ال R خود که کنید توجه .١

است. R اول ایده�ال صفرش ایده�ال باشد، صحیح دامنه R اگر .٢

حلقه اگر تنها و اگر است اول I صورت این در باشد. R تعویضپذیر حلقه ایده�ال I کنید فرض .١٩.٢.١ لم

باشد. صحیح دامنه R/I

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

است. اول R Mدر ماکسیمال ایده�ال هر آنگاه باشد یͺدار حلقه ͷی R گاه هر .٢٠.٢.١ قضیه

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

حلقه از J/I ایده�ال صورت این در .J ⊇ I و باشد. R تعویضپذیر حلقه ایده�ال I کنید فرض .٢١.٢.١ لم

باشد. R اول ایده�ال J اگر تنها اگر است اول R/I مانده�های رده�های

.[٢۶] به شود رجوع اثبات.

مͬ�دهیم نمایش
√
I یا Rad(I) با را I رادیͺال باشد. R حلقه سره ایده�آل I کنید فرض .٢٢.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به و

√
I =

∩
I⊆P ( اول Pایده�آل )

P
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هر�گاه مͬ�نامیم I سره ایده�آل روی مینیمال اول ایده�آل ͷی را R حلقه در P اول ایده�آل .٢٣.٢.١ تعریف

.I ⊆ P۱ $ P که نباشد موجود P۱ چون اولͬ ایده�آل و I ⊆ P

مینیمال اول ایدهالهای تمام مجموعه و گویند R مینیمال اول ایده�ال را (۰) روی مینیمال اول ایده�ال هر

مͬ�دهند. Min(I)نمایش با را I ایده�ال روی

هر�گاه: گوییم ضربی بسته را R حلقه از S زیر�مجموعه .٢۴.٢.١ تعریف

۱ ∈ S (١

.s۱.s۲ ∈ S آنگاه s۱, s۲ ∈ S اگر (٢

مجموعه آنگاه باشد، مجزا R در I ایده�آل از و R حلقه ضربی بسته زیر�مجموعه S هرگاه .٢۵.٢.١ قضیه

A = {P ⊆ R : S ∩ P = ∅ و است I شامل ی سره {Pایده�آل

است. اول ایده�آل عنصری چنین و است ماکسیمال عنصر دارای شمول رابطه با

شود. مراجعه [١۵] به اثبات.

آنگاه باشد، R حلقه سره ایده�آل I اگر .٢۶.٢.١ لم

√
I = {r ∈ R : ∃n ∈ N s.t rn ∈ I}

شود. مراجعه [٢۶] به اثبات.

تعریف a ∈ R هر برای آنگاه کنیم، فرض R حلقه در ماکسیمال ایده�آل�های همه�ی گردایه�ی را M اگر

مͬ�کنیم:

Ma = {M ∈ M : a ∈M} , Ma = ∩Ma = ∩a∈M∈MM
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تقسیم خارج یا تقسیم حاصل باشند. R تعویضپدیر حلقه ایده�الهای J و I کنید فرض .٢٧.٢.١ تعریف

و است R ایده�ال تقسیم حاصل این که است روشن مͬ�شود. تعریف (I : J) = {a ∈ R : aJ ⊆ I}

تقسیم حاصل ،I = ۰ خاص حالت در .I ⊆ (I : J)

(۰ : J) = {a ∈ R : aJ = ۰} = {a ∈ R : ab = ۰∀b ∈ J}

مͬ�شود. داده نمایش AnnJ با و مͬ�شود نامیده J پوچساز

است صفر مقسوم�علیه عناصرش تمام که R کاهشͬ حلقه�ی در شده تولید متناهیاً ایده�آل هر .٢٨.٢.١ لم

است. صفر غیر پوچ�ساز دارای

اگر است R اولیه ایده�ال Q مͬ�گوییم باشد. R تعویضپذیر حلقه از ایده�الͬ Q کنید فرض .٢٩.٢.١ تعریف

که باشد داشته وجود n ∈ N گاه آن a /∈ Q ولͬ ab ∈ Q و a, b ∈ R هرگاه و باشد، R سره ایده�ال Q

.bn ∈ Q

است. اولیه ایده�ال ،R تعویضپذیر حلقه اول ایده�ال هر که است بدیهͬ

است. اولیه ایده�ال ͷی
√
Q آنگاه باشد R حلقه در اولیه ایده�ال ͷی Q گاه هر .٣٠.٢.١ قضیه

.[٢۵] به شود رجوع اثبات.

که طوری I = Q۱ ∩ Q۲ ∩ ... ∩ Qn اگر است اولیه تجزیه دارای R حلقه در I ایده�ال .٣١.٢.١ تعریف

است. اولیه Qi هر آن در

تنها و اگر است مینیمال eR ایده�ال باشد. R کاهشͬ حلقه توان خود عنصر e کنید فرض .٣٢.٢.١ قضیه

باشد. ماکسیمال (۱ − e)R ایده�ال اگر

.[٢۵] به شود رجوع اثبات.
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مدول

+ : جمع عمل دو با همراه را، M ناتهͬ. مجموعه�ای M و باشد حلقه R کنید فرض .٣٣.٢.١ تعریف

اگر مͬ�نامیم مدول −R،. : R×M →M اسͺالر در ضرب Mو ×M →M

باشد، آبلͬ گروه (M,+) .١

،r(x+ y) = rx+ ry ،rمثل R از عضو هر و x, y Mمثل از عضو دو هر ازای به .٢

،(r + s)x = rx+ rs r, s مثل R از عضو دو هر و x Mمثل از عضو هر ازای به .٣

،(rs)x = r(sx) ،r, sمثل R از عضو دو هر و x ازMمثل عضو هر ازای به .۴

.۱x = x ،x Mمثل از عضو هر ازای به .۵

،. اسͺالر ضرب و جمع+ با همراه M اگر که کنیم بررسͬ مͬ�توانیم راحتͬ به بالا، تعریف به توجه با

،r۰ = ۰ ،n مثل Z از عضو وهر r مثل R از عضو هر ،xمثلM از عضو هر ازای به گاه آن باشد، R−مدول

n(rx) = r(nx) و (−r)x = −rx = r(−x) ،۰x = ۰

زیرمدول N M.�گوییم از ناتهͬ مجموعه�ای زیر ،N و باشد مدول −R ،M کنید فرض .٣۴.٢.١ تعریف

Mبه اسͺالر ضرب عمل تحدید و N ×N Mبه جمع عمل تحدید اگر ،N ≤M مͬ�نویسیم و Mاست

عمل این با ،N علاوه، به و آورد وجود به N روی اسͺالر در ضرب و N روی جمع عمل ترتیب به R×N

باشد. R−مدول اسͺالر، در ضرب و جمع

به اگر .M از ناتهͬ زیرمجموعه�ای N و باشد R−مدول ،M کنید فرض فشرده). ͷمح) .٣۵.٢.١ قضیه

.N ≤M گاه آن rx ∈ N و x+ y ∈ N ،r مثل R از عضو هر و x, y مثل N از عضو دو هر ازای

.[٢٨] به شود رجوع اثبات.

ناتهͬ I اگر .M مدول�های زیر از خانواد�ه�ای {Mi}i∈I و باشد مدول −R ،M کنید فرض .٣۶.٢.١ مثال

قرار باشد، تهͬ I اگر و
∑

i∈I Mi = {
∑n

k=۱ xik : n > ۱, ik ∈ I, xik ∈Mik} مͬ�کنیم تعریف باشد،
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از زیرمدولͬ
∑

i∈I Mi که کنیم بررسͬ مͬ�توانیم راحتͬ به فشرده، ͷمح ͷکم به .
∑

i∈I Mi = ۰ مͬ�دهیم

جای به ،I = {۱, ..., n} اگر �مͬ�نامیم. {Mi}i∈I خانواده زیرمدول�های مجموع را
∑

i∈I Mi Mاست.

که است واضح .M۱ +M۲ + ...+Mn یا
∑n

i=۱Mi مͬ�نویسیم
∑

i∈I Mi

.M۱ +M۲ + ...+Mn = {x۱ + ...+ xn : xi ∈Mi;۱ 6 i 6; ∀i}

این در .M زیرمدول�های از ناتهͬ خانواده {Mi}i∈I و باشد R−مدول ،M کنید فرض .٣٧.٢.١ قضیه

معادل�اند. زیر شرایط صورت

Mik از عضو هر و ik مثل I از عضو هر ،n > ۱ هر ازای به یعنͬ است، مستقل خانواده�ای {Mi}i∈I .١

،xik = ۰ ،۱ 6 k 6 n ،k هر ازای به مͬ�شود نتیجه
∑n

k=۱ xik = ۰ از ،xik مثل

Mj

∩
(
∑

i∈I�{j}Mi) = ۰ ،j مثل I از عضو هر ازای به .٢

دارد. Miها اعضای از متناهͬ مجموعͬ برحسب فرد به منحصر نمایشͬ
∑

i∈I Mi از عضو هر .٣

.[٢٨] به شود رجوع اثبات.

تنها M و ۰ هرگاه مͬ�نامیم ساده را M باشد. صفر غیر R−مدولͬ ،M کنید فرض .٣٨.٢.١ تعریف

Mباشند. زیرمدول�های

از مدول زیر هر ازای به گاه هر مͬ�نامیم ساده نیم Mرا باشد. R−مدول ،M کنید فرض .٣٩.٢.١ تعریف

.M = K ⊕ P که باشد موجود P Mمثل از مدولͬ زیر ،K Mمثل

مدول هر Mو از زیرمدول هر صورت، این در باشد. ساده نیم مدولͬ −R ،M کنید فرض .۴٠.٢.١ قضیه

است. نیم�ساده Mنیز از قسمتͬ خارج

.[٢٨] به شود رجوع اثبات.

معادل�اند. زیر شرایط صورت این در باشد. صفر غیر مدولͬ −R ،M کنید فرض .۴١.٢.١ قضیه
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است، خود ساده مدول�های زیر از Mمجموعͬ .١

است، خود ساده مدول�های زیر از مستقیمͬ Mمجموع .٢

است. ساده Mنیم .٣

.[٢٨] به شود رجوع اثبات.

زیرمدول�های مجموع با است Mبرابر مدول ساکل باشد. R−مدول ͷیM کنید فرض .۴٢.٢.١ تعریف

مͬ�دهند. نمایش soc(M) با را آن M.که مینیمال صفر غیر

.soc(M) = M اگر تنها اگر است ساده Mنیم R−مدول .۴٣.٢.١ تذکر

مدول زیر هر اگر مͬ�نامند شبه�آرتینͬ Mرا باشد. غیرصفر R−مدول ͷیM کنید فرض .۴۴.٢.١ تعریف

باشد. داشته غیرصفر ساکل صفرش غیر

Q
Z Z-مدول مثال برای نیست. درست عکسش اما مͬ�باشد شبه�آرتینͬ آرتینͬ، مدول هر .۴۵.٢.١ تذکر

نیست. آرتینͬ ولͬ است شبه�آرتینͬ

عناصر از دنباله هر برای اگر گویند T-پوچتوان را R حلقه از A مجموعه زیر .۴۶.٢.١ تعریف

.a۱a۲...an = ۰ که بطوری باشد داشته وجود n ≥ ۱ ،{a۱, a۲, ...} ⊆ A

باشد. T−پوچتوان ،radR و نیم�ساده R/radR اگر گویند کامل را R حلقه .۴٧.٢.١ تعریف

مستقیم جمع Mشامل mبطوریͺه صحیح عدد بزرگترین مدولMیعنͬ متناهͬ گلدی بعد تعریف۴٨.٢.١.

است. نامتناهͬ گلدی بعد Mدارای مͬ�گوییم باشد نداشته mوجود اگر باشد صفر غیر mزیرمدول از

جمع ͷی Mشامل اگر است یافتنͬ Mدست در k مͬ�گوییم باشد، کاردینال ͷی kفرض .۴٩.٢.١ تعریف

باشد. صفرش غیر مدول زیر k از مستقیم
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توپولوژی ٣.١

توپولوژی را τ باشد. X زیر�مجموعه�های از گردایه�ای τ و ناتهͬ مجموعه�ای X کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط که صورتͬ در Xمͬ�نامیم روی

X ∈ τ و ∅ ∈ τ (١

.
∪

A ∈ τ آنگاه ،A ⊆ τ اگر (٢

.A ∩B ∈ τ آنگاه ،A,B ∈ τ اگر (٣

مͬ�نامند. بسته را آن متمم و باز مجموعه ͷی را τ عضو هر

Xمͬ�دهد در توپولوژی تشͺیل آن مجموعه�های زیر همه گردایه باشد، دلخواهͬ Xمجموعه اگر .٢.٣.١ تذکر

است. موسوم گسسته توپولوژی به که

است عبارت A مجموعه درون Xباشد. ͷتوپولوژی فضای از مجموعه�ای زیر A فرضکنید تعریف٣.٣.١.

بسته مجموعه�های همه اشتراک از است عبارت A مجموعه بستار و A؛ جزء باز مجموعه�های همه اجتماع از

.Aحاوی

داده نشان intXS یا intS با را درونش ،clXS یا clS با X توپولوژی فضای در S مجموعه�ی بستار

مͬ�شود.

ͬͽهمسایͷی که درصورتͬ . Aمͬ�نامیم منفرد نقطه را x ∈ X Xباشد مجموعه Aزیر اگر تعریف٣.١.۴.

انباشتگͬ یا حدی نقطه را آن و نکند. قطع x جز به نقطه�ای هیچ در را A که باشد داشته وجود قسمͬ به x از

کند. قطع x جز به نقطه�ای در را A ،x از ͬͽهمسای هر که درصورتͬ مͬ�نامیم، A مجموعه

باز مجموعه هر که است فضا باز مجموعه�های از گردایه�ای ،X توپولوژی فضای باز پایه ͷی .۵.٣.١ تعریف

است. گردایه این مجموعه�های از اجتماعͬ صورت به فضا

١۶



مجموعه�های متمم گردایه اگر مͬ�نامیم، بسته پایه را X بسته زیرمجموعه�های از گردایه ͷی .۶.٣.١ تعریف

باشد. باز مجموعه�های برای پایه گردایه، آن

برای هرگاه مͬ�نامیم، (T۲) هاوسدورف را X فضای باشد. توپولوژی فضای X کنیم فرض .٧.٣.١ تعریف

که باشند داشته وجود قسمͬ به Vy و Ux بازِ مجموعه�های ،x, y ∈ X متمایز نقطه دو هر

.Ux

∩
Vy = ∅ و x ∈ Ux, y ∈ Vy

است. بسته متناهͬ مجموعه هر X هاوسدورف فضای در .٨.٣.١ قضیه

.[٢۴] به شود رجوع اثبات.

نقطه صورت، این در Xباشد. از مجموعه�ای زیر A و هاوسدورف فضای ͷیX کنید فرض .٩.٣.١ قضیه

باشد. A از نقطه بینهایت شامل x ͬͽهمسای هر اگر فقط و اگر است A حدی نقطه x

.[٢۴] به شود رجوع اثبات.

اگر P ∈ X و باشد تابع ͷی ،f : X −→ Y و ͷتوپولوژی فضای دو X, Y کنید فرض .١٠.٣.١ تعریف

وجود قسمͬ به P شامل X در V باز مجموعه�ی است f(P ) شامل که Y در W باز مجموعه�ی هر برای

آن باشد Xپیوسته نقطه�ی هر در f اگر مͬ�نامند: پیوسته P نقطه در را f آنگاه ،f [V ] ⊆ W که باشد داشته

مͬ�نامند. پیوسته تابع را

باشد. دوسویی تناظر f : X → Y تابع و باشند، ͷتوپولوژی فضای دو Y Xو فرضکنید تعریف١١.٣.١.

مͬ�نامند. همومئورفیسم را f آنگاه باشند پیوسته دو هر آن معکوس تابع و f اگر

مانند مرتبی Xزوج اینصورتیͷجداسازی در باشد. توپولوژی Xیͷفضای فرضکنیم تعریف١٢.٣.١.

.U ∩V = ∅ Xو = U ∪V به�طوری�که Xاند ناتهͬ باز زیر�مجموعه�ی دو V و U آن در که است (U, V )

١٧


