
چکیده

م�وه�وم�ی م�رب�ع�ی م�ی�دان�ه�ای در م�اک�س�ی�م�ال ط�ب�ق�هه�ای ب�ه واب�س�ت�ه ۱ ه�ی�گ�ن�ر ن�ق�اط اس�ت�ق�لال

سیلورمن توسط ندارد، مختلط ضرب که Q روی شده تعریف بیضوی خم یک روی متمایز،

که حالتی به را آنها کار ما نامه پایان این در است. شده داده نشان [۲۹] در ۳ روزن و ۲

تعمیم مساویند، هادی دارای که غیرماکسیمالی طبقههای به میشوند وابسته هیگنر نقاط

ک�ه ح�ال�ت�ی ب�ه ه�س�ت�ن�د ۱ ه�ادی دارای ط�ب�ق�هه�ا ک�ه ح�ال�ت�ی از را آن�ه�ا ک�ار واق�ع در م�یده�ی�م.

داد. خواهیم تعمیم باشند، می f ≥ ۱ هادی دارای طبقهها

هیگنر. نقاط مدولار، فرم بیضوی، خم کلیدی: کلمات

.۱۱R۳۷ ،۱۱G۰۵ آمریکا: ریاضی انجمن ردهبندی
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مقدمه

که روشهایی باشد. عددی میدان یک روی شده تعریف بیضوی خم یک E کنیم فرض

باشند. می اهمیت با بسیار بیضوی خمهای حساب در بدهند، E روی گویا نقاطی بتوانند

شده تعریف بیضوی خمهای روی گویا نقاطی آوردن بدست برای روشی [۷] در بیرچ۴

طبقههایی به وابسته نقاط این واقع در شدند. موسوم هیگنر نقاط به که کرد ارائه Q روی

آن�ه�ا، ۵ ح�ل�ق�های ک�لاس�ی م�ی�دان روی ک�ه م�یب�اش�ن�د م�وه�وم�ی م�رب�ع�ی م�ی�دان�ه�ای در خ�اص

هستند. گویا طبقهها، به وابسته

ش�ده ت�ع�ری�ف ب�ی�ض�وی خ�م�ه�ای روی گ�وی�ا ن�ق�اط آوردن ب�دس�ت ب�رای روش ای�ن اب�ت�دا در

ارتباط یک توانستند [۱۸ زگیه۸[۱۷، و کوهنن۷ گراس۶، که این تا بود، توجه مورد Q روی

E به وابسته L‐تابع ،L(E/K, s) اول مرتبه مشتق و جبری دادههای این بین مهم و مؤثر

ارائه s = ۱ نقطه در باشد، می تحلیلی موجودی که K موهومی مربعی میدان یک روی
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E(K) م�وردل‐وی�ل۹ گ�روه در PK م�ان�ن�د ای ن�ق�ط�ه ه�ی�گ�ن�ر، ن�ق�اط از اس�ت�ف�اده ب�ا آن�ه�ا ده�ن�د.

L
′

(E/K,۱) مقدار با است متناسب نقطه این کانونی ارتفاع که دادند نشان و آوردند بدست

بعداً .L′

(E/K,۱) = ۰ اگر تنها و اگر PK ∈ Etors(K) داریم، آن از ای نتیجه عنوان به و

رتبه برای بالا کران یک توان می نقاط این از استفاده با که داد نشان [۲۴ کالیوگین۱۰[۲۳،

آورد. بدست E(K) گروه

دایر۱۱ سوینرتون و بیرچ معروف حدس از خاصی حالت اثبات به منجر کارها این سرانجام،

که باشد می حدس این از حالتی تنها و شد. Q روی شده تعریف بیضوی خمهای مورد در

که: دادند نشان واقع در است. شده اثبات کنون تا

و ب�ی�رچ ح�دس آن�گ�اه ب�اش�د ی�ک م�س�اوی ی�ا ک�وچ�ک�ت�ر E/Q ب�ی�ض�وی خ�م ت�ح�ل�ی�ل�ی رت�ب�ه اگ�ر

است. درست دایر سوینرتون

و دارم�ون۱۲ م�ث�ل ی�اض�ی�دان�ان�ی ر و گ�رف�ت ق�رار ت�وج�ه م�ورد ه�ی�گ�ن�ر ن�ق�اط م�ف�ه�وم م�ط�ال�ع�ه ل�ذا

برای را بیرچ ایده توانستند آنها دادند. انجام زمینه این در ای گسترده مطالعات برتولینی۱۳

تعمیم اند، شده موسوم استارک۱۴‐هیگنر نقاط به که E روی گویا نقاطی آوردن بدست

کارهای از برخی دیدن برای باشد. علاقمند افراد تحقیق برای ای زمینه تواند می که دهند.

دیدن برای این بر علاوه کنید. مراجعه [۱۳ ،۱۲ ،۱۱ ،۶ ،۵ ،۴ ،۳] به زمینه این در آنها

با هیگنر نقاط حالت به ۱ هادی با هیگنر نقاط حالت از زگیه و گراس رابطه از تعمیمی
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دیدن برای همچنین کنید. مراجعه [۳۶ به[۳۵، شد انجام ژانگ۱۵ توسط که f ≥ ۱ هادی

نظر در تابعی میدان روی عددی میدان بجای بیضوی خم که حالتی به فوق کارهای تعمیم

کنید. مراجعه به[۳۳] شود می گرفته

ق�ض�ی�ه، اث�ب�ات ام�ا اس�ت م�ت�ن�اه�ی ت�ول�ی�د ب�ا E(K) آب�ل�ی گ�روه م�وردل‐وی�ل ق�ض�ی�ه ب�ه ب�ن�ا

ی�ت�م�ی ال�گ�ور ن�ی�ز ت�اک�ن�ون و ده�د ن�م�ی ارائ�ه E(K)/Etors م�ول�ده�ای ت�ع�ی�ی�ن ب�رای ی�ت�م�ی ال�گ�ور

ب�ررس�ی ل�ذا اس�ت. ن�ش�ده ارائ�ه ک�ن�د م�ش�خ�ص را E(K) غ�ی�رت�اب�ی ب�خ�ش م�ول�ده�ای ب�ت�وان�د ک�ه

که سؤالی بنابراین است. برخوردار ای ویژه اهمیت از بیضوی خم روی گویا نقاط استقلال

است چگونه بیضوی خم روی هیگنر نقاط استقلال اینستکه، شود می مطرح جا این در

شرایطی تحت توانند می بیضوی خم روی آمده بدست هیگنر نقاط آیا دیگر عبارت به

E/Q بیضوی خم روی هیگنر نقاط رفتار [۱۸ در[۱۷، زگیه و کوهنن گراس، باشند. مستقل

اگر که دادند نشان و دادند قرار بررسی مورد را متمایز، موهومی مربعی میدانهای به وابسته

متمایز مربعی میدانهای در ترتیب به ماکسیمال طبقههای به وابسته هیگنر نقاط Pr, . . . , P۱

آن�گ�اه اس�ت، Ki
ه�ی�ل�ب�رت۱۶ ک�لاس�ی م�ی�دان Hi ک�ه Qi = TrHi/Q(Pi) و ب�اش�ن�د Kr, . . . , K۱

است. یک رتبه از حداکثر E(Q) در Qr, . . . , Q۱ توسط شده تولید گروه زیر

فرض این با را Pr, . . . , P۱ هیگنر نقاط استقلال [۲۹] روزن و سیلورمن ۲۰۰۷ سال در

در آنها بودن مستقل برای کافی شرایطی و دادند قرار بررسی مورد نیست CM دارای E که

ماکسیمال غیر طبقهها که حالتی به را آنها کار ما نامه پایان این در کردند. ارائه E(Q)/Etors

۱ هادی دارای طبقهها که حالتی از را آنها کار واقع در دهیم. می تعمیم مساویند، هادی با

داد. خواهیم تعمیم باشند، می f ≥ ۱ هادی دارای طبقهها که حالتی به هستند
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توجه باید کردیم، اشاره آنها به که هیگنر نقاط استقلال بررسی برای شده انجام کارهای در

میدانهای به وابسته هیگنر نقاط بیضوی، خم روی هیگنر نقاط آوردن بدست برای که کرد

نقاط کار این بجای توان کهمی است طبیعی و شدهاند گرفته نظر در متمایز موهومی مربعی

استقلال و گرفت نظر در را موهومی مربعی میدان یک در مختلف طبقههای به وابسته هیگنر

[۲۴ ،۲۳ ،۱۹ ،۱۶] ب�ه زم�ی�ن�ه ای�ن در ک�اره�ای�ی دی�دن ب�رای داد. ق�رار ب�ررس�ی م�ورد را آن�ه�ا

کنید. مراجعه

را هیگنر نقاط تعریف برای نیاز مورد قضایای و مفاهیم یک فصل در نامه پایان این در

خمهای برای مدولار سازی پارامتری وجود بیان فصل این در ما هدف و کنیم می معرفی

بیضوی خم یک روی هیگنر نقاط تعریف برای که باشد می Q روی شده تعریف بیضوی

حدی در کلاسی، میدان نظریه از نیاز مورد مفاهیم ابتدا دوم فصل در باشد. می کار اساس

ب�ا و ش�د خ�واه�د ارائ�ه م�دولار خ�م روی ه�ی�گ�ن�ر ن�ق�اط م�ف�ه�وم س�پ�س و ی�م، دار ن�ی�از آن ب�ه ک�ه

مثالی و شده تعریف بیضوی خم روی هیگنر نقاط مفهوم مدولار، سازی پارامتری از استفاده

PARI/GP در هیگنر نقاط مفهوم از استفاده با بیضوی خم روی گویا نقاط محاسبه نحوه از

مفهوم از آمده بدست مهم نتایج از برخی تر دقیق صورت نیز پایان در و شود. می آورده

این هدف تا کنیم می مطرح را شد اشاره آنها به اجمالی بطور بخش این در که هیگنر نقاط

نتایج سوم فصل در سرانجام شود. مشخص آن موضوع گیری شکل چگونگی و نامه پایان

در س�ؤالات�ی س�پ�س و ک�ن�ی�م م�ی اث�ب�ات و ب�ی�ان را ه�ی�گ�ن�ر ن�ق�اط اس�ت�ق�لال م�ورد در آم�ده ب�دس�ت

که است ذکر قابل شوند. می مطرح بگیرند، قرار تحقیق موضوع توانند می که زمینه این

قرار پذیرش مورد چاپ برای International Journal of Number Theory در کار این نتایج

است[۲]. گرفته
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۱ فصل

نیازها پیش و مقدمات

تعریف بیضوی خمهای بودن مدولار اثبات برای نیاز مورد قضایای و مفاهیم فصل این در

ای�ن ب�رای م�دولار س�ازی پ�ارام�ت�ری وج�ود اث�ب�ات آن ن�ت�ی�ج�ه ک�ه ش�ود م�ی ب�ی�ان Q روی ش�ده

باشد N هادی با بیضوی خم یک E/Q اگر که داد خواهیم نشان دیگر عبارت به خمهاست.

مدولار خم X۰(N) درآن که Q روی شده تعریف ΦE : X۰(N) → E جبری نگاشت آنگاه

بیضوی خم یک روی هیگنر نقاط مفهوم تعریف در نتیجه این باشد. می موجود است،

شده آورده اثبات بدون و خلاصه بطور شده ارائه مطالب که است ذکر قابل است. اساسی

کنید. مراجعه شده معرفی مراجع به بیشتر اطلاعات و جزئیات دیدن برای و اند

وایرشتراس۱ معادله با K میدان روی بیضوی خم یک E کنیم فرض

y۲ + a۱xy + a۳y = x۳ + a۲x
۲ + a۴x + a۶ , ai ∈ K (۱‐۱)

پایان این در چون که شوند می وابسته E به ها ai ضرایب برحسب مهم پارامتر چند باشد.

در خواننده هم تا کنیم می معرفی را آنها اینجا در کرد خواهیم استفاده بارها آنها از نامه

1Weierstrass
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دهیم. ارجاع آنها به بتوانیم ما هم و باشد راحتر کار ادامه

،(۱) معادله در ۱

۲
(y − a۱x − a۳) دادن قرار با باشد ۲ مخالف K میدان مشخصه اگر

داشت خواهیم y بجای

y۲ = x۳ + b۲x
۲ + b۴x + b۶ (۱‐۲)

.b۶ = a۲
۳

+ ۴a۶ و b۲ = a۲
۱

+ ۴a۲ ،b۴ = ۲a۴ + a۱a۳ آن در که

دهیم می قرار ۱.۱ تعریف

b۸ : = a۲

۱a۶ + ۴a۲a۶ − a۱a۳a۴ + a۲a۲

۳ − a۲

۴

c۴ : = b۲۲ − ۲۴b۴

∆E : = −b۲۲b۸ − ۸b۳۴ − ۲۷b۲۶ + ۹b۲b۴b۶

ωE : = dx/(۲y + a۱x + a۳) = dy/(۳x۲ + ۲a۲x + a۴ − a۱y)

نامیم. E بیضوی خم ۲ نرون دیفرانسیل فرم و مبین ترتیب به را ωE و ∆E آن در که

بیضوی خمهای L‐توابع ۱‐۱

باشد زیر معادله با خمی E/K کنیم فرض

y۲ + a۱xy + a۳y = x۳ + a۲x
۲ + a۴x + a۶ , ai ∈ K (۱‐۳)

2Néron

۶



.∆E = ۰ اگر تنها و اگر است منفرد E مرجع[۳۰]) ۵۰ شود(صفحه می داده نشان

ش�ی�ب�ه�ای β و α و (۳) م�ع�ادل�ه ب�ا E خ�م روی م�ن�ف�رد ن�ق�ط�های P ک�ن�ی�م ف�رض ۲.۱ تعریف

را P نقطه باشند. P در E بر مماس خطهای

.α 6= β هرگاه نامیم گره .۱

.α = β هرگاه نامیم بازگشتی نقطه .۲
(۳) معادله با E خم ۳.۱ گزاره

.c۴ 6= ۰ و ∆E = ۰ اگر تنها و اگر است گره دارای .۱

.∆E = c۴ = ۰ اگر تنها و اگر است گشتی باز نقطه دارای .۲

2 کنید. مراجعه [۳۰] ۵۰ صفحه ۱.۴ گزاره به اثبات.

ن�ام�ن�ف�رد ن�ق�اط م�ج�م�وع�ه Ens(K) و (۳) م�ع�ادل�ه ب�ا خ�م�ی E/K ک�ن�ی�م ف�رض ۴.۱ قضیه

باشد. E روی K‐گویای

.Ens(K) ∼= K+ آنگاه باشد، بازگشتی نقطه دارای E اگر .۱

مماس خطوط شیب β و α که L = K(α, β) دهیم می قرار باشد، گره دارای E اگر .۲

و L = K هرگاه Ens(K) ∼= K∗ صورت این در هستند. گره نقطه در E بر

.L 6= K هرگاه Ens(K) ∼= {x ∈ L∗ : NL/K(x) = ۱}

2 کنید. مراجعه [۳۰] ۶۱ صفحه ۲.۵ گزاره به اثبات.

OK اول ل ایدهآ یک p ،K های صحیح حلقه OK و عددی میدان یک K کنیم فرض

وایراشتراس معادله باشد، K روی بیضوی خم یک E اگر باشد. p به وابسته زیاب ار υp و

۷



E برای را ،i = ۱,۲,۳,۴,۶ و ai ∈ OK که y۲ + a۱xy + a۳y = x۳ + a۲x
۲ + a۴x + a۶

که y۲ + a
′

۱
xy + a

′

۳
y = x۳ + a

′

۲
x۲ + a

′

۴
x + a

′

۶
معادله هر برای هرگاه گوئیم، مینیمال p در

∆
′

E و ∆E آن در که .υp(∆E) ≤ υp(∆
′

E) باشیم داشته a
′

i ∈ OK و کند می توصیف را E

E برای مدلی چنین میتوان همواره است. ها a
′

i و ها ai ضرایب با E های مبین ترتیب به

.([۳۰] ۱۷۲ (صفحه یافت p در

خم یک ،ai ∈ OK که E : y۲ + a۱xy + a۳y = x۳ + a۲x
۲ + a۴x + a۶ کنیم فرض

کنیم می تعریف و داده نمایش Ẽp با را p در E تحویل باشد. p در مینیمال معادله با بیضوی

Ẽp : y۲ + a۱xy + a۳y = x۳ + a۲x
۲ + a۴x + a۶

k := OK/p متناهی میدان روی خم یک Ẽp لذا است. p هنگ به ai مانده ai آن در که

باشد. می

در E گوئیم حالت این در و است k روی بیضوی خم یک Ẽp آنگاه باشد υp(∆E) = ۰ اگر

باشد. می خوب تحویل دارای p

Ẽp ی�ک�ه ب�ط�ور OK در اول�ی ل ای�دهآ p و ب�ی�ض�وی، خ�م ی�ک E/K ک�ن�ی�م ف�رض ۵.۱ تعریف

این بر علاوه است. بد تحویل دارای p در E/K گوئیم صورت این در باشد. منفرد خمی

جمعی تحویل دارای p در E/K شود می گفته باشد، بازگشتی نقطه دارای Ẽp اگر .۱

است.

ت�ح�وی�ل دارای p در E/K ش�ود م�ی گ�ف�ت�ه ب�اش�د، Ẽpns
(k) ∼= k∗ و گ�ره دارای Ẽp اگ�ر .۲

است. شده شکافته ضربی

ت�ح�وی�ل دارای p در E/K ش�ود م�ی گ�ف�ت�ه ب�اش�د، Ẽpns
(k) � k∗ و گ�ره دارای Ẽp اگ�ر .۳

است. شده شکافته غیر ضربی

۸



ب�ه E ه�ادی ب�اش�د. K ع�ددی م�ی�دان روی ب�ی�ض�وی خ�م ی�ک E ک�ن�ی�م ف�رض ۶.۱ تعریف

f(p) و است OK در اول ل ایدهآ p آن در که شود می تعریف N =
∏

p pf(p) صورت

باشد. خوب تحویل دارای p در E/K هرگاه است صفر برابر .۱

باشد. ضربی تحویل دارای p در E/K هرگاه است یک برابر .۲

دارای است، p ≥ ۵ اول عدد بالای که p اول هر برای p در E/K هرگاه است دو برابر .۳

[۳۱] ۳۷۹ ص�ف�ح�ه ب�ه f(p) ت�ع�ی�ی�ن ب�رای ح�الات س�ای�ر در ) ب�اش�د. ج�م�ع�ی ت�ح�وی�ل

کنید.) مراجعه

را ب�ی�ض�وی خ�م ی�ک ب�ه واب�س�ت�ه L‐ت�اب�ع م�ف�ه�وم ت�وان م�ی ش�ده ارائ�ه م�ط�ال�ب ب�ه ت�وج�ه ب�ا ح�ال

N هادی با K عددی میدان روی شده تعریف بیضوی خم یک E کنیم فرض کرد. تعریف

ماندهای میدان و |p| := NK/Q(p) دهیم می قرار باشد، K از متناهی اول یک p اگر باشد.

دهیم. می نمایش Kp با را p در K

کنیم می تعریف زیر بشکل را K روی E به وابسته L‐تابع

L(E/K, s) =
∏

p-N
(۱− ap|p|−s + |p|۱−۲s)−۱

∏

p|N
(۱− ap|p|−s)−۱ =:

∑

υ

aυ|υ|−s

و ۰ 6= υ � OK آن در که

ap = |p| + ۱− #Ẽp(Kp)

نیم این روی L(E/K, s) و همگرا <(s) > ۳/۲ صفحه نیم روی حاصلضرب این است.

کنید.) مراجعه [۳۱] ۱۷۲ صفحه (به باشد. می تحلیلی تابع یک صفحه

۹



مدولار خم ۲‐۱

یا و [۲۲] به شوند می ارائه بخش این در که مطالبی جزئیات دیدن و بیشتر توضیحات برای

کنید. مراجعه [۱۴] به

کنیم فرض

H = {z ∈ C : Im(z) > ۰}.

درایههای با ۲×۲ ماتریسهای از متشکل SL۲(Z) گروه باشد. پوانکاره۳ بالایی صفحه نیم

کند. می کنش زیر صورت به H روی باشند، می یک دترمینان دارای که صحیح

SL۲(Z) ×H → H

(




a b

c d


 , τ) 7→ aτ + b

cτ + d
.

دهیم می قرار باشد. مثبت صحیح عدد یک N کنیم فرض

Γ۰(N) :=





γ =




a b

c d


 ∈ SL۲(Z) : N | c





و کند می کنش ،H∗ = H ∪ Q ∪ {∞} یعنی یافته، توسعه بالایی صفحه نیم روی Γ۰(N)

کنش نامیم. می مدولار خم و دهیم می نمایش X۰(N) با را Γ۰(N)\H∗ قسمت خارج

ب�ازگ�ش�ت�ی ن�ق�اط را آن�ه�ا ک�ه ب�اش�د م�ی م�دار م�ت�ن�اه�ی ت�ع�داد دارای Q ∪ {∞} روی Γ۰(N)

ضرایب با جملهای چند یک صفرهای X۰(N) که شود می داده نشان و نامیم. می X۰(N)

است. C روی جبری خم یک یعنی ،C در

3Poincaré

۱۰



مدولار فرم ۳‐۱

سطح از یا Γ۰(N) روی ۲ وزن از مدولار فرم یک را f : H → C تحلیلی تابع ۷.۱ تعریف

هرگاه نامیم N

،γ =




a b

c d


 ∈ Γ۰(N) هر برای .۱

f(γτ) = (cτ + d)۲f(τ).

باشد. تحلیلی Γ۰(N)\H∗ بازگشتی نقاط تمام در f(τ) .۲

باشد. صفر بازگشتی نقاط در آن مقدار هرگاه نامیم بازگشتی فرم را مدولار فرم یک و

می C روی برداری فضای یک تشکیل N سطح و ۲ وزن از مدولار فرمهای مجموعه

و ۲ وزن از بازگشتی فرمهای مجموعه دهیم. می نمایش M۲(N) با را فضا این دهند.

(برای M۲(N) در برداری فضای یک تشکیل که دهیم می نمایش S۲(N) با را N سطح

دهد. می کنید) مراجعه [۱۴] به است وابسته N به که فضاها این بعد محاسبه

معرفی به کنیم بیان را بیضوی خمهای و بازگشتی فرمهای بین ارتباط بتوانیم اینکه برای

تازه فرم بنام بازگشتی فرمهای از خاص نوعی آنها از بتوان که داریم نیاز نماد و مفهوم چند

کنیم. تعریف را

عضوی هرگاه نامیم کهنه فرم یک را N سطح و ۲ وزن از بازگشتی فرم یک ۸.۱ تعریف

فرمهای توسط شده تولید فضای زیر است. N
′ | N و N 6= N

′ درآن که باشد S۲(N
′

) از

دهیم. می نمایش Sold
۲

(N) با را S۲(N) در کهنه

۱۱



به و نامیده پترسون۴ داخلی ضرب که است، داخلی ضرب یک به مجهز S۲(N) فضای

،f, g ∈ S۲(N) هر برای شود. می تعریف زیر صورت

< f, g >=
∫

Γ۰(N)\H∗

f(z)g(z)dxdy.

ضرب به نسبت S۲(N) در Sold
۲

(N) فضای زیر به وابسته متعامد متمم فضای ۹.۱ تعریف

دیگر عبارت به دهیم. می نمایش Snew
۲

(N) با آنرا و نامیم S۲(N) در تازه فضای را پترسون،

Snew
۲ (N) = (Sold

۲ (N))⊥.

اول عددی p آن در که Tp : S۲(N) → S۲(N) خطی عملگرهای S۲(N) فضای روی

نامیم هکه۵ عملگرهای را شوند می تعریف زیر صورت به و است

Tp(f)(τ) =






۱

p

p−۱∑

j=۰

f(
τ + j

p
) + pf(pτ) اگر p - N,

۱

p

p−۱∑

j=۰

f(
τ + j

p
) اگر p | N.

که کافیست است مثبت و صحیح عدد یک n آن در که Tn به هکه عملگرهای توسیع برای

کنیم محاسبه را زیر صوری دیرکله۶ سری در n−s ضریب
∞∑

n=۱

Tnn−s :=
∏

p|N
(۱− Tpp

−s)−۱
∏

p-N

(۱− Tpp
−s + p۱−۲s)−۱.

4Petersson

5Hecke

6Dirichlet

۱۲



کنند. می صدق زیر موارد در S۲(N) فضای روی هکه عملگرهای ۱۰.۱ قضیه

،p - N که p اول عدد هر و r ≥ ۱ هر برای .۱

Tpr+۱ = TprTp − pr−۱Tpr−۱.

.Tpr = (Tp)
r ،p | N که p اول عدد هر و r ≥ ۱ هر برای .۲

.TmTn = Tmn آنگاه gcd(m, n) = ۱ اگر .۳

وی�ژه ب�ردار ی�ک ه�رگ�اه ن�ام�ی�م ه�ک�ه وی�ژه ف�رم ی�ک را f ∈ S۲(N) م�دولار ف�رم ۱۱.۱ تعریف

فوریه) (بسط q−بسط با f(τ) هکه ویژه فرم و باشد. (n ∈ Z+ ) Tn هکه عملگر هر برای

ویژه فرم یک .a۱ = ۱ هرگاه گوئیم شده نرمال را است، q = e۲πiτ آن در که ∑∞
n=۱ anqn

شود. می نامیده تازه فرم ،Snew
۲

(N) در شده نرمال هکه

۱۳



مدولار سازی پارامتری ۴‐۱

را Q روی ش�ده ت�ع�ری�ف ب�ی�ض�وی خ�م�ه�ای و ت�ازه م�دولار ف�رم�ه�ای ب�ی�ن ارت�ب�اط ب�خ�ش ای�ن در

دهیم. می قرار بررسی مورد

فرمهای شامل Snew
۲

(N) برای متعامد ای پایه توان می [۱۲] مرجع ۲.۵ نتیجه به بنا

آن در ک�ه f(τ) =
∑∞

n=۱ anqn ک�ن�ی�م ف�رض ک�رد. ان�ت�خ�اب ص�ح�ی�ح ف�وری�ه ض�رای�ب ب�ا ت�ازه

L−تابع باشد. ای تازه فرم چنین یک ،q = e۲πiτ

L(f, s) :=
∞∑

n=۱

ann−s

نامیم. می f به وابسته L−تابع را

خمهای به وابسته L−توابع و تازه فرمهای به وابسته L−توابع بین ارتباطی زیر قضیه

کند. می برقرار بیضوی

فوریه ضرایب با Snew
۲

(N) در تازه فرم یک f کنیم فرض ( (ایچلر−شیمیورا۷ ۱۲.۱ قضیه

بطوریکه است موجود ،Q روی شده تعریف Ef بیضوی خم صورت این در باشد. صحیح

L(Ef/Q, s) = L(f, s).

2 کنید. مراجعه [۱۲] ۲.۱۲ قضیه به اثبات.

جبری نگاشت آوردن بدست شیمیورا و ایچلر کار در اساسی گام یک

ΦN : X۰(N) → Ef

7Eichler-Shimura

۱۴



نگاشت Φ∗
N آن در که .Φ∗

N (ω) = c.۲πif(τ)dτ بطوریکه باشد می Q روی شده تعریف

به وابسته ۸ منین ثابت ،c ثابت و است Ef به وابسته نرون دیفرانسیل فرم ω و ΦN پسکشی

خم یک روی هیگنر نقاط مفهوم تعریف در ΦN : X۰(N) → Ef نگاشت شود. می نامیده f

محاسبهی در چون که کرد مشخص صریح بطور آنرا توان می و دارد اساسی نقش بیضوی،

کنیم. می مشخص آنرا ضابطه اینجا در است نیاز مورد بیضوی خم یک روی هیگنر نقاط

ب��ا f(τ) ب��ه واب��س��ت��ه م��ن��ی��ن ث��اب��ت c و Ef ن��رون لات��ی��س ΛEf
ک��ن��ی��م ف��رض ۱۳.۱ قضیه

،τ ∈ H∗ برای صورت این در باشد. است، q = e۲πiτ آن در که ∑∞
n=۱ anqnبسط−q

ΦN (τ) = Φω(zτ )

و است وایرشتراس سازی یکسان نگاشت Φω : C/ΛEf
→ Ef(C) آن در که

zτ = c
∫ τ

i∞
۲πif(z)dz = c

∞∑

n=۱

an

n
qn.

2 کنید. مراجعه [۱۲] ۲.۱۱ گزاره به اثبات.

شکل به ،ΦN ضابطهی در Φω : C/ΛEf
→ Ef(C) وایراشتراس سازی یکسان نگاشت

شود. می تعریف زیر

Φω : C/Λ −→ E(C) : y۲ = ۴x۳ − g۲(Λ)x − g۳(Λ)

z 7→ (℘Λ(z), ℘
′

Λ(z))

۰ 7→ OE

8Manin
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