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J ��	 ���� ���� � �	
�

/� � �" ���* �� ��		�� ��� ���� )� �
0 ���� ����

J(y) =

∫ x x
x� f(x, y(x), y′(x))dx ��C�

�� !����  �B�> 4�=��  !3	� �� �� !3�9� �� � 	
�  !	� �	� � J(y) )8� �� !3	� �� !	� �6 ��
����� ��" �� �� !����  � B�> 4�=�� � 	
� �� �����  ��0 �� �		� �� 4�=��  ���� � 	
�

 ��0 �� �		� �� 4����� 
�"� � � 	
� �� �� �� �4�  �� �  ��0 ��� 8� 	� � � �� �"� � � �0 "  �� � � � ��	�� � J )8� ��

	�� B	* � �" �"�� � �0 � � 	� �� J(y) 4�+& �� �& :� �� � 	� /� ��

y(x�) = y�, y(x 4) = y 4 ��C�
"  ��� �� �!	�� �� ��� �- ���� � � � !	� �� �� ����� ��� ��� �� �� �� � �- �� �� � ��� � �
�� �& �"�� ����� ���� � � � :� �� 4�+& �� �& �"�� ��
� "  �
� �& 	� �� 	��� ��		�� ���

 	0 �� /���
� �<
� � �<
� �� �� 7�?  � /�  �	8� �� �- ��� �� � ���0 �<
� �� �� �		�� ��� �� ��
�� ����� � ����� � �<
� � ����� ������ � �<
� �� �� � ����� ��� �� �� �� �	�;3�

 	�� ��
J(y) 4�+& �� �& :� �� �� 	��� /� �� ��� ��� �� ��		�� ��� �� �� "  ���� 9	� 		
� �� ��

 	�� B	* 9	� ��=� � ��0 � � /� �� �� ���C� �"�� � �0 � � ���� B	* �� ��5�

�	 
�� ����� 
 �� ���� �����
� ��6 !�� �� � 	
� J �- � � �� /� 

y ∈ C [̂x�, x 4] :� � � �		8� �� �	� ��C� ���� � �
����	� ��9, ��
��� �� � �& 	� � ���� ��� � y′ � y � x �� �� /�  �8� �� f �- � � � /� � �

!	�� ��>  /�  �� � �+��� " 

S = {y ∈ C [̂x�, x 4] : y(x�) = y�, y(x 4) = y 4}, �JC�



� ��	 ���� ���� � �	
�

�

H = {η ∈ C [̂x�, x 4] : η(x�) = η(x 4) = W}. ��C�
�� ���1 �� �� � ��,� �

ε > W ��% �- �	0 �� ��0 � �8��� !3	� �� y � � J !	�� �� > � % 
η ∈ H �ŷ ∈ S ���  J(ŷ)− J(y) ≤ W D!	0 �� ��0 � ‖ŷ− y‖ < ε � ŷ ∈ S �� �� �� ŷ ��3� ���

!�� � ���	� �	�& �+1 )��� ε ��� � �ŷ = y + εη �� ���1 �� �� � ��,� �

f(x, ŷ, ŷ′) = f(x, y + εη, y′ + εη′) = f(x, y, y′) + ε{η∂f
∂y

+ η′
∂f

∂y′
} +O(ε

^
)

4��
J(ŷ)−J(y) =

∫ x x
x� f(x, ŷ(x), ŷ′(x))dx−

∫ x x
x� f(x, y(x), y′(x))dx

=

∫ x x
x� {(f(x, y(x), y′(x))+ε{η∂f

∂y
+η′

∂f

∂y′
}+o(ε

^
))−f(x, y(x), y′(x))}dx

= ε

∫ x x
x� (η

∂f

∂y
+ η′

∂f

∂y′
)dx+ o(ε

^
)

= εδJ(η, y) + o(ε
^
). �.C�

/�5� �� J(ŷ) − J(y) /�5� )�� � ε �� �  δJ(η, y) =
∫ x xx� (η ∂f

∂y
+ η′ ∂f

∂y′ )dx
�- � � ��

S � � J(y) �� ��  �� �  δJ(η, y) = W �� η ∈ H �3� �� � �� �� �=� ��0 �� �		8� δJ(η, y)

��  	�� /�5� �		�� 	� �+� ‖ŷ − y‖ < ε �� ŷ ∈ S � � J(ŷ) − J(y)
	0 �� ��0 � �8��� !3	� ��

!	0 �� ��0 � �� η ∈ H ��3� ��� 	� ��
δJ(η, y) = W. �,C�

� � J �� !	��% �� 	0 �� � �&� � �,C� �%   ��� ��� @�� 	�� �� ��� �� 9	� �8��� !3	�	� ���
 � 	0 �� ��0 	� �8��� !���� 

J /�  �
3� �� � 4����� 
y

 ��� ��� � �" ���* �� ��� �� � �,C� ����8� � � η′



. ��	 ���� ���� � �	
�

∫ x xx� η′ ∂f
∂y′ dx = η ∂f

∂y′ |x xx� − ∫ x xx� η d
dx

( ∂f
∂y′ )dx = −

∫ x xx� η d
dx

( ∂f
∂y′ )dx

�� � �,C� ����8� ��  /�  �	0 ���'�� 
η(x 4) = W� η(x�) = W ��� �� 0 "  �- � � ��

/0�� � �" ���* �� ���
∫ x x

x� η{
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
}dx = W. ��C�

D!�� �
∂f
∂y

− d
dx

( ∂f
∂y′ ) = ∂f

∂y
− ∂ yf

∂x∂y′ − ∂ yf
∂y∂y′ y

′− ∂ yf
∂y′∂y′ y

′′

:� �� �/� �� y ∈ C [̂x�, x 4] ��� !	� � ��  /�  ����	� ���� � � �� � �& 	� �	0 ��� f :� �� �
 /�  ����	� [x�, x 4] �" �� � � ���0 �� ���8� � �" ���* �� �� E : [x�, x 4] → R

E(x) =
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
)

� �  !	�� �� �+� ��� (x, y(x), y′(x)) �<
� � � � E ��9, ��
��� �	0 ��� y �� � �, �� � �
�� �� ��" �� � />� % �� � � � L [̂x�, x 4] ��+�	� ���> "  ���� �� �� �� �� � �� � E :& �
� �" ��6 � ��� �� η ∈ H �� ��� ��C� �� ��  ��� � �� �� �	0 �� L [̂x�, x 4] � � !� η ∈ H

 !	�� ��+�  �� ���� 	8� /� �� � � � ��� )� �9 � .�	& !	� �� �� �/�  4��8�
〈η,E〉 =

∫ x x
x� η(x)E(x)dx = W ��C�

�"> a g.# " $ Rα < β 89 *">� 83 :@ ; 3 'D � D E $:F J$ β J α :� @ 9 v& , )5)5���

&G *#& 3 J V (x) > W Bx ∈ (α, β) &G *#& 3 89 *">� 83 $"#$ $>�J V ∈ C
^
(R)

:@ ! � 'T3 Y
RV (x) = WBx ∈ R − (α, β)

:�@9 v&, �� f�#

V (x) =

{
(x− α)w(β − x)w, ifx ∈ (α, β)

W, otherwise.

83 #" �N /.#&; &d.$ V ?>A B$>; 'P"&3 x = β J x = α " $ V %J$ �1[� 'd1P>�	 `P# ', 9
R P̀# #"#$ 
>�J

lim
x→α+

V (x) − V (α)

x− α
= lim

x→α+

(x− α)w(β − x)w − W
x− α

= lim
x→α+

(x− α)
^
(β − x)w = W,



, ��	 ���� ���� � �	
�

J

lim
x→α−

V (x) − V (α)

x− α
= lim

x→α−

W− W
x− α

= W.
83 [� ">� 83 RV ′(α) = W g.#&3 @3

lim
x→α+

V ′(x) − V ′(α)

x− α
= lim

x→α+

�
(x− α)

^
(β − x)

^
(β + α− �x) − W

x− α

= lim
x→α+

�
(x− α)(β − x)

^
(β + α− �x) = W,

J

lim
x→α−

V ′(x) − V ′(α)

x− α
= lim

x→α−

W− W
x− α

= W.
RV ′′(β) = W 89 $#$ ? [! ?#>Y '� \ 3 ��3 83 [� RV ′′(α) = W#�N

P̀# &.H �">a 83 �G %J$ 8fY&� �1[�

V ′′(x) =

{ �
(x− α)(β − x){(x− α)

^
(β − x)

^− �
(x− α)(β − x)}, ifx ∈ (α, β)

W, otherwise.

89 P̀# ��#J J

lim
x→α

V ′′(x) = V ′′(α) = W

J

lim
x→β

V ′′(x) = V ′′(β) = W
R P̀# V ∈ C

^
(R) 8V�1! " $

��; 3 81;#$ η ∈ H &G *#& 3 J :; 3 81P>� 	 'T3 Y g : [x�, x 4] → R
:� @9 v&, 15)5���

Rg = W �."#$ [x�, x 4] <H 3 *J" �">a g.#" $ R〈η, g〉 = W
`�09 ?$#$ `P$ H# ?J:3 Rg 6= W ��; 3 81;#$  G c ∈ [x�, x 4] '+T3 *#&3 :�@9 v&, �� f�#



� ��	 ���� ���� � �	
�

*J" g 89  � ?M H# Rg(c) > W 89 *">� 83 $"#$ $>�J *# c ∈ (x�, x 4) 89 $&9 v&, ?#>Y '�
*#&3 J x� < α < c < β < x 4 89 *">� 83 :!"#$ $>�J *# β J α$#:F# B`P# 81P>�	 [x�, x 4]
$>�J V ∈ C [̂x�, x 4] :@! � 'T3 Y 89 :G$ '� ? [! QRQRL �N R`P# g(x) > W Bx ∈ (α, β)

RV (x) = W Bx ∈ [x�, x 4] − (α, β) &G *#&3 J V (x) > W Bx ∈ (α, β) &G *#&3 89 *">� 83 $"#$
J V ∈ H g.#&3 @3

〈V, g〉 =

∫ x x
x� V (x)g(x)dx =

∫ β

α
V (x)g(x)dx > W,

J g = WB(x�, x 4)
*J" #�N R P̀# �� @1� 〈η, g〉 = W �."#$ η ∈ H &G *#&3 89 g.# v&,  3 89

Rg = W ��."#$ [x�, x 4] <H 3 *J" 89 C̀I ?#>Y '� g 'd1P>�	 g1,&I &c! " $  3
 E = W !�� � x ∈ [x�, x 4] �� �� � ��% �- �	0 �� J 4����� 

y �%  �� 	�� �� ���� @�� �+	��
 !�� � � � �" �	�& #�

:; 3 &.H %&, 83 'OT3 Y J : C [̂x�, x 4] → R
:�@9 v&, �5)5�#���

J(y) =

∫ x x
x� f(x, y, y′)dx

J `P# 81X 3#J y′ J y J x 83 89 :; 3 %J$ 8f Y& � H# 81P>� 	 '��� � D 1[� *#"#$ f ?M "$ 89
:�G$ "#&� Rx�< x 4

S = {y ∈ C [̂x�, x 4] : y(x�) = y�, y(x 4) = y 4}
&G *#& 3 < I ?M B:; 3 J *#&3 'N �& 1X9# y ∈ S &I# R:!# <:; <$#$ 'D�DE $#:F# y 4 J y� 89

�."#$ x ∈ [x�, x 4]
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
= W ��C�

�� �%@ C����  ����8� �� /�  ��<6�	? @��38� �� � �+��� �	� �'� � ����8� )� ��C� ����8�
 ��0 �� �		� ��

 	�� B	* ��C� �"�� � �0 � � �� �%@ � ����  ����8� 	� �� �<
� � �<
� ���� ���
 !�" �� � �� ����� ��� �� �� �� � 		
� �� �� ���� � � ��� �� �, �� � �
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D!�� � /� �� � � ������ ��� ��� �� �� �� ���
)� �	�� � � �� �"- �"�� ��
� "  �
� �& 	� �� � ��� �� �4�  /� �� ���� �� D4�  /� ��
���� y(x) �<
� �� � � /
	
� � �  !	�� �� ���� � �	�� �� /��� y ���� �� �" �� 6
� ��,C��8	+1 �"�� � �0 � � 	� �� 4�+& �� �& :� �� /� �� �� � � �� �� !	� �6 ����  /	�

 	��� B	* �� � �� "  �
� �� ���C�
��� �� !	�� �� �" �,  �� � �� "  �
� 
> �� ��� �� � ���0 ��
� �� ��� � /� �� ��� D�� � /� ��
4�+& �� �& :� �� /� �� �� � �  	�� /��� �� �"- �y = ϕ(x) � y = φ(x) �	0 ��� ��� �����
� �0 �� �- �� �� 	��� B	* ��,C� �"@ � �0 � � 	� �� ����- "  �
� �� b � a ��
� � y(x)

 ��0 �� ��'% �81 �
�
	0 �� J(y) =

∫ x xx� f(x, y(x), y′(x))dx ���* �� )8� �� )� J : C [̂x�, x 4] → R
		�� �� >

 /� � �3� �8� �� f �- � � ��

� �� �� ����� ���� �� �� ���
��0 �	�  /� � � � ��6 !���� � 	
� J �- � � �� /� 

yεC [̂x�, x 4] :� � � �		8� �� ����
:� �� )�� � J � 	
� ����� �� !	� �� ��  �� � !���� 

y � � J �� 		�� ��>  /	� � �&�� �"��
� /�  )��� � 	
� �� ���� � �� ε �� ���1 �� ŷ = y+ εη D		��� �&  !��� �	� ŷ	�� �� �)� �9 �
 ���� �'* �� ����  ��
� � � η /�  �
3� ���� 4�3�  �"�� ��0 �	� ��&�  η ∈ C [̂x�, x 4]
!�� � ��  ε→ W �� ���1 �� /� 

ε
^�+��� " 

J(ŷ)−J(y) �	0 ��2 �+& /3& � � �� �;�-�� ���
∫ x x

x� (η
∂f

∂y
+ η′

∂f

∂y′
)dx = W ��*C�

	�- �� ��,�� � �" ��0 �η′ �� �0 ��3, �9, �� �9, ��	% 4�=��  ��
(η
∂f

∂y′
)x xx�+

∫ x x
x� η(

∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
)dx = W ���C�

� �" ��0�� �'* �� ����  ��
�� � η ∂f
∂y′

��3, �/� �� �� ����  ��
� �� ���� ���

η(x�) = η(x 4) = W
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����8� ��  ��,� ��  	0 	� ��� �'* ���� � /�� ��� η�3� �� � ��3, ��  ����� ��  �� �
� � �� �8� � � " 

H ��� � �"� � ���*���� 	0 �� � � &� � η ∈ C [̂x�, x 4] �3� �� � 	� �� ���C�
�� � �-� � J �� �

y�� ��� 	0 ��'% � � �� � �� �;�- �+1 ��  	��0 �� �'* �� �� �� ��
�
!�� � /�  !���� 

d

dx

∂f

∂y′
− ∂f

∂y
= W ���C�

�8� � � �� �0 ��  �� 	��� � 	0 �� � � &� � ηεC [̂x�, x 4] �3� �� � / � �� �� ���C� ����8�
/�@� �� �� ���C� � ���C� �@��8� �+	�� � �  	��0 �3� �'* �� ����  ��
� � � �� /� 

!�� � ηεC [̂x�, x 4] �3� ��� �� 	�� �
(η
∂f

∂y′
)x x− (η

∂f

∂y′
)x� = W ��JC�

#�  	��0�3� �'* x 4� � ��� �	0 �'* x�� � �� /> �� C [̂x�, x 4] � � � �8� �� ��� �� ��	3�
!	0 �� ��0 � 	� ��

(
∂f

∂y′
)x x = W ���C�

��  	��0 �3� �'* x� � � ��� 	��0 �� �'* x 4� � �� !	� �	� � �8� � � !	� � � �� �� ��� ��1 ��
��0 �� �+	�� � �" ��0

(
∂f

∂y′
)x� = W ��.C�

4�3�  �-�� � �"�� � �0 �� 	0 �� ��0 � �3���� 
y ∈ C [̂x�, x 4] � � J �%  ��*56 ��1 ��

B	* ��.C� � ���C� �@��8� �� ��3� �� �%@C����  ����8� � � 	� �� y ��% �- �	0 �� �	��
��8� 	��� �� ����  ��
� � � �- ��
���� y �� �0 �<� �� ��.C� � ���C� �@��8�  	��

 !	� �� �8	+1 �"�� � �0 � ��.C� � ���C� �@��8�  	�  �"�� � �0 ���-
 /0 � !	� �6 � � �" �	�& #�

'Y">a "$ :; 3 KL�Lb -T3 Y 'fX! �e�@�� -. y�∈ C 4[a, b] u3 Y :�@9 v&, �5)5�#���

<#>2N$ y(a) J y(b)  . K:; 3 $#HM '! . 	 8(D!b :; 3 <#>2N$ y(b) J :; 3 <:; <$#$ y(a) = ya
89
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:@9 '� �:a &.H *H&� /.#&; "$ ��Y&Y 83 y�(x) �">a g.# " $ KR:!$#HM '. �1!# = D!b :@; 3
∂f

∂y′
(b, y�(b), y′�(b)) = W ��,C�

KR P̀# $#HM '! . 	 8(D! \ 3 �>�&, " $b
 .

∂f

∂y′
(a, y�(a), y′�(a)) = W=

∂f

∂y′
(b, y�(b)′y′�(b)) ���C�

KR:!$#HM '. �1!# = D! \ 3 �>�&, " $b

� !� �� ����� ���� �� �� ���
!	�� �� �" �,  �� ����  ��
� �� � !	�� �� � �& ����� ���� � ���� "  ��> �� !	38� �
0 )� 4��
!	�� y(x) :� �� )� 4�+� � �� �� ��� �� � �  	��� /��� ����� ��� ����� ��� � � ��
�3� �6 y = ϕ(x) ����� ��� x = b � � � �	0 ���0 y = ψ(x) ����� ��� x = a � � �
���<�

 �" �� �� !3	�	� � )8� �� � ��> ��
�� ��"@ � �0 � � /� �� �� ��
� ��   	��	� �	0 ��6 ��0 b � a ��
� ���� �� � � �	�� !�

D	0 	� �6 ��� �	��� � �" � � �� �	��� B	* ��0 �� �		� �� �81 �
� � �0
�� ��� �  ��
 � �� γ ����� �	� � � �	*� � �� 	0 �� � �3� �8� �� y : [x�, x 4] → R

		 � � �� >
�	*�� �� 	0 �� � �3� �8� �� ŷ : [x̂�, x̂ 4] → R �	�� !� �/� 

P 4 = (x 4, y 4) � P� = (x�, y�)
 /� 

P̂ 4 = (x̂ 4, ŷ 4) � P̂�= (x̂�, ŷ�) �� ����  ��
� �� γ̂ ����� �	���
��� �� ����9� ŷ � y :� �� ���%   	�
��9 � !� �� �� !	�� �� �
� !� �� � �� �� ����� !	� �6 ��
���8� �" �� )� ��� �� !	�� � ���1 � ŷ � y :� �� !	� �� �� ��  �	��0 �3� ���8� �" �� )�

!	�� �� ���8� � �" ���* �� � ŷ � y ��	� �( �* �>  	��0

d(y, ŷ) = ‖y − ŷ‖ + |P�− P̂�| + |P 4− P̂ 4| ���C�
�- � � ��

|Pk − P̂k| =
√

(xk − x̂k)
^ + (yk − ŷk)

^ ���C�
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�

���* �� ����� ���� �( ��� ����&  �� �� /�  ��� � ‖.‖ �+�� � �
‖y‖ = sup |y(x)|, x ∈ [x̂�, x̂ 4] ��*C�

��
‖y‖ = sup |y(x)| + sup |y′(x)|, x ∈ [x̂�, x̂ 4] ���C�

 ��0 �� ���8�
		�� � �& � �" ��> �� �
8� �� � J

J(y) =

∫ x x
x� f(x, y, y′)dx ���C�

��� � �  �� )8 � �� ��  �� � �� 	 % 4� =� �  �� 	�  	0 �� y′ � y � x "  �8 � �� f �� ��� 1 ��
�� /� �� 8 � �	 � � �  ��� �� �  	0 � � ��  �  y � � J �� 		 � � �� >  �� � �= �  � :� � �

 ε→ W �� d(ŷ, y) = o(ε) �� ��%�� J(ŷ) − J(y) = o(ε
^
)

η ∈ C [̂x̃�, x̃ 4] �� ���1 �� ŷ = y + εη
		�� ��>

d(ŷ, y) = o(ε) ��0 ���  /�  �	�� ��� � � & η ��� � � �1�0 �	� ��� �3� ��0 �� "  	,
 	0 �� ε �+��� " 

x̂k − xk
� ŷk − yk

� � ��
� �� /�  ��  	��" �	�
		�� ��>

x̂k = xk + εXk , k = W, �

ŷk = yk + εYk , k = W, � ��JC�
#�

J(ŷ)−J(y) =

∫ x̂ x
x̂� f(x, ŷ, ŷ′)dx−

∫ x x
x� f(x, y, y′)dx =

∫ x x+εX x
x�+εX� f(x, ŷ, ŷ′)dx−

∫ x x
x� f(x, y, y′)dx

=

∫ x x
x� (f(x, ŷ, ŷ′)−f(x, y, y′))dx+

∫ x x+εX x
x x

f(x, ŷ, ŷ′)dx−
∫ x�+εX�

x� f(x, ŷ, ŷ′)dx

���C�



�� ��	 ���� ���� � �	
�

�� 
∫ x x

x� (f(x, ŷ, ŷ′)−f(x, y, y′))dx = ε{η ∂f
∂y′

|x xx�+
∫ x x

x� η(
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
)dx}+o(ε

^
)

∫ x x+εX x
x x

(f(x, ŷ, ŷ′)dx = εX 4 f(x, y, y′)|x x+o(ε
^
)

∫ x�+εX�
x� f(x, ŷ, ŷ′)dx = εX� f(x, y, y′)|x�+o(ε^)

��.C�
!�� � �� �� ���

J(ŷ)−J(y) = ε{η ∂f
∂y′

|x xx�+
∫ x x

x� η(
∂f

∂y
− d

dx

∂f

∂y′
)dx}+X 4f(x, y, y′)|x x−X�f(x, y, y′)|x�}

+ o(ε
^
) ��,C�

	�� B	* � �" �� �%" �� ��0 � � 	� �� (x�, y�) �� ����  �<
� � � ��		��

ŷ = y(x̂�) = y(x�+ εX�) + εη(x�+ εX�) = y�+ εY� ���C�
���

y(x�+ εX�) + εη(x�+ εX�) = y(x�) + εX�y′(x�) + εη(x�) + o(ε
^
) ���C�

!�� �
η(x�) = Y�−X� y′(x�) + o(ε) ���C�

�=� � �� ����  �<
� � � �� ��� ��1 ��
η(x 4) = Y 4−X 4 y′(x 4) + o(ε) �J*C�

!�� � ��,C� � � �J*C� � ���C� � �� �� �=� �, ��
J(ŷ)−J(y) = ε{η ∂f

∂y′ |x xx�+ ∫ x xx� η(∂f
∂y

− d
dx

∂f
∂y′ )dx+Y 4∂f

∂y′ |x x− Y� ∂f
∂y′ |x�+X 4(f −y′ ∂f

∂y′ )|x x
−X�(f − y′

∂f

∂y′
)|x�} + o(ε

^
) �J�C�
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��	� � � 	0 	� �6 ��� �	�� � � ��	 � ��� � �� � � J J �� � � � /�  �� �  y � � J )8� ��
����� ��  4��� �� �  	�0 �� �'* @�� �� �+� � � ��		�� �3� �� � 	� �� ε �+��� �53, �����

 � /� �� �� �� �� ��
� ��		�� ��8�  ��� �����  � Xk = Yk = W�	�� �� �		�� ��� ��
	0 �� � �&�� � �" �� ����  �<
� ��0 � � 	� �� y ��3+� � �

d

dx

∂f

∂y′
− ∂f

∂y
= W �J�C�

	�� B	* � �" �� ����  ��
� ��0 � � 	� �� y ��58�

Pδy −Hδx|x xx� = W �JJC�
�- � � ��

P =
∂f

∂y′
, H = y′P − f

!	�� �� ���8� � �" ���* �� � δy � δx :� �� k = W, ���� �

δy(xk) = Yk, δx(xk) = Xk

	��- �� � �" ��> �� �<� �� �� ��3� ��		�� ��� �� ��

gk(xj , yj) = W, j = �, � �J�C�
��	3� �/� �� �� � �  /	� ��� � (x 4, y 4) ��		�� �� (x�, y�) �� ����  �<
� ��		�� �+	�� � �
� �0 ����� �� � �� � �=� /� �� � �� ����  �<
� )� �� !���- ��� �� � �� �		�� !	� �� ��

	�� �� �+	�� � � �"
Pδy −Hδx|x� = W, P δy −Hδx|x x = W �J.C�

��3� �( ���8� �( �	�� � �� � ����� ��� (xk, yk) �� ����  �( <
� �<� �� �	�� � � ��	�� ��� " 
 ��	% �� � �& �/�  �	0 ���8� g(xk, yk)

� �0 �� �� 	��0 � �&� � �� �� �� ��
� ��	� 	� �� � �� �6�� ���� ��1 �� �� !	0 �� ��0 � ��� �� 	� ��
 	��0 � �%" �� �"��
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� �&� � �J.C� �@��8� ��8<&  /�  �	�� 4�3�  �� �� �� ��
� ��� � �<� � �	� �� 		�� ��>
�� ����  �<
� �� � � ��% �- �	� ����� � �
�� �� ����  �( <
� �� � � δy � δx ��� ��� 	�  �	0

/0 � !	� �6

H = W, P = W
!�� � � � �" �"�� � �0 �� �� " 

f = W, ∂f
∂y′

= W �J,C�
�"�� ��0 � � � �%@C� ���  �( ���8� � � �� ��� ��  ��&�  	��0 � � &� � �� ����  �<
� �� � � 	� �� ��

�� �� � /�@� �� �� �	�� B	* �J,C�
∫ x x

x�
∂f

∂y
dx = W �J�C�

�� !	� � �� ��58�
dH

dx
= −∂f

∂x

�� 	� �6 � � �" �(<� � �J,C� �"�� � �0 �� �� " 
∫ x x

x�
∂f

∂x
dx = W �J�C�

�@��8� �� ����3� �� 	��� �� ��<� � �> ��  ��� /� �� 	�� �J�C� � �J�C� �@��8�
�� !	� � �� #�  /	� ��� � x �� �����* f �� 		�� ��> 5� -�  	��	� � �%" �� �� �%@C� ��� 

 /�  /� �� H �� ����� �� � �
H = W !�� � �� x �3� ��� ��=�- �	0 �� �'* �� �� �� ����  ��
� � �H ��&�

�� �� " 

y′
∂f

∂y′
− f = W �J�C�

!	0 �� ��0 � ��� �� 	� �� /� ��� � �  	0 �� f(y, y′) = A(y)y′ ��> �� 	� �� f �� 	�� �� ��	� @�� �<� �
�	�� � �=�� �'���� ��� � ����	��� �� �� �� �� )8� �� �� 4�3�  ��� 	�� �� �� @�� �� �+� ��


