
�� �� ���� �	
�� 
�

������
����� ���� �� �� � �!!"# $�%& '(�%� �)*+ '&

�,-�.�/ 0,12�
34567589: 5;7 <=> ?

�/@,AB 0,12�
3=:C<> <D56 E8F: <=> ?

�GHI/,JI
K7?5D C75L

MNOO G,BH�P2�



Faculty of Science

Subject:

Numerical solution of variational problems with moving

boundaries

Supervisor:

Dr. Reza Memarbashi

Advisor:

Dr. Mohammad Bagher keramati

by:

Sara Ghaderi

2010

�



�*!��

����� ���� 		
� �� �
� � ����� ��� �
�� �� �
�		�� ��
� �� �
� 
	�� 
 �� �� ��� �� �� 
� �
���� �	�� 
 �
��� ��  !�" 
�� � �� ��	� ��� ��� �� �� �
� �� 
 �� �� #$�  	��	% �� � 
� &
�� �� �'��( � " 
 ��� )� ���* �� 
� �+��
� �
�, ���� �� 
 �� !	�� �� ��	� 
� ��	�� �- ���
��� �'��( � .�� 
� � �'��( � �� �+� ���  ���- �� /�	� �	��0 �� �+� ��� ���%" �� ��1 �� ��
��2 �� �� 
�		�� � 
�
� ��� #$�  /� 
� � ���" � ��0 
�" �	� ����" �� �+� ��� ��	�3� �� ��+&
�� ��	 � 
� ��� ��3� 45�6 
 ��� �� 
�
� �  �� 
	� 
� ��	�� �- ��� 7� �8� ��� �� 
  ��0 ��
�- /�9 � �� !	�� �� ��2 ��� % :� �� ��� �� 
� ��� ��3� 45�6 
 ��� 7	�� � �- " 
 #�  !	��
�6 
	� ��� ��	� �� �	�;3�  /� 
 ��� ��3� 45�6 
 ��� �� /+
� ��3� ��<6 � ���	� �� 
� ��
�� 
  /� 
 �� 
�		�� � 
�
� � ��� ��3� 45�6 
 ��� � � " 
 �+	�� � �� !�" 
�� � �� ��� ��3� �� 
�		��
� 
���6�� �- �� /+
� ����	� �� 
�=3� /��� " 
 � �� 
� 
� �� 
�		�� � 
�
� ��� 	� 
�> �� �3� ���
�� �� �� �
�		�� ��
� �<6�	? � �<6 �� �
� �
� � �@�� � � �	0 ��'% ��� ��� �� �3�  /� 


 	�� 
�
��
� �<6 �� �
� �
� � A�	��0 ��� " 
 �* �6 /� �� �� ��0 �� ��	� B�+<� 
 ��� ��� �� � �

 /� 
 �
�		��
C�� 
� 		�� � 
�
� C��	�� �- C		
� �� �
� C����� �
� � C�
� 		�� ��
� DEHFGH E,. GI�@

B�+<� 
 C���% :� �� C45�6 


J



���� ��� ��	
�

� 
������ ���� �
�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� �� ���> � � 
� �� � �<6 ���> � �
�

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
�		�� ��
� �� �
 ��	
� � �
J

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� 
�%@ C���� 
 ����8� � � ��

. . . . . . . . . . . . . . . . . . ����� ��� �
�� �� �� �
� � � ���

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
		
� �� �
� J � �

�� ���� !" #$%&� ' ( )
�*

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	�� �- ��9+� ��� �	��� � �

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	�� �- ��9+� ��� �� 
�=3� � �

�,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	� ��� 4�-� J �

J. /� ������ ( ��0� ' ( 1

��



�� ���� ��� ��	
�

J,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	
� � J

J�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� 
�%@ ���3� �=��� � J

J�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �� ��
� 
 
� 
�0 J J

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �����3� �� 
�		�� � 
�
� ��� �	��� � J

�.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	� ��� 4�-� . J

.� /������ ���� � ' ( �

.�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �;��� �� � �

.�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �����3� 45�6 
 ��� �	��� � �

,J
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	� ��� 4�-� J �

,� ��$ ! ��� ' ( �� /������ ���� � ' ( ����� �

�*
. . . . . . . . . . . . . . ���% :� �� ��� �� �����3� 45�6 
 ��� 7	��� � .�*
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� �� 
 �	��� � � .��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	� 4�-� 	�� �� � � .

��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

	�	, �0�� ��	� � .��
. . . . . . . . . . . . . . . . . . ��� �� 
 ��	� ������� �� � � .



�� ���� ��� ��	
�

�J ����� � ' ( �

�.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4�-� 	�� �� � ,

�� �� �� ����
�� ��� �> �� �
	�=� 
 �� �� �� 
�
�. �
	�=� 
 �� ��� �> �� �� �� 
�



����

��	���� ��	


���� � � ��� �� #$� ���0 �� ��	� �
�		�� ��
� �� �
� �� �� ��0- �
�� �� ��	
� ��> �� 
� �
��� �� �� 
�
� �  !�" 
�� � �� 		
� �� �
� �	�;3� � � 	��� ���"� � �� �
� 		�� ��
� �� �
�
�"�� 
� 
�0 
 ��0 �� 4�3� 
 ����8� �� 
 ��� �� �<� 
�0 � � � 
� %@� ��� 
 ����8� ��> �� ���� � �

 !�" 
�� � �� � �81 �
� 
� 
�0 � �8	+1

�



� ��	 ���� ���� � �	
�

��
 �� ���� � � �� ��
 ��� ���� �� �

��� ! "#$ %&! '() * +, -. #" X /012� *"#$&3 * +, 4"#$ %&! '() * +, �5�5�6$�7�
89 :; 3 <:; =>3&� ? @A x %&! % ! 83 B‖ x ‖

:@! � 'C@� ! 'D�DE $:F -. x ∈ X &G *#H# 83 &I#
X " $ y J x &G *#H# 83 KL

‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖

< I ?M B:; 3 &N OP# α J x ∈ X &I# KQ

‖ αx ‖=| α | . ‖ x ‖

RSOTN 3 J :@9 U V.# #" x = W *J XY ‖ x ‖= WKZ

?#>Y '� #" "#$ %&! '() * +, &G 89 :G$ '� ? [! \ 3 ].&TY ^ _ ! 3 * +, )5�5�6$�7�
* +, -. _ ! 3 * +, RK`P# x− y

*J X� y J x 80a ,b `,&I &c ! " $ *&1� * +, -.
#&deG ?M "$ '[9 8N f! $ &Gb :; 3 % Y B?M %&! 80�PJ 83 <:; ].&TY &1�  3 89 `P# "#$ %&! '()

R:; 3 '� ‖ x ‖=| x | %&!  3 /012� ?#:�� $>) _ ! 3 * +, g.&Y <$ P RK:; 3

h��iijk l�mn �� �� opqrp s� �

&G 83 89 P̀# *&t @Y J -T3 Y R:; 3 u3#>Y H# '. +, Ω ��@9 '� v&, w -T3 Y �5)5�6$�7�
R:G$ '� f̀X! #" 'D�DE $:F -. By ∈ Ω u3 Y

Normed linear space x
Banach spacey

Functionalz



J ��	 ���� ���� � �	
�

/� 
� �" ���* �� �
�		�� ��
� ���
� )� �
0 ���� ����

J(y) =

∫ x x
x� f(x, y(x), y′(x))dx ��C�
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H = {η ∈ C [̂x�, x 4] : η(x�) = η(x 4) = W}. ��C�
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� �8��� !3	
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η ∈ H �ŷ ∈ S �
��  J(ŷ)− J(y) ≤ W D!	0 �� ��0 
� ‖ŷ− y‖ < ε � ŷ ∈ S �� �� �� ŷ ��3� �
��

!�� 
� ���	� �	�& �+1 )��� ε �
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f(x, ŷ, ŷ′) = f(x, y + εη, y′ + εη′) = f(x, y, y′) + ε{η∂f
∂y

+ η′
∂f

∂y′
} +O(ε

^
)

4��
J(ŷ)−J(y) =

∫ x x
x� f(x, ŷ(x), ŷ′(x))dx−

∫ x x
x� f(x, y(x), y′(x))dx
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∫ x x
x� {(f(x, y(x), y′(x))+ε{η∂f

∂y
+η′

∂f

∂y′
}+o(ε

^
))−f(x, y(x), y′(x))}dx

= ε

∫ x x
x� (η

∂f

∂y
+ η′

∂f

∂y′
)dx+ o(ε

^
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^
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S � � J(y) �� �� 
 �
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∫ x xx� η′ ∂f
∂y′ dx = η ∂f

∂y′ |x xx� − ∫ x xx� η d
dx

( ∂f
∂y′ )dx = −

∫ x xx� η d
dx

( ∂f
∂y′ )dx
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η(x 4) = W� η(x�) = W ��� �� 0 " 
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��
∫ x x

x� η{
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
}dx = W. ��C�
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∂y

− d
dx

( ∂f
∂y′ ) = ∂f

∂y
− ∂ yf

∂x∂y′ − ∂ yf
∂y∂y′ y

′− ∂ yf
∂y′∂y′ y

′′
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 ����	� [x�, x 4] �" �� � � ���0 �� ���8� � �" ���* �� �� E : [x�, x 4] → R

E(x) =
∂f

∂y
− d

dx
(
∂f

∂y′
)
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� � �� 
� E :& 
�
� �" ��6 
� ��� �� η ∈ H �� �
�� ��C�
 �� �� 
 ��
� 
� �� �� �	0 �� L [̂x�, x 4] � � !� η ∈ H

 !	�� ��+� 
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〈η,E〉 =

∫ x x
x� η(x)E(x)dx = W ��C�
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&G *#& 3 J V (x) > W Bx ∈ (α, β) &G *#& 3 89 *">� 83 $"#$ $>�J V ∈ C
^
(R)

:@ ! � 'T3 Y
RV (x) = WBx ∈ R − (α, β)

:�@9 v&, �� f�#

V (x) =

{
(x− α)w(β − x)w, ifx ∈ (α, β)

W, otherwise.

83 #" �N /.#&; &d.$ V ?>A B$>; 'P"&3 x = β J x = α " $ V %J$ �1[� 'd1P>�	 `P# ', 9
R P̀# #"#$ 
>�J

lim
x→α+

V (x) − V (α)

x− α
= lim

x→α+

(x− α)w(β − x)w − W
x− α

= lim
x→α+

(x− α)
^
(β − x)w = W,
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lim
x→α−

V (x) − V (α)

x− α
= lim

x→α−

W− W
x− α

= W.
83 [� ">� 83 RV ′(α) = W g.#&3 @3

lim
x→α+

V ′(x) − V ′(α)

x− α
= lim

x→α+

�
(x− α)

^
(β − x)

^
(β + α− �x) − W

x− α

= lim
x→α+

�
(x− α)(β − x)

^
(β + α− �x) = W,

J

lim
x→α−

V ′(x) − V ′(α)

x− α
= lim

x→α−

W− W
x− α

= W.
RV ′′(β) = W 89 $#$ ? [! ?#>Y '� \ 3 ��3 83 [� RV ′′(α) = W#�N

P̀# &.H �">a 83 �G %J$ 8fY&� �1[�

V ′′(x) =

{ �
(x− α)(β − x){(x− α)

^
(β − x)

^− �
(x− α)(β − x)}, ifx ∈ (α, β)

W, otherwise.
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lim
x→α

V ′′(x) = V ′′(α) = W

J

lim
x→β

V ′′(x) = V ′′(β) = W
R P̀# V ∈ C
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(R) 8V�1! " $
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Rg = W �."#$ [x�, x 4] <H 3 *J" �">a g.#" $ R〈η, g〉 = W
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*J" g 89  � ?M H# Rg(c) > W 89 *">� 83 $"#$ $>�J *# c ∈ (x�, x 4) 89 $&9 v&, ?#>Y '�
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J V ∈ H g.#&3 @3

〈V, g〉 =

∫ x x
x� V (x)g(x)dx =

∫ β

α
V (x)g(x)dx > W,

J g = WB(x�, x 4)
*J" #�N R P̀# �� @1� 〈η, g〉 = W �."#$ η ∈ H &G *#&3 89 g.# v&,  3 89
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