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ଘم৤قدৎ

඼ෙय़৳ماموධ්روୀدباریঙࢤوارهحاਗیو௵ৣم ماБЗభرদوارم଒با
భ৳مامඵේज़رز৯دਛی�امরودها॥ت.

با ਗی�داৣمන෤঳଒روசازথذ૛তه ৮درمඛ঺ଦඟ໋଒ھا৤مথذا८تاما و
ૼنا॥ت.(روࣹششادودॼشآرامان�شاءا္)

وૡঙهସ୍ا਩ی଒با੪ॸفਟی�৒భغواঃیدروحاල່ایऒوীشروਣতیراهوलوتقൎ࣍م
রوده�ا৯د.



دণتاورد୓یاଌنূ਼࡛࣪قਵࣞع࢖قଘدا஺هاଽච໌ا(س)ا॥ت. ک૟ൎه
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چیده

وابستگ ساختار که این بررس برای است. وابستگ بیان ابزارهای اصل�ترین از ی مفصل تابع
در است. شده توصیه زیادی روش�های م�شود، بیان منتخب مفصل تابع توسط خوبی به داده�ها
ی آزمون�های از سپس و یافته کاهش متغیره ی به ابتدا متغیره چند موضوع روش�ها از بسیاری
در م�کنند. استفاده متغیره چند از که دارند وجود روش�هایی چنین هم م�شود. استفاده متغیره
مفصل خانواده که جایی آن از م�گیرند. قرار بررس مورد روش�ها از دسته دو هر نامه پایان این
در نیز خانواده این خاص برازش نیویی آزمون�های دارند، سازی مدل در فراوان کاربرد ارشمیدس
یا صنعت از آمده دست به داده�های تحلیل در که این به توجه با م�شوند. بررس نامه پایان این
خانواده برازش نیویی آزمون�های هستیم، مواجه شده سانسور داده�های با مواقع از بسیاری ،پزش
از استفاده با آزمون�ها این عملرد بررس برای م�شود. بیان نیز حالت این در ارشمیدس مفصل

م�شوند. محاسبه آزمون�ها دوم نوع و اول نوع خطای احتمال شبیه�سازی،
مفصل خانواده کندال، توزیع لاپلاس، تبدیل احتمال، انتگرال تبدیل مفصل، تابع : واژه�ها کلید

برازش. نیویی سانسور�شده، داده�های ،ارشمیدس

ث



مطالب فهرست

١ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفصل تابع تعریف ١.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفصل توابع ویژگ�های ١.١.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفصل توابع از خانواده�هایی ٢.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارشمیدس مفصل توابع ٣.١

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . کندال اندازه و ارشمیدس مفصل توابع ١.٣.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ارشمیدس مفصل خانواده خواص ٢.٣.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . ارشمیدس مفصل توابع از خانواده�هایی ٣.٣.١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مهم پارامتری توزیع چند معرف ۴.١

٢۶ شده سانسور های داده ٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور�شده داده�های تعریف ١.٢

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسور�شده داده�های انواع ٢.٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . سانسورشده داده�های حضور در درست�نمایی تابع ٣.٢

٣٠ . راست از شده سانسور و کامل داده�های با ماکزیمم درست�نمایی برآورد ١.٣.٢

٣٢ . . چپ از سانسورشده و کامل داده�های با ماکزیمم درست�نمایی برآورد ٢.٣.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسورشده داده�های با ناپارامتری برآورد ۴.٢

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مایر کاپلان برآوردگر ١.۴.٢

۴١ . . . چپ از شده سانسور داده�های با بقا تابع برای مایر کاپلان برآوردگر ٢.۴.٢

۴٣ مفصل توابع برازش نیویی آزمون�های بر مروری ٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال انتگرال تبدیل ١.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال انتگرال تبدیل تعریف ١.١.٣

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیره ی برازش نیویی آزمون آماره�های ٢.٣

ج



چ مطالب فهرست

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع تابع آزمون آماره�های ١.٢.٣

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . احتمال الچ تابع آزمون آماره�های ٢.٢.٣

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفصل توابع برازش نیویی آزمون ٣.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متغیرها بعد کاهش روش�های ۴.٣

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اول روش ١.۴.٣

۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دوم روش ٢.۴.٣

۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوم روش ٣.۴.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کامل بعد با متغیره چند روش ۵.٣

۵٨ . . کامل متغیره چند و متغیرها بعد کاهش روش�های از استفاده با آزمون فرآیند ۶.٣

۵٩ . . . . . . . بعد کاهش روش�های برای آزمون فرآیند : نخست الوریتم ١.۶.٣

۵٩ . . . . . . . . کامل متغیره چند روش برای آزمون فرآیند : دوم الوریتم ٢.۶.٣

۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش�ها مقایسه و نتایج ٧.٣

و کامل داده�های با مفصل توابع ارشمیدس مدل�های برای برازش نیویی آزمون�های ۴

۶۶ شده سانسور

۶٨ . . . . . . . . . . . . (کامل) شده سانسور غیر داده�های برای ساده آزمون ی ١.۴

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده سانسور داده�های برای آزمون ٢.۴

٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شده سازی شبیه داده�های با عمل کاربرد ٣.۴

٧۶ . . . . . . . سازی شبیه روش از استفاده با کامل داده�های برای آزمون ١.٣.۴

٧٧ . . . . سازی شبیه روش از استفاده با شده سانسور داده�های برای آزمون ٢.٣.۴

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گیری نتیجه ۴.۴

٨٢ نامه کتاب

٨٧ R کد با سازی شبیه الف�

٩٩ انگلیس به فارس واژه�نامه ب

١٠١ فارس به انگلیس واژه�نامه پ



جداول لیست

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . آن�ها مولد تابع و ارشمیدس مفصل توابع خانواده ١.١

٧٧ . . . . . ارشمیدس مفصل�های مجهول پارامتر با کندال همبستگ ضریب روابط ١.۴

٧٧ مفصل ارشمیدس توابع از ی هر گشتاور مولد تابع معکوس و گشتاور مولد تابع ٢.۴

٧٨ . . . . . . N = ۱۰۰ نمونه اندازه با کامل داده�های برای آزمون از حاصل نتایج ٣.۴

٧٨ . . . . . . N = ۳۰۰ نمونه اندازه با کامل داده�های برای آزمون از حاصل نتایج ۴.۴

٧٩ . . . N = ۱۰۰ نمونه اندازه با شده سانسور داده�های برای آزمون از حاصل نتایج ۵.۴

٨٠ . . . N = ۳۰۰ نمونه اندازه با شده سانسور داده�های برای آزمون از حاصل نتایج ۶.۴

ح



تصاویر لیست

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . H-حجم ١.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . c-حجم مفصل �تابع ٢.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستقل مفصل �تابع ٣.١

٨ . . م�باشد. فرشه بالای مفصل شل(ب) و فرشه پایین کران (الف)مفصل شل ۴.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مفصل تابع بندی کران � ۵.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کلایتون مفصل �تابع ۶.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فرانک مفصل �تابع ٧.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گامبل مفصل �تابع ٨.١

٢۵ . . . . . . . . . . . . . نرمال لاگ توزیع احتمال تابع و الچ تابع نمودارهای ٩.١

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . سانسورشده داده�های و آماری داده�های �انواع ١.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . فاصله�ای شده سانسور �داده�های ٢.٢

٣٢ . . . . . . درصدی ٩۵ هم�زمان اطمینان کران�های با نمایی توزیع نموداراحتمال ٣.٢

و درست�نمایی ماکزیمم برآورد�های با بهبودی زمان داده�های نمایی احتمال نمودار ۴.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . توزیع تابع برای درصدی ٩۵ ای نقظه اطمینان فواصل

ماکزیمم درست�نمایی برآورد�های با بهبودی زمان�های نرمال لاگ احتمال نمودار ۵.٢

٣٣ . . . . . . . . . . . . . . توزیع تابع برای درصد ٩۵ هم�زمان اطمینان فواصل و

٣۴ . . . . نرمال لاگ توزیع و بهبودی زمان مثال داده�های برای درست�نمایی نسبت ۶.٢

٣۴ . . . . بهبودی زمان داده�های برای نرمال لاگ توزیع پارامتر توام اطمینان نواح ٧.٢

ماکزیمم درست�نمایی برآورد�های با بهبودی زمان�های نرمال لاگ احتمال نمودار ٨.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . توزیع تابع برای درصد ٩۵ اطمینان فواصل و

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . X اشعه گداختگ نسبت برای داده ۱۰۷ ٩.٢

نسبت برآوردهای با X اشعه گداز نسبت داده�های برای وایبل احتمال نمودار ١٠.٢

٣۶ . . . . تجمع توزیع تابع برای درصدی ٩۵ تقریبی اطمینان نواح و درست�نمایی

خ



د تصاویر لیست

درست�نمایی برآوردهای Xبا اشعه نسبتگداز داده�های برای لاگنرمال احتمال نمودار ١١.٢

٣٧ . . . . . . . . . تجمع تابع برای درصدی ٩۵ تقریبی اطمینان فواصل و ماکزیمم

٣٨ . . . . . . . . . . . . وایبل توزیع Xبا اشعه های داده برای درست�نمایی نسبت ١٢.٢

برآوردهای و ایس اشعه های داده برای نرمال لاگ و وایبل توزیع احتمال نمودار ١٣.٢

٣٩ . . وایبل تجمع توزیع برای ٩۵درصدی اطمینان فواصل و ماکزیمم درست�نمایی

با X اشعه گداختگ نسبت های داده میانگین برای درست�نمایی نمایش مقایسه ١۴.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نرمال لاگ و وایبل توزیع�های از استفاده

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال برای مایر کاپلان برآورد نمودار ١۵.٢

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گامبل مفصل برای FK(w) ١.٣

d = مفروضات با مفصل برازش نیویی روشهای تمام برای توان نمودارهای ٢.٣

آماره G,B,M روش�های برای .CAlt = CSt ،n = (۵۰۰,۲۵۰۰) ، (۲,۵,۱۰)

مشاهده β آمیخته پارامتر ها x محور روی بر است. گرفته قرار استفاده مورد AD

است صفر فرض تحت نرمال مفصل زمان�های بندی بخش ها y محور و م�شود

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�شود. رد درصد ۵ سطح در که

d = مفروضات با مفصل برازش نیویی روشهای تمام برای توان نمودارهای ٣.٣

آماره G,B,M روش�های برای .CAlt = CCl ،n = (۵۰۰,۲۵۰۰) ، (۲,۵,۱۰)

مشاهده β آمیخته پارامتر ها x محور روی بر است. گرفته قرار استفاده مورد AD

که است فرضصفر تحت نرمال مفصل زمان�های بخش�بندی ها y محور و م�شود

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�شود. رد درصد ۵ سطح در

d = مفروضات با مفصل برازش نیویی روشهای تمام برای توان نمودارهای ۴.٣

آماره G,B,M روش�های برای .CAlt = CsCl ،n = (۵۰۰,۲۵۰۰) ، (۲,۵,۱۰)

مشاهده β آمیخته پارامتر ها x محور روی بر است. گرفته قرار استفاده مورد AD

که است صفر فرض تحت نرمال مفصل زمان�های بندی بخش ها y محور و است

۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م�شود. رد درصد ۵ سطح در



١ فصل

مدل�های و مفصل توابع معرف
توابع این ارشمیدس

مفصل توابع مطالعه پیشینه و مقدمه

اولین مفصل نظریه م�باشد. جدید نسبتا و مباحثمهم جمله از آمار در آن کاربردهای و مفصل تابع

اختصاصداد.[۴۵] توابع این به را مفصل تابع اصطلاح و شد مطرح ١٩۵٩ سال در اسلار توسط بار

ی حاشیه�ای توزیع�های با متغیره چند توزیع تابع ی ارتباط ونگچ به پاسخ دنبال به نظریه این

مطالعه�ای که مفصل توابع با مرتبط مقاله اولین آمد. وجود به بود، شده مطرح فرشه توسط که بعدی

در و شد ارائه ولف و اسچیوایزر توسط ١٩٨١ سال در بود، تصادف متغیرهای بین وابستگ زمینه در

ارائه مقالات و کتاب مفصل توابع معرف و جهتشناخت در نلسن ،١٩٩٩ سال در و جو ،١٩٩٧ سال

مدیریت در مفصل توابع کاربرد و ونگچ روی بر زیادی علم دپارتمان�های اکنون هم کردند.[٣٣]

بیشتر ١٩٧۶ تا ١٩۵٩ سال�های بین م�دهند. انجام کاربردی و علم بررس�های و مطالعه ریس

داده نشان متری احتمال فضاهای وسیله به مفصل توابع مورد در آمده دست به مطالعات و نتایج

موضوعات گسترده�ترین از ی تصادف متغیرهای بین وابستگ ساختار یافتند.[٨] توسعه و شده

است. آمار و احتمال در مطالعه مورد

این بودن مفید آن مهم�ترین که دارد وجود متعددی دلایل مفصل توابع مطالعه ضرورت مورد در

ویژگ�های بررس و توأم توزیع�های ساخت است. متغیره چند توزیع�های بررس و ساخت در توابع

تابع است. پیچیده�ای کار متغیرها استقلال عدم صورت در معلوم حاشیه��ای توزیع�های با آن�ها

و متغیره ی حاشیه�ای توزیع�های که وقت متغیره چند توزیع�های بررس یا ساخت برای مفصل

ساختار برای مفیدی ابزار مفصل تابع است. مفید بسیار است، شده داده آن�ها وابستگ ساختار

م�باشد. وابستگ



٢ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

مفصل تابع تعریف ١.١

بعدی ی حاشیه�ای توزیع�های با متغیره چند توزیع تابع ی بین ارتباط که است ابزاری مفصل تابع

تعریف نوع دو آماری کتاب��های و مقالات بیشتر در م�دهد. نشان را آن وابستگ ساختار و آن

مفصل تابع ی م�شود، بیان متغیره دو حالت برای تعریف دو هر است شده ارائه مفصل تابع برای

تعریف این م�باشد ینواخت حاشیه�ای توزیع�های با [۰,۱] × [۰,۱] روی بر توزیع تابع متغیره دو

است. مفصل تابع و توزیع از رسم غیر و ساده

حاشیه�ای توزیع�های و H(X,Y ) توأم توزیع تابع با پیوسته تصادف متغیر جفت ی (X,Y ) اگر

این در ، U = FX(x) ∼ U(۰,۱) و V = FY (y) ∼ U(۰,۱) که این به توجه با باشد. FY (y) و FX(x)

است: زیر صورت به شده تعریف C(u, v) توزیع تابع صورت

C(u, v) = p(U ≤ u, V ≤ v) = p(X ≤ F−۱
X (u), Y ≤ F−۱

Y (v))

C(u, v) = H(F−۱
X (u), F−۱

Y (v))

م�باشد. مفصل تابع متعارف ول رسم غیر تعریف ی این

مفصل تایع رسم تعریف

ذیل: شرایط با C : [۰,۱]۲ −→ [۰,۱] اگر: است مفصل C

C(u, ۰) = C(۰, v) = ۰ .١

C(u,۱) = u,C(۱, v) = v .٢

آن�گاه v۱, v۲, u۱, u۲ ∈ [۰,۱] ;u۲ ≥ u۱, v۲ ≥ v۱ اگر .٣

C(u۲, v۲)− C(u۱, v۲)− C(u۲, v۱) + C(u۱, v۱) ≥ ۰

است. نزول غیر تابع مفصل تابع م�دهد نشان سوم شرط که

nمتغیره حالت برای مفصل تابع

م�شود: تعریف زیر مشخصات و شرایط با C بعدی چند مفصل تابع ی تعریف:

C : [۰,۱]n −→ [۰,۱]

که: شرط به



٣ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

وقت باشد صفر ها ui از ی حداقل اگر C(u) = ۰ ، [۰,۱]n از u = (u۱, ..., un) هر برای .١

.i = ۱,۲, ..., n

آن ، u ≤ v که طوری به [۰,۱]n از v و [۰,۱]n از u هر برای یعن است صعودی تابع ی C .٢

باشد. نامنف [u, v] جعبه از [u, v] فضای حجم گاه

است. برقرار C(۱, ...,۱, ui,۱, ...,۱) = ui ، i = ۱, ..., n ازای به ui ∈ [۰,۱] هر برای .٣

متغیره چند مفصل تابع برای رسم غیر تعریف ی

توزیع�های و H(x۱, ..., xn) توأم توزیع تابع با پیوسته تصادف متغیرهای X۱, ..., Xn کنید فرض

هر برای م�باشد. ترتیب به X۱, ..., Xn تصادف متغیرهای از ی هر برای FX۱ , ..., FXn حاشیه�ای

(FX۱(x۱), ..., FXn(xn),H(x۱, ..., xn)) که دارد وجود [۰,۱]n+۱ در نقطه�ای (−∞,۱]n از (x۱, ..., xn) داده

م�گویند. ١ مفصل متغیره چند تابع آن به و است [۰,۱]n −→ [۰,۱] از تابع این که

پیدا ارتباط هم به اسلار مهم قضیه براساس مفصل تابع رسم غیر و رسم تعریف دو هر

را بعدی ی حاشیه�ای توزیع�های با متغیره چند توزیع تابع بین ارتباط ونگچ قضیه این م�کند.

م�دهد. نشان

ی چنین هم و باشد FX۱ , ..., FXn حاشیه�های با بعدی n توزیع تابع H کنید فرض : اسلار قضیه

باشیم: داشته (−∞,۱]n روی بر (x۱, ...xn) همه برای که دارد وجود C نام به متغیره n مفصل تابع

H(x۱, ..., xn) = C(FX۱(x۱), ..., FXn(xn)) (١.١)

تعریف (١.١) با H تابع و باشند توزیع�ها تابع FX۱ , ..., FXn و بعدی n مفصل تابع ی C اگر بنابراین

حاشیه�ای توزیع�های این اگر است FX۱ , ..., FXn حاشیه�ای�های با توزیع تابع ی H گاه آن باشد، شده

RankFX۱×...×RankFXn روی بر ینواخت طور به C صورت این غیر در یتاست C باشند، پیوسته

است. شده تعیین

به متغیره چند توزیع�های ابعاد کاهش برای مفید و مهم بسیار ابزارهای از ی مفصل تابع

است. شده شناخته ینواخت حاشیه�های

به اسلار قضیه طبق FX۱ , ..., FXn پیوسته حاشیه�های توزیع تابع با H مانند توأم توزیع تابع ی

داریم: باشد مفصل تابع C اگر واقع در م�شود. مفصل تابع ساختار به تبدیل سادگ

C(u۱, ..., un) = H(F−۱
X۱

(u۱), ..., F
−۱
Xn

(un))

١nCopula



۴ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

H-حجم :١.١ شل

داریم: و است FXi توزیع تابع معکوس تابع F−۱
Xi

که

F−۱
Xi

(ui) = sup

{
xi|FXi(xi) ≤ xi

}
i = ۱, ..., n

گاه آن باشند فوق توزیع تابع با تصادف پیوسته متغیرهای همه X۱, ...Xn اگر باشید داشته توجه

هستند) ینواخت توزیع دارای ها Ui (که Ui = FXi(xi) تصادف متغیرهای برای توأم توزیع تابع C

است، شده ثابت احتمال در که پیوسته تصادف متغیرهای برای قضیه ی براساس این م�باشد.

م�شود. بیان

مفصل توابع ویژگ�های ١.١.١

ناته مجموعه�های زیر S۱, S۲ زیر تعاریف در م�شود؛ تعریف مفاهیم بعض ویژگ�ها معرف از قبل

هستند. R = (−∞,∞) از

مجموعه زیر آن برد و R۲ مجموعه�ی زیر دامنه�اش که است تابع ، H حقیق بعدی دو تابع .١

باشد. R

H : R۲ = R×R −→ R = [−∞,∞]

صورت به مستطیل ی B و S۱ × S۲ دامنه با حقیق بعدی دو تابع H اگر حجم: H .٢

نماد با B -حجم H دارد، قرار H دامنه�ی در آن رئوس که باشد B = [u۱, u۲] × [v۱, v۲]

صورت به و شده داده نشان VH(B)

VH(B) = H(u۱, v۲)−H(u۱, v۲) +H(u۲, v۲)

(شل١.١) م�شود. تعریف



۵ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

B مانند مستطیل هر ازای به اگر م�شود. نامیده ٢ صعودی دو تابع H حقیق بعدی دو تابع .٣

باشد. VH(B) > ۰ گاه آن دارد، قرار H دامنه در آن رئوس که u۱, u۲ ∈ S۱, u۱ ≤ u۲

v۱, v۲ ∈ S۲, v۱ ≤ v۲

ازای به باشد S۱ × S۲ روی ٢-صعودی تابع H اگر .١.١.١ لم

تابع آن�گاه

t −→ H(t, v۲)−H(t, v۱)

تابع و S۱ روی

t −→ H(t, u۲)−H(t, u۱)

است. واضح است ٢-صعودی تابع ی H تابع که این به توجه با لم این هستند. نزول غیر S۲ روی

[٣٣]

زیر صورت به م�توان تعریف طبق م�باشد. [۰, u]× [۰, v] محدوده در -حجم C ی مفصل تابع

نوشت:

C(u, v) = Vc([۰, u]× [۰, v])

است. نامنف و [۰,۱]× [۰,۱] مستطیل در عددی مفصل تابع واقع در

C(u, v) = Vc([۰, u], [۰, v]) = Vc(A) + Vc(B) + Vc(C) + Vc(D)

م�باشد. زیر صورت به که مستقل مفصل تابع .٢.١.١ مثال

C(u, v) = u× v, u ∈ [۰,۱]۲

(شل٣.١) م�گویند. هم ضربی مفصل مفصل، این به مستقل، مفصل تابع شل به توجه با و

است: زیر ویژگ�های با [۰,۱]۲ −→ [۰,۱] از تابع C مانند بعدی دو مفصل ی .٣.١.١ قضیه

٢2-increasing



۶ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

c-حجم مفصل �تابع :٢.١ شل

مستقل مفصل �تابع :٣.١ شل



٧ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

باشد: برقرار زیر رابطه [۰,۱] در z ، u هر برای کرانداری) (شرط (١

C(u, ۰) = C(۰, z) = ۰, C(u,۱) = u, C(۱, z) = z

رابطه z۱ ≤ z۲ و u۱ ≤ u۲ که [۰,۱] در [u۱, u۲] × [z۱, z۲] مستطیل هر برای ینوایی) (شرط (٢

باشد: برقرار زیر

C(u۲, z۲)− C(u۲, z۱)− C(u۱, z۲) + C(u۱, z۱) > ۰

شود.[٣٣] مراجعه (١٩٩٩) ٣ نلسن کتاب به برهان.

م�کنند: صدق زیر نامساوی در مفصل توابع .۴.١.١ قضیه

W (u, z) = max(u+ z − ۱, ۰) 6 C(u, z) 6 min(u, z) = M(u, z)

پایین کران م�باشد. تعمیم قابل هم بعدی k مفصل توابع برای قضیه این . (u, z) ∈ [۰,۱] هر برای

م�دهند. نشان C+ با را بالا کران و C− با را فوق نامساوی

شود.[٣٣] مراجعه نلسن کتاب به برهان.

م�شود.که گفته نیز CU فرشه بالای کران و CL فرشه پایین کران مفصل تابع کران�های این به

از استفاده با م�توان را مفصل تابع هر ( ب و الف ۴.١ م�شود.(شل داده نشان زیر نمودارهای در

کرد: بندی کران زیر صورت به فرشه، پایین و بالا کران مفصل�های

CL(u۱, u۲) ≤ C(u۱, u۲) ≤ CU (u۱, u۲), ∀u ∈ [۰,۱]۲

٣Nelsen



٨ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

م�باشد. فرشه بالای مفصل شل(ب) و فرشه پایین کران (الف)مفصل شل :۴.١ شل

مفصل تابع بندی کران � :۵.١ شل



٩ توابع این ارشمیدس مدل�های و مفصل توابع معرف .١ فصل

مفصل توابع از خانواده�هایی ٢.١

اندازه�های از برخ و شده معرف آن�ها الچ تابع همراه به مفصل توابع از خانواده چند بخش این در

م�شود. ارائه آن�ها از حاصل وابستگ

دارای ارشمیدس خانواده هستند. ۵ ارشمیدس و ۴ بیضوی مفاصل خانواده مفاصل، ترین معروف از

گاوس مانند بیضوی مفاصل خانواده که صورت در است. خاصیتشرکت�پذیری و ساده ریاض شل

گاوس مفصل تابع نظیر بیضوی توابع خانواده پیچیده�تری�اند. ساختار دارای -استودنت t و (نرمال)

دارد. ویژه اهمیت مال روش�های مطالعات و اقتصادسنج در

(نرمال) ۶ گاوس مفصل

صورت به گاوس مفصل تابع خانواده

CGa(u, v; ρ) = Φρ(Φ
−۱(u),Φ−۱(v)) (١.٢)

به توجه با است. ρ همبستگ ضریب با متغیره دو استاندارد نرمال توزیع تابع Φρ آن در که ، است

صورت به توأم توزیع تابع (١.٢) رابطه

Φρ(Φ
−۱(u),Φ−۱(v)) =

∫ Φ−۱(u)

−∞

∫ Φ−۱(v)

−∞

۱
۲π
√

۱− ρ۲
exp

{
۲uvρ− u۲ − v۲

۱ − ρ۲

}
dudv

م�شود. ساده

صورت به نیز گاوس خانواده توأم الچ مفصل تابع

cGa(u, v; ρ) =
۱

۱− ρ۲
exp
{u۲ + v۲

۲
+

۲uvρ− u۲ − v۲

۱− ρ۲

}
است.

دارد: را زیر فرم متغیره چند (گاوس) نرمال مفصل

C(u۱, ..., uk, ..., uK) = ϕG[ϕ
−۱(u۱), ..., ϕ

−۱(uk), ..., ϕ
−۱(uk); θ) (١.٣)

۴Eliptical Copula

۵Archimedean Copula

۶Gaussian Copula


