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दدردای
دانش و علم بیͺران اقیانوس از تا نمودم پیدا را آن توفیق او از استعانت به که را هستͬ پروردگار سپاس و حمد
آهنͽر زاده عبداله حسین دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از مͬ�دانم لازم خود بر برگیرم. توشه�ای
بهره�مند بͬ�دریغشان راهنمایͬ�های از را اینجانب پژوهش، امر در امیدواری�هایشان و انͽیزه�ها پاس به که
شیخ محمود سید پروفسور آقای جناب مشاورم استاد از همچنین نمایم. سپاسͽزاری صمیمانه ساخته�اند
دارم بͬ�شائبه سپاس نهایت در مͬ�کنم. سپاسͽزاری نامه پایان این مشاوره�ی زحمت قبول خاطر به الاسلامͬ
اگر نͺرده�اند، دريغ كوششͯ هيچ از تربيتم و رشد راه در كه محمدعلͬ و محمدرضا عزیزم، برداران و مادر از
پرمهرشان دستان باشد، زندگͯ�ام طول در عزيزان اين مشقت�هاي و رنج�ها جبران تواند نمͯ سپاسͯ هيچ چه
دکتر خانم سرکار عباسͬ، اکبر علͬ مهندس جناب خصوص به گرانقدرم دوستان از ادامه در مͬ�بوسم. را

. دارم را تشͺر کمال پژوهش این انجام مسیر در ͷکم خاطر به خیبری مهلا و ایزدی مرضیه



چͺیده

ͷژئودتی مسیرهای در که است راس�هایͬ تمام شامل I[u, v] مجموعه�ی ،G گراف از v و u راس هر برای

تمام اجتماع I[S] آنͽاه باشد، G گراف راس�های از مجموعه�ای زیر S اگر دارد. قرار G گراف از u − v

اگر است ͷژئودتی مجموعه�ی ͷی S ⊆ V (G) مجموعه�ی است. u, v ∈ S برای I[u, v] مجموعه�های

g(G) با و گویند ͷژئودتی عدد G گراف در ͷژئودتی مجموعه��های اندازه�ی کوچͺترین به .I[S] = V (G)

راس شامل G[S] اگر است تام ͷژئودتی مجموعه�ی ͷی S ⊆ V (G) ͷژئودتی مجموعه�ی مͬ�دهند. نشان

gt(G) با و گویند تام ͷژئودتی گرافGعدد در تام ͷژئودتی مجموعه��های اندازه�ی کوچͺترین به نباشد. تنها

G[S] اگر است مهارشونده تام ͷژئودتی مجموعه�ی ͷی S ⊆ V (G) ͷژئودتی مجموعه�ی مͬ�دهند. نشان

در مهارشونده تام ͷژئودتی مجموعه��های اندازه�ی کوچͺترین به نباشند. تنها راس شامل G[V (G) − S] و

کاملͬ توصیف نامه پایان این در مͬ�دهند. نشان gtr(G) با و گویند مهارشونده تام ͷژئودتی عدد G گراف

دادیم. ارائه را ،gtr(G) = |V (G)| و نباشد سادکͬ راس و گاهͬ تͺیه راس دارای طوری�که به G گراف از

G بدیهͬ غیر همبند گراف به�طوری�که صحیح اعداد از (a, b, c) سه��تایͬ برای را کافͬ و لازم شرط همچنین

برای

c؛ = |V (G)| ،b = gtr(G) ،a = g(G) (i)

c؛ = |V (G)| ،b = gtr(G) ،a = gt(G) (ii)

c = gtr(G) ،b = diam(G) ،a = rad(G) (iii)

همچنین مͬ�کنیم شناسایͬ gtr(G) = n برای را کافͬ و لازم سپسشرط مͬ�کنیم. بررسͬ باشد، حصول قابل

b = ftr(G) ،a = gtr(G) برای G بدیهͬ غیر همبند گراف طوری�که به� صحیح اعداد از (a, b) زوج بررسͬ به

همبند گراف طوری�که به� صحیح اعداد از (a, b, c) سه�تایͬ برای نهایت در و مͬ�پردازیم باشد، حصول قابل

مͬ�کنیم. بررسͬ را باشد، حصول قابل c = |V (G)| ،b = ftr(G) ،a = gtr(G) برای G بدیهͬ غیر

کننده�ی تحمیل عدد شونده، مهار تام ͷژئودتی عدد تام، ͷژئودتی عدد ،ͷژئودتی عدد کلیدی: کلمات

مهارشونده. تام ͷژئودتی کننده�ی تحمیل عدد تام، ͷژئودتی کننده�ی تحمیل عدد ،ͷژئودتی
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٢ مطالب فهرست

پیشͽفتار

نیز و تام ͷژئودتی مجموعه�ی ،ͷژئودتی عدد ،ͷژئودتی مجموعه�ی بررسͬ با است شده سعͬ رساله این در

به و کرده تعریف را گراف روی مهارشونده تام ͷژئودتی عدد جدید پارامتر گراف�ها، برای تام ͷژئودتی عدد

مهارشونده تام ͷژئودتی مجموعه�ی روی کننده تحمیل عدد پارامتر بررسͬ همچنین شود. پرداخته آن بررسͬ

کاربرد مͬ�باشد، موقعیت تعیین مسائل از ͬͺی گراف�ها در ͷژئودتی مسئله�ی مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را

سازی مدل در آن کاربرد به مͬ�توان براین علاوه کرد. مشاهده مͺانͬ و همͽرایͬ نظریه در مͬ�توان را مسئله این

توده سازی مدل و یافتن مثال عنوان به سونوگرافͬ تصاویر مدل�سازی در نمود. اشاره سونوگرافͬ تصاویر

الͽوریتم�های از استفاده با سرطانͬ غدد مͺانͬ موقعیت�های یافتن به احتیاج بدن از محدوده�ای در سرطانͬ

ͷی شده اشاره الͽوریتم�های توسط مͺانͬ موقعیت�های تعیین داریم. سازی بهینه الͽوریتم�های یا ͷژنتی

کمترین دنبال به باید ما لذا نمͬ�باشد. بهینه داده�ای حجم و محاسباتͬ نظر از زیرا است NP − hard مسئله

شوند. مدل�سازی بیشتری سرعت با تصاویر که باشیم مͺانͬ موقعیت�های تعداد

است. شده تنظیم زیر صورت به که مͬ�باشد فصل ۴ شامل نامه پایان این

.[۵ ،٩] مͬ�دهیم ارائه را آتͬ فصل سه در نیاز مورد تعاریف و نیازها پیش اول فصل در

ͷژئودتی عدد پیرامون مختصری، بحث به و مͬ�پردازیم گراف�ها در ͷژئودتی عدد بررسͬ به دوم فصل در

.[٢ ،٣ ،٨ ،١٢ ،١٣ ،١۴ ،١۵] مͬ�دهیم ارائه ͷژئودتی کننده�ی تحمیل عدد و همبند

قرار بررسͬ مورد را گراف�ها روی تام ͷژئودتی کننده�ی تحمیل عدد و تام ͷژئودتی عدد سوم فصل در

.[١] مͬ�دهیم

گراف�ها روی مهارشونده تام ͷژئودتی کننده�ی تحمیل عدد و مهارشونده تام ͷژئودتی عدد چهارم فصل در

مͬ�پردازیم. گراف�ها روی آن�ها ویژگͬ�های بررسͬ به و کرده بیان را



١ فصل

نیاز�ها پیش و مقدماتͬ تعاریف

٣



۴ نیاز�ها پیش و مقدماتͬ تعاریف .١

مقدمه:

مطالعه�ی برای مͬ�کنیم. بیان را بعد فصل�های برای نیاز مورد مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ما فصل این در

کنید. رجوع [۵ ،٩] به دیͽر مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم بیشتر

گراف معمولا˟ گویند. گراف را آنها روی روابط و اشیاء از مجموعه�ای کلͬ حالت در گراف: تعریف١.٠.١.

مجموعه�ای E و راس�ها) به�نام ) نقاط از مجموعه�ای V آن در که مͬ�دهند نشان G = (V,E) صورت به را

مͬ�باشد. یال) (به�نام V روی نامرتب دوتایͬ�های از

را G′ = (V ′, E′) گراف باشد. دلخواه گراف ͷی G = (V,E) کنید فرض گراف: زیر .٢.٠.١ تعریف

.V ′ ⊆ V و E′ ⊆ E هرگاه مͬ�نامند G گراف زیر ͷی

که را G گراف زیر باشد. V از ناتهͬ مجموعه�ی زیر V ′ کنید فرض القایͬ: گراف زیر .٣.٠.١ تعریف

در انتهایشان دو هر که است G یال�های از مجموعه�ای یال�هایش مجموعه�ی و است V ′ راس�هایش مجموعه

مͬ�دهند. نشان G[V ′] صورت به که مͬ�نامند V ′ به�وسیله�ی شده� القاء ،G گراف زیر است، V ′

و uحالت این در که مͬ�دهند، نشان uv یا {u, v} با را v و uراس دو بین یال ͷی مجاور: .۴.٠.١ تعریف

مͬ�نامند. (همسایه) مجاور راس دو را v

مجاورند، v راس با که راس�هایͬ همه از متشͺل مجموعه� :v راس بسته و باز ͬͽهمسای .۵.٠.١ تعریف

از: است عبارت v راس بسته�ی ͬͽهمسای مͬ�دهند. نشان N(v) با و نامند v راس باز ͬͽهمسای

N [v] = N(v) ∪ {v}.

با و نامیده v راس درجه�ی را G گراف در v دلخواه راس از گذرنده یال�های تعداد درجه: .۶.٠.١ تعریف



۵

مͬ�دهند. نشان ∆(G) با را درجه بیشترین و δ(G) با را گراف درجه�ی کمترین مͬ�دهند. نشان degG(v)

برگ�های همه�ی مجموعه�ی مͬ�گوئیم. برگ را ͷی درجه�ی از راس�های گراف هر در برگ: .٧.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Ω(G) با را G گراف

مجموعه�ی مͬ�گویند. تͺیه�گاهͬ راس� را برگ� ͷی حداقل با مجاور راس� تͺیه�گاهͬ: راس� .٨.٠.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان Stem(G) با را G دلخواه گراف ͷی در تͺیه�گاهͬ راس�های همه�ی

ناتهͬ مجموعه زیر دو به بتواند V (G) اگر است برشͬ راس Gگراف از v راس برشͬ: راس تعریف٩.٠.١.

باشند. مشترک v راس در تنها G[E٢] و G[E١] که طوری به شود افراز E٢ و E١

مͬ�نامند G گراف از مستقل مجموعه ͷی را V (G) از S مجموعه زیر مستقل: مجموعه .١٠.٠.١ تعریف

نباشد. مجاور G در S از راسͬ دو هیچ اگر

به�صورت آن جمله�های Wکه = v٠e١v١e٢v٢ . . . ekvk ناتهͬ دنباله�ی Gگراف در گشت: تعریف١١.٠.١.

هستند. vi و vi−١ ،ei دوانتهای ،١ ≤ i ≤ k برای که قسمͬ به گویند گشت را است، یال� و راس� از تناوبͬ

مͬ�گویند. گذر را W باشند، مجزا W گشت ekی ،. . . ،e٢ ،e١ یال�های اگر گذر: .١٢.٠.١ تعریف

را W باشند، مجزا vk ،. . . ،v١ ،v٠ راس�های که به�طوری باشد گذر ͷی W اگر مسیر: .١٣.٠.١ تعریف

مͬ�نامند. مسیر ͷی

است. مشخصشده زیر به�صورت ١.١ شͺل در G١ گراف در مسیر و گذر گشت، .١۴.٠.١ مثال

:گشت uavfyfvgyhwbv



۶ نیاز�ها پیش و مقدماتͬ تعاریف .١

:گذر wcxdyhwbvgy

:مسیر xcwhyeuav

t t
t t

t

x w

y v

u

c

g

h

f
a

bd

e

G١ گراف :١.١ شͺل

مͬ�دهند. نشان Cn با و مͬ�گویند راسͬ n دور را n مرتبه�ی از بسته مسیر ͷی دور: .١۵.٠.١ تعریف

اگر مͬ�دهند. نشان girth(G) با و گویند کمر را G گراف در دور کوتاهترین طول کمر: .١۶.٠.١ تعریف

است. ∞ آن کمر نباشد، دور شامل G گراف

است. ٣ برابر کمر G١ − g گراف در ١۴.٠.١ مثال به توجه با .١٧.٠.١ مثال

گویند. دور بͬ گراف نباشد، دوری هیچ شامل که گرافͬ به دور: بͬ گراف .١٨.٠.١ تعریف

نسبت راس دورترین فاصله�ی باشد. G گراف از راس ͷی v کنید فرض مرکز: از خروج .١٩.٠.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان e(v) با و مͬ�گویند v راس مرکز از خروج را v راس به

نشان rad(G) با و گویند گراف شعاع را گراف راس�های مرکز از خروج کوچͺترین شعاع: تعریف٢٠.٠.١.

مͬ�دهند.

نشان diam(G) با و گویند گراف قطر را گراف راس�های مرکز از خروج بزرگترین قطر: .٢١.٠.١ تعریف

مͬ�دهند.



٧

به�صورت را آن قطر و شعاع همچنین و G٢ گراف از راس هر مرکز از خروج زیر شͺل در .٢٢.٠.١ مثال

مͬ�آوریم. بدست زیر

G٢ گراف :٢.١ شͺل

t t
tt tt

t
f

e

h

a d

c

b

e(a) = e(e) = e(h) = ۴, e(b) = e(c) = e(f) = ٣, e(d) = ٢

diam(G) = ۴, rad(G) = ٢

را باشند مجاور آن راس�های از جفت هر که n مرتبه�ی از G ساده�ی گراف کامل: گراف .٢٣.٠.١ تعریف

مͬ�دهد. رانشان K۵ گراف ٣.١ شͺل مͬ�شود. داده نشان Kn با و گویند کامل گراف
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K۵ گراف :٣.١ شͺل

مانند آن راس هر برای که است Gگراف از راس�هایͬ مجموعه سادکͬ: راس�های مجموعه تعریف٠.١.٢۴.

با را سادکͬ راس�های مجموعه باشد. کامل گراف ͷی G[N(v)] یعنͬ N(v) توسط شده القاء گراف زیر ،v

مͬ�گیریم. نظر در |Ext(G)| = ex(G) و مͬ�دهند نشان Ext(G)

تهͬ غیر مجموعه�ی زیر دو به را آن راس�های مجموعه که� است گرافͬ دوبخشͬ: گراف .٢۵.٠.١ تعریف

بخشͬ دو گراف باشد. V٢ در انتها ͷی و V١ در انتها ͷی دارای یال هر که به�طوری شود، افراز V٢ و V١
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مجاور V٢ از راس هر با V١ از راس هر آن در که است (V١, V٢) افراز با ساده دوبخشͬ گراف ͷی کامل،

.|V٢(G)| = n و |V١(G)| = m آن در که مͬ�دهند نشان Km,n با را کامل دوبخشͬ گراف باشد.

و V١ = {w١, w٢} راس�های مجموعه با K٢,۴ کامل دوبخشͬ گراف ͷی زیر گراف .٢۶.٠.١ مثال

مͬ�باشد. V٢ = {z١, z٢, . . . , z۴}

K٢,۴ گراف :۴.١ شͺل
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گویند. ستاره راگراف K١,m دوبخشͬ گراف ستاره: گراف .٢٧.٠.١ تعریف

V٢ = {z١, z٢, . . . , z۴} و V١ = {w١}راس�های مجموعه ۴,K١با یͷگرافستاره گرافزیر .٢٨.٠.١ مثال

مͬ�باشد.

K١,۴ گراف :۵.١ شͺل
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٩

تاج گراف را باشد متصل برگ ͷی آن راس هر به که n مرتبه�ی از G گراف تاج: گراف .٢٩.٠.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان G ◦K١ با و گویند

گراف .deg(v) = k ،v ∈ V (G) هر ازای به اگر است k-منتظم ،G منتظم:گراف گراف .٣٠.٠.١ تعریف

باشد. منتظم -k یͬ، k ازای به که است گرافͬ منتظم

باشد. داشته وجود مسیر ͷی آن راس دو هر بین که است گرافͬ همبند: گراف .٣١.٠.١ تعریف

G همبندی مولفه�ی ͷی را G گراف از ماکسیمال همبند گراف زیر هر همبندی: مولفه�ی .٣٢.٠.١ تعریف

نباشد.) آن شامل G از دیͽری گراف زیر هیچ که است گرافͬ زیر ماکسیمال همبند گراف زیر ) گویند.

گویند. ناهمبند را نباشد همبند که گرافͬ ناهمبند: گراف .٣٣.٠.١ تعریف

باشد. یال ͷی حداقل شامل که است گرافͬ ناتهͬ: گراف .٣۴.٠.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان T با که گویند درخت را نباشد دوری هیچ شامل که همبندی گراف درخت: تعریف٠.١.٣۵.

دادن قرار هم کنار از بͽیرید. نظر در را G٢ و G١ دلخواه گراف دو گراف: دو اجتماع .٣۶.٠.١ قضیه

مͬ�دهند. نشان G١ ∪G٢ با را آن که مͬ�آید بدست گراف دو اجتماع G٢ و G١ گراف��های

را G١ گراف از راس هر اگر بͽیرید. نظر در را G٢ و G١ دلخواه گراف دو گراف: دو جمع .٣٧.٠.١ قضیه

مͬ�دهند. نشان G١ ∨G٢ با و گویند دوگراف جمع را حاصل گراف کنیم، متصل G٢ گراف از راس هر به

است. زیر صورت به C۵ ∨K٢ گراف نظربͽیرید. در را K٢ و C۵ گراف .٣٨.٠.١ مثال
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C۵ ∨K٢ گراف :۶.١ شͺل
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چرخ را W١,n = Cn ∨ {x} نظربͽیرید.گراف در را x تنهای راس و Cn گراف چرخ: .٣٩.٠.١ تعریف

به W١,٨ گراف نظربͽیرید. در را x تنهای راس و {x١, x٢, . . . , x٨} راس�های مجموعه با C٨ گراف گویند.

است. زیر صورت
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W١,٨ گراف :٧.١ شͺل

گویند. فن را F١,n = Pn ∨ {x} نظربͽیرید.گراف در را x تنهای راس و Pn گراف فن: .۴٠.٠.١ تعریف

صورت به F١,۴ گراف نظربͽیرید. در را x تنهای راس و {z١, z٢, . . . , z۴} راس�های مجموعه با P۴ گراف

است. زیر



١١

F١,۴ گراف :٨.١ شͺل
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نداشته مشترک راس آن متمایز یال دو هیچ که G گراف یال�های از مجموعه�ای تطابق: .۴١.٠.١ تعریف

گویند. G در تطابق ͷی را باشند

Mشامل بجز دیͽری تطابق هیچ اگر گویند ماکسیمال Mرا تطابق ͷی ماکسیمال: تطابق تعریف۴٢.٠.١.

نباشد. M تطابق

است. شده داده نشان زیر صورت به M ماکسیمال تطابق زیر گراف در .۴٣.٠.١ مثال

GM گراف :٩.١ شͺل
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M = {e١, e۴, e٨, e١٠}

به آن کامل تطابق بردن بین از با Kn کامل گراف از آمده بدست گراف :K٢×n گراف .۴۴.٠.١ ملاحظه

گوییم. K٢×n گراف را مͬ�آید بدست زوج n ازای
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مجموعه با است گرافͬ G٢ و G١ گراف دو دکارتͬ حاصلضرب دوگراف: دکارتͬ ضرب .۴۵.٠.١ تعریف

مͬ�شود. تعریف زیر به�صورت آن یال�های مجموعه و V (G١)× V (G٢) راس�های

{(e١, e٢)(e′١, e′٢)| (e١e′١ ∈ E(G١) ∧ e٢ = e′٢) ∨ e٢e
′
٢ ∈ E(G٢) ∧ e١ = e′١}.

مͬ�دهیم. نشان را P٣ و C۵ گراف دو دکارتͬ ضرب مثال این در .۴۶.٠.١ مثال

در {v١, v٢, v٣} و {x١, x٢, x٣, x۴, x۵} صورت به ترتیب به را P٣ و C۵ گراف�های راس�های مجموعه

است. زیر صورت به C۵ × P٣ گراف بنابراین بͽیرید. نظر

C۵ × P٣ گراف :١٠.١ شͺل
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ͷی را φ : V (G) −→ V (H) تابع باشند، گراف دو H و G کنید فرض : ١ همریختͬ .۴٧.٠.١ تعریف

از یالͬ نیز φ(u)φ(v) آن�گاه باشد، G از یالͬ uv اگر یعنͬ باشد. یال حافظ اگر گوییم H به G از همریختͬ

.φ : G −→ H مͬ�نویسیم ساده به�طور باشد. H

باشد. Gگراف راس�های از مجموعه�ای زیر S و گراف ͷی G فرضکنید :ͷژئودتی بستار تعریف۴٨.٠.١.

ͷژئودتی بستار را دارند قرار x, y ∈ S ازای به ،x−yͷژئودتی مسیر روی که Gگراف از راس�هایͬ مجموعه�

واقع: در مͬ�دهند. نشان IG[S] با و گویند S

IG[S] = {x ∈ V | باشد vواقع − u ͷژئودتی مسیر روی x ،u, v ∈ S ازای {به
١Homomorphism
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بستار هیچ هرگاه گویند ماکسیمال را IG[S] ͷژئودتی بستار ماکسیمال: ͷژئودتی بستار .۴٩.٠.١ تعریف

نباشد. موجود IG[S] شامل ͷژئودتی

ͷژئودتی بستار IG(S) که A(S) = IG[S] و S ⊆ V (G) کنید فرض پوششͬ: مجموعه .۵٠.٠.١ تعریف

.A(S) = V (G) هرگاه گویند G گراف برای پوششͬ مجموعه ͷی را S است. ماکسیمال

IG[S] اگر است Gگراف از ͷژئودتی مجموعه�ی ͷی S مجموعه�ی :ͷژئودتی مجموعه�ی تعریف۵١.٠.١.

مͬ�دهند. نشان g(G)-مجموعه با را ͷژئودتی مجموعه�ی کوچͺترین باشد. Gگراف راس�های همه�ی شامل

ژئودتیͷگویند عدد ژئودتیͷگرافGرا مجموعه�های اندازه�ی کوچͺترین :ͷژئودتی عدد تعریف۵٢.٠.١.

دیͽر عبارت به مͬ�دهند. نشان g(G) با و

g(G) = min{|S| : S ⊂ V (G), IG[S] = V (G)}.

تام ͷژئودتی مجموعه�ی ͷی S ⊆ V (G) ͷژئودتی مجموعه�ی تام: ͷژئودتی مجموعه�ی .۵٣.٠.١ تعریف

نشان gt(G)-مجموعه با را تام ͷژئودتی مجموعه�ی کوچͺترین نباشد. تنها راس شامل G[S] اگر است

مͬ�دهند.

عدد را G گراف در تام ͷژئودتی مجموعه��های اندازه�ی کوچͺترین تام: ͷژئودتی عدد .۵۴.٠.١ تعریف

مͬ�دهند. نشان gt(G) با و گویند تام ͷژئودتی

مجموعه�ی ͷی S ⊆ V (G) ͷژئودتی مجموعه�ی مهارشونده: تام ͷژئودتی مجموعه�ی .۵۵.٠.١ تعریف

مجموعه�ی نباشد.کوچͺترین تنها راس شامل G[V (G) − S] و G[S] اگر است مهارشونده تام ͷژئودتی

مͬ�دهند نشان gtr(G)-مجموعه با را مهارشونده تام ͷژئودتی


