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චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس
زاده فرج ͳعل دکتر آقای جناب ام فرزانه و گرانقدر استاد پیشΎاه به را ام ͳقدردان و سپاس مراتب

دارم. ͳم تقدیم پشت΋اری و صبر الΎوی قلم، و درس استاد عمل، و علم اسوه
داوری زحمت بزرگوارانه که نیامرادی اله نعمت دکتر آقای و مرادی سیروس دکتر آقای محترم اساتید از
بیان نامه پایان این شدن زیبا در را ͳظریف ن΋ات خود عالمانۀ دقت با و شده متقبل را نامه پایان این

سپاسΎزارم. ͳسهراب دکتر خانم ͳمیل΋ت تحصیلات محترم نماینده از و داشتند
نامشان و سرم بر است افتخاری تاج بودنشان که ام خانواده تقدیم را ها سپاسΎزاری ترین صمیمانه
بودن از بودنم همه و مهر همه برایم وجودشان که عزیزم مادر و پدر مخصوصا بودنم بر است ͳدلیل
دارم. ͳم تقدیم است کنده آ محبتشان ترنم به ام ͳزندگ بهر که آنان عزیزم وبرادران خواهران و آنان
ی همه و است محبتشان عطر از لبریز ام ͳزندگ لحظات که ͳبساط فریبرز عزیزم برادر از مخصوصا

کنم. ͳم ͳقدردان و تش΋ر هستم دریغشان ͳب های ͳراهنمای مدیون را هایم موفقیت
پرستو و ͳعمرمل لیلا خانم و ͳΎربی΋ش محسن آقای و زنΎنه دکتر خانم جمله از عزیز دوستان از همچنین
نیا،سهیلا چله مریم ،ͳمینای سارا ،ͳعبدالله صاحبه ،ͳکریم پریسا ،ͳفتاح راضیه ،ͳلعل رویا نادری،
طاهره حیدری، سمیه ،ͳحقیق فاطمه احمدی، زهرا احمدی، مهین برزگر، سمیه ،ͳبساط فاطمه ،ͳبساط

کنم. ͳم ͳدان قدر تش΋رو رساندند، یاری مرا کار این انجام در نحو هر به که بشیری
ͳبساط کبری
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چ΋یده
نامساوی�های بهینه�سازی٢، ثابت١، نقطه ،ͳزین نقطه مسأله پن; کردن متحد برای برداری تعادل مسأله

م�ͳرود. کار به ۴ نش تعادل تغییرات٣ͳو
ما کردند. مطرح را برداری تعادل مسأله و داده تعميم را (اس΋الر) تعادل مسأله رياضیدان�ها از ͳبرخ
در و م�ͳکنیم ͳبررس را مسأله این برای جواب وجود و بیان را قوی و ضعیف برداری ͳتعادل مسأله
وجود و بیان یافته تعمیم برداری ͳتعادل مسأله برای را Levitin−polyak۵ͳترتیب خوش ͳپایان قسمت

م�ͳکنیم. ͳبررس را آن برای جواب
و کردند مطرح نویسندگان سایر که است ͳشرایط از تر ضعیف نامه پایان این در شده ذکر شرایط

کند. ͳم بیان را تری ͳکل حالت درواق΄
کلماتکلیدی:

محدب زیر تاب΄ مخروط، برداری، تعادل مسأله جواب، دنباله محدب، ،Έتوپولوژی برداری فضای
ترتیب خوش حفره، مخروط، ͳزین وار،نقاط

١Fix Point
٢Optimization
٣Variational inequalities
۴Nash equilibrium
۵Well-Posedness
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پیشΎفتار�

Έتوپولوژي برداری فضاهای در را برداری تعادل مسأله بار اولين برای [٨]١ بلوم و ͳاوتل ۱۹۹۴ سال در

. دارند زمینه این در ͳهاي�ͳبررس نویسندگان کردند. مطرح

بنابراين بودند. برداری ͳتعادل به اس΋الر) تعادل( مسأله�ی از ͳتعميم دنبال به رياضيدان�ها از ͳبعض

ͳقضایای سپس و آوردند دست به ( V EP اختصار به ) برداری تعادل مسأله�ی عنوان به جديدی مسأله

نمودند. ارایه را است جواب دارای برداری تعادل مسأله صوت چه در م�ͳدهند نشان که

است. شده تش΋یل فصل سه از نامه پایان این

پردازد. ͳم م�ͳباشد نیاز مورد بعد فصل دو در که اولیه قضایای و تعاریف و مقدمات به اول فصل

در ͳکاربردهای همراه به را ضعیف برداری ͳتعادل مسأله جواب وجود برای ͳکاف شرایط دوم فصل

م�ͳدهد. ارایه ͳزین نقاط وجود و سازی م�ͳنیمم مسایل

تعمیم برداری تعادل مسایل برای Levitin− polyak ͳترتیب خوش مفهوم ارایه به سوم فصل بالاخره

levitin− از نوع چهار مقاله از فصل این در م�ͳپردازد. دارد سروکار جواب ͳتقریب دنباله با که یافته

صورت چه در همچنین م�ͳکنیم. بیان یافته تعمیم برداری ͳتعادل مسأله برای را ترتیب خوش polyak

و م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را است یافته تعمیم برداری ͳتعادل مسأله برای ͳتقریب جواب دنباله Έی

م�ͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را است ترتیب خوش LP برداری، ͳتعادل مسأله صورت چه در

م�ͳکنیم. تعریف را ٢ حفره و ͳ΋کوراتس اندازه ͳپایان قسمت در

١W. Oettli , E. Blum
٢Gap
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١ فصل

ͳمقدمات قضایای تعاریفو



م�ͳکنیم. بیان را هستند نیاز مورد بعد فصل�های در که ͳتابع آنالیز از ͳتعاریفوقضایای فصل این در

: خواصآن متریΈو فضای ١-١

� تعریف١-١-١.

برداری یΈفضای F روی V صورت دراین باشد، میدان F و ͳآبل گروه (V,+) ،ͳناته مجموعه V اگر

V در م�ͳشود) نوشته αv صورت به (که عنصری v ∈ V هر و α ∈ F هر ازای به هرگاه م�ͳشود نامیده

طوری�که: به باشد، داشته وجود

α(x+ y) = αx+ αy, ∀α ∈ F, ∀x, y ∈ V .١

(α + β)x = αx+ βx, ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V .٢

۱x = x, ۰x = ۰, ۰+ x = x, ∀x ∈ V .٣

α(βx) = (αβ)x, ∀α, β ∈ F, ∀x ∈ V .۴

� تعریف١-١-٢.

هرگاه: گوییم X روی متر Έی را d : X ×X −→ R تاب΄ باشد، ͳناته مجموعه X کنید فرض

d(x, y) ≥ ۰, ∀x, y ∈ X .١

d(x, y) = ۰ ⇐⇒ x = y .٢

d(x, y) = d(y, x), ∀x, y ∈ X .٣

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y), ∀x, y, z ∈ X .۴

م�ͳنامیم. Έمتری فضای را (X, d) صورت دراین باشد X بر متر Έی d اگر

�� تعریف١-١-٣.

به م�ͳشود داده نمایش limsupn−→∞xnنماد با که آن ͳبالای حد باشد، دنباله Έی {xn} کنید فرض

م�ͳشود: تعریف زیر صورت

limsupn−→∞xn = infnsupk≥nxk

٢



م�ͳشود: تعریف زیر صورت به م�ͳشود داده نمایش liminfn−→∞xn نماد با که ͳپایین حد مشابه طور به

liminfn−→∞xn = supninfk≥nxk

باشند. مساوی هم با و موجود آن ͳپایین و ͳبالای ⇒⇐حد همΎراست {xn} دنباله

� تعریف١-١-۴.

طوری�که: به باشد ͳطبیع اعداد از ای دنباله {nk} و دنباله Έی {xn} کنید فرض

n۱ < n۲ < ...

م�ͳشود. نامیده {xn} دنباله زیر {xnk
} دنباله صورت این در

�� تعریف١-١-۵.

طوری�که: به باشد xموجود ∈ X هرگاه �گوییم، همΎرا (X, d) Έمتری فضای در را {xn} دنباله

∀ϵ > ۰ , ∃N ∈ N s.t. ∀n ≥ N =⇒ d(xn, x) < ϵ

.limn−→∞xn = x یا xn −→ x م�ͳنویسیم و �گوییم همΎرا x به را {xn} دنباله�ی صورت این در

نباشد. همΎرا هرگاه گوییم واگرا (X, d) در را {xn} دنباله�ی

است؛ صفر به همΎرا (d(x, y) = |x− y|) ͳاقلیدس متر با ͳحقیق اعداد فضای در ۱
n۲ دنباله مثال برای

نیست. همΎرا ͳاقلیدس متر با X = (۰,+∞) مثبت ͳحقیق اعداد فضای در ͳول

� .۶-١-١ قضیه

باشد، (X, d) Έمتری فضای در ای دنباله {xn} کنید فرض

است؛ �فرد به منحصر وجود صورت در دنباله Έی حد .١

است؛ کراندار همΎرا، دنباله هر .٢

باشد؛ همΎرا اش دنباله زیر هر اگر فقط و اگر همΎراست {xn}دنباله .٣

� تعریف١-١-٧.

هرگاه: م�ͳنامند باز را A ⊆ X مجموعه باشد. Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض

طوری�که: به باشد داشته وجود r > ۰ ،x ∈ A هر ازای به

B(x; r) ⊆ A

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و است r شعاع و x مرکز به باز گوی B(x; r) آن در که

B(x; r) = {y ∈ X : d(x, y) < r}

باشد. باز Ac ͳیعن آن متمم هرگاه م�ͳنامند بسته را A ⊆ X مجموعه همچنین

٣



� تعریف١-١-٨.

Έی را x ∈ X نقطه باشد. X از دلخواه ای مجموعه زیر S و Έمتری فضای Έی (X, d)کنید فرض

S از نقطه Έی شامل حدقل B(x; r) مانند گوی هر هرگاه م�ͳنامند، ( Sبستاری) S ͳچسبیدگ نقطه

S)م�ͳنامند. حدی (یا ͳΎانباشت نقطه Έی را x آنΎاه باشد، S \ {x} به چسبیده x هرگاه باشد.

مجموعه ͳΎانباشت نقاط مجموعه و م�ͳدهند نشان S با و م�ͳنامند S بستار را S چسبیده نقاط مجموعه

داد: نشان م�ͳتوان ͳسادگ به م�ͳدهند. نشان S ′ با و م�ͳنامند S مشتق مجموعه را S

S = S ∪ S ′

� .١-١-٩ گزاره

صورت: این در باشد، A ⊆ X و Έمتری فضای Έی (X, d) کنید فرض

x ∈ A ⇐⇒ ∃{xn} ⊆ A s.t. xn −→ x

��� تعریف١-١-١٠.

τ ⊆ P (X) ͳیعن باشد، آن مجموعه�های زیر از گردایه�ای τ و ͳناته مجموعه�ای X کنید فرض

م�ͳباشد.) X مجموعه�های زیر تمام مجموعه�ی P (X))

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه م�ͳنامیم X در ١ توپولوژی Έی را τ صورت دراین

،X, ∅ ∈ τ .١

،{Gα}α∈I ⊆ τ =⇒ ∪α∈IGα ∈ τ .٢

،{G۱, G۲, ..., Gn} ⊆ τ =⇒ ∩n
i=۱Gi ∈ τ .٣

م�ͳنامیم. توپولوژی فضای را (X, τ) آنΎاه باشد، X روی توپولوژی Έی τ اگر

� تعریف١-١-١١.

توپولوژی هرگاه توپولوژیΈنامیم برداری یΈفضای ,X)را τ) باشد برداری XیΈفضای فرضکنیم

دیΎر: عبارت به باشد، پیوسته اس΋الر وضرب جم΄ اعمال به نسبت X روی τ

باشد؛ پیوسته X به X ×X از (x+ y) −→ x+ y نΎاشت .١

باشد. پیوسته X به R×X از (t, x) −→ tx نΎاشت .٢

� تعریف١-١-١٢.

X روی ٢ نرم Έی را ∥ . ∥: X −→ [۰,+∞) تاب΄ باشد، F میدان روی برداری فضای Έی X اگر

هرگاه: گویند

١Topology
٢Norm

۴



،∥x∥ ≥ ۰, ∥x∥ = ۰ ⇐⇒ x = ۰ , ∀x ∈ X .١

،∥αx∥ = |α|.∥x∥, ∀α ∈ F = ۱ یا R , ∀x ∈ X .٢

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, ∀x, y ∈ X .٣

م�ͳشود. نامیده دار نرم فضای X صورت این در شود، تعریف نرم Έی X برداری فضای روی اگر

�� .( مقدار مجموعه های (نΎاشت تعریف١-١-١٣

نمادهای با را Y به X از T مقدار مجموعه نΎاشت باشند. دلخواه ͳمجموعه�های X, Y کنید فرض

برای هرگاه نΎاشت T دهند. ͳم نشان T : X −→ ۲Y و T : X ⊸ Y ،T : X ↠ Y ،T : X ⇒ Y

باشد. Y از ای مجموعه زیر T (x) ،x ∈ X هر

Y ͳناته مجموعه�های زیر ۲Y از منظور م�ͳکنيم. استفاده T : X −→ ۲Y نماد از ما پايان�نامه اين در

م�ͳباشد.

� .( پایین و بالا ͳΎنیم�پیوست) تعریف١-١-١۴

را f : X −→ (−∞,∞) تاب΄

باشیم: داشته x۰ هر ازای به هرگاه گوییم ١ ͳپایین نیم�پیوسته .١

liminfx−→x۰f(x) ≥ f(x۰)

معادل: عبارت به

∀ϵ > ۰ ∃δ > ۰ ; y ∈ B(x۰; δ) =⇒ f(y) ≥ f(x۰)− ϵ

باشیم: داشته x۰ هر ازای به هرگاه گوییم ٢ ͳبالای نیم�پیوسته .٢

limsupx−→x۰f(x) ≤ f(x۰)

باشد. ͳپایین نیم�پیوسته −f دیΎر عبارت به

� .١۵-١-١ مثال

ͳپایین نیم�پیوسته تاب΄ Έی (x با مساوی یا کوچ΋تر ΀صحی عدد بزرگترین ⌈x⌉) f(x) = ⌈x⌉ تاب΄

نیست.

است. ͳبالای نیم�پیوسته تاب΄ Έی f(x) = ⌊x⌋ تاب΄ .١۶-١-١ مثال

است. �پیوسته f(x) = [x] توجه:

١ Lower semicontinuos
٢ Upper semicontinuos

۵



با را A ⊂ Y Tبرای : X −→ ۲Y مقدار مجموعه ١نΎاشت ͳبالای مع΋وس .١-١-١٧ تعریف

م�ͳگردد: تعريف زير صورت به و داده نشان T u(A)

T u(A) = {x ∈ X : T (x) ⊂ A}.

داريم: و داده Tنشان l(A) با پایین٢ͳرا مع΋وس ترتيب همين به

T l(A) = {x ∈ X : T (x) ∩ A ̸= ∅}.

� .١-١-١٨ مثال

شود: تعريف زير صورت به T : R −→ ۲R کنيد فرض

T (x) =

 [−۱, ۱] x ̸= ۰

{۰} x = ۰

داريم: A = {۰} ⊆ R مجموعه�ی برای بنابراين

T l({۰}) = {x ∈ R : T (x) ∩ {۰} ̸= ∅} = R

T u({۰}) = {x ∈ R : T (x) ⊆ {۰}} = {۰}

� .١-١-١٩ لم

معادل�اند: زير موارد بΎيريد نظر در را T : X −→ ۲Y مقدار مجموعه نΎاشت

است. ͳبالای پيوسته�ی نيم T (١

است. باز T u(V ) ، Y از V باز مجموعه�ی زير هر برای (٢

است. بسته T l(F ) ، Y از F بسته مجموعه�ی زير هر برای (٣

�� .١-١-٢٠ لم

معادل�اند: زير موارد بΎيريد نظر در را T : X −→ ۲Y مقدار مجموعه نΎاشت

است. ͳپایین پيوسته�ی نيم T (١

است. باز T l(V ) ، Y از V باز مجموعه�ی زير هر برای (٢

است. بسته T u(F ) ، Y از F بسته مجموعه�ی زير هر برای (٣

پيوسته�ی نيم و ͳپایین پيوسته�ی نيم که دارند وجود ͳاشت�هايΎن که م�ͳدهند نشان زیر مثال�های

بالع΋س. و نيستند ͳبالای

١Upper inverse
٢ Lower inverse

۶



� .١-١-٢١ مثال

نيست. ͳپایین پيوسته�ی نيم ͳول است ͳبالای پيوسته�ی نيم زير ضابطه�ی با T : X −→ ۲Y نΎاشت

T (x) =


{۱} x < ۰

{−۱} x > ۰

[−۱, ۱] x = ۰

� تعریف١-١-٢٢.

Έی باز١آن پوشش هر هرگاه م�ͳگوییم فشرده را (X, τ) Έتوپولوژی فضای Έی از A زیرمجموعه

باشد. داشته ͳمتناه زیرپوشش

� تعریف١-١-٢٣.

باشد؛ داشته فشرده ͳΎهمسایX در نقطه هر هرگاه م�ͳشود نامیده ٢ فشرده Xموضعاً Έتوپولوژی فضای

که طوری به باشد داشته وجود X از V فشرده زیرمجموعه و W باز مجموعه x ∈ X هر برای ͳیعن

.x ∈ W ⊆ V

� تعریف١-١-٢۴.

۰ ≤ λ ≤ ۱ و x, y ∈ K هر برای هرگاه �گوییم محدب را K ⊆ X آنΎاه باشد، برداری ͳفضای Xاگر

.λx+ (۱− λ)y ∈ K باشیم داشته

� تعریف١-١-٢۵.

غلاف را K شامل محدب مجموعه کوچ΋ترین باشد. K ⊆ X و برداری فضای Έی X کنید فرض

بنابراین م�ͳدهند. Co(K)نشان نماد با و م�ͳنامند K ٣ محدب

Co(K) = ∩{F : K ⊆ F, است {Fمحدب

� .٢۶-١-١ قضیه

صورت: این در باشد، K ⊆ X و برداری ͳفضای X اگر

Co(K) = {
n∑
i=۱

λixi : xi ∈ A, λi ≥ ۰,
n∑
i=۱

λi = ۱, n ∈ N}

�� تعریف١-١-٢٧.

گوییم محدب موضعاً توپولوژی را τ یا محدب موضعاً فضای را (X, τ) Έتوپولوژی برداری فضای

با را فضا این اختصار به که باشد داشته محدب مجموعه�های شامل ٠ از ͳΎهمسای پایه Έی τ هرگاه

م�ͳدهیم. نشان LCS

١Open cover
٢Locally Compact
٣Convex hull

٧



� تعریف١-١-٢٨.

.tK ⊆ K باشیم داشته ،t > ۰ هر ازای به هرگاه ١گوییم، مخروط را K ⊆ X

� .١-١-٢٩ مثال

Rم�ͳباشد. در مخروط Έی K = [۰,+∞)

� تعریف١-١-٣٠.

را ≤ ͳجزی ترتیب رابطه�ی باشد. مخروط Έی K ⊆ X و ͳحقیق باناخ فضای Έی X کنید فرض

م�ͳکنیم: تعریف زیر صورت به K به نسبت X روی

x ≤ y ⇐⇒ y − x ∈ K

�� تعریف١-١-٣١.

.intK ̸= ∅ اگر اگروتنها م�ͳشود گفته ٢ جامد مخروط Έی K ⊆ E

� .١-١-٣٢ لم

است: برقرار زیر خواص آنΎاه باشد، E در جامد و محدب مخروط Έی K کنیم فرض

K؛ + intK ⊆ intK .١

λ؛ > ۰ برای ،λintK ⊆ intK .٢

.a ≪ c آنΎاه b ≪ c و a ≤ b اگر .٣

�� برهان.

داریم: بنابراین است؛ K از ای مجموعه زیر intK .١

K + intK ⊆ K +K.

Έی K + intK دیΎر طرف از .K + intK ⊆ K بنابراین است، محدب مخروط Έی K چون و

داریم: است، K در مشمول باز مجموعه بزرگترین intK چون و م�ͳباشد E در باز مجموعه

K + intK ⊆ intK

داریم: λ > ۰ هر برای .٢

λK ⊆ K

.λintK ⊆ intK پس ،intK ⊆ K چون و

١Cone
٢solid cone

٨



داریم: a, b, c ∈ E هر برای .٣

a ≤ b ⇐⇒ b− a ∈ K

و

b ≪ c ⇐⇒ c− b ∈ intK.

که: م�ͳگیریم نتیجه (آ) قسمت از

c− a = (c− b) + (b− a) ∈ intK +K ⊆ intK

.a ≪ c داریم نتیجه در و

� تعریف١-١-٣٣.

در باشد، E از بسته و ͳناته محض مجموعه زیر Έی C و ͳ١حقیق باناخ فضای Έی E کنیم فرض

اگر: فقط و اگر م�ͳشود نامیده ٢ͳرأس و محدب مخروط Έی C صورت این

،C ̸= {۰} .١

،ax+ by ∈ C آنΎاه a, b ≥ ۰ که a, b ∈ R و x, y ∈ C اگر .٢

بودن). ͳرأس (خاصیت x = ۰ آنΎاه ،−x ∈ C و x ∈ C اگر .٣

تعادل مسأله ١-٢

سازی، بهينه ثابت، نقطه� ،ͳزين نقطه� مسأله� پن; کردن متحد برای [٨] ٣ بلوم و ͳاوتل ،۱۹۹۴ سال در

کردند. ͳمعرف زير صورت به را (اس΋الر) تعادل مسأله�� ͳتغییرات نامساويهای و نش تعادل

� تعریف١-٢-١.

φ : A×A −→ R = (−∞,∞) و X از ͳناته مجموعه�ی زير A و دلخواه Xمجموعه�ای کنيد فرض

طوری�که: به x∗ ∈ A کردن پيدا از عبارتست φ Aو نظير تعادل۴ مسأله�ی باشد. دلخواه ͳتابع

φ(x∗, y) ≥ ۰, ∀y ∈ A

در آنها تر دقیق عبارت به دادند تعمیم برداری ͳتعادل به را (اس΋الر) تعادل مسأله�ی رياضيدان�ها

K مانند مخروط Έي توسط که Y مانند Έتوپولوژي برداری فضای Έي از R جای به φ تاب΄ تعريف

١Banach Space
٢pointed
٣E. Blum , W. Oettli
۴ Equilibrum problem

٩



(V EP اختصار (به برداری تعادل مسأله�ی عنوان به جديدی مسأله بنابراين کردند. استفاده شده مرتب

م�ͳآيد. دست به زير صورت به

� تعریف١-٢-٢.

طوری�که: به x∗ ∈ A کردن پيدا

φ(x∗, y) /∈ −intK, ∀y ∈ A (۱)

� محدب). مجموعه�های جداسازی (قضیه ١-٢-٣ قضیه
هم از جدا و محدب و ͳناته های مجموعه زیر A,B و Έتوپولوژی برداری فضای Έی X کنید فرض

هستند: برقرار زیر اح΋ام آنΎاه باشند

آنΎاه: باشد باز A اگر .١

∃Λ ∈ X∗, y۰ ∈ R s.t. ReΛ(x) < y۰ ≤ ReΛ(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B

آنΎاه: باشد محدب موضعاً X و بسته B فشرده، A اگر .٢

∃y۱, y۲ ∈ R, Λ ∈ X∗ s.t. ReΛ(x) < y۱ < y۲ < ReΛ(y), ∀x ∈ A, ∀y ∈ B

١٠


