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انحراف مقدار مدول، یک تک�زنجیري بعد می�کنیم. بررسی و تعریف را مدول�ها تک�زنجیري بعد پایان�نامه این در

-R یک ،α ترتیبی عدد و R حلقه�ي براي می�دهیم نشان می�کند. اندازه�گیري را بودن تک�زنجیري از مدول آن

است (آرتینی) نوتري R تعویض�پذیر حلقه�ي می�دهیم نشان هم�چنین دارد. وجود α تک�زنجیري بعد با مدول

باشد. داشته تک�زنجیري بعد تولیدشده متناهی مدول -R هر اگر تنها و اگر

می�دهیم نشان واقع در می�کنیم. بیان را دارند تک�زنجیري بعد آن�ها مدول�هاي که حلقه�هایی ویژگی�هاي ادامه در

تک�زنجیري بعد ⊕∞
i=١R آزاد راست مدول -R هر اگر تنها و اگر دارد تک�زنجیري بعد راست مدول -R هر

باشد. آرتینی نیم�ساده حلقه�ي یک R اگر وتنها اگر باشد داشته





ساخت قطره�اي اندیشه، بیکران دریاي در را کوچکش بنده که است خداوندي آن از ستایش و سپاس نخستین

سار سایه در که اکنون لذا نشیند. تماشا به بزرگ آموزگارانی ناب اندیشه�هاي دریچه از را آن وسعت تا

به بزرگوارانی از را سپاس مراتب تا دانم می لازم خود بر است، رسیده انجام به حاضر پایان�نامه بنده�نوازي�هایش

نمی�رسید. انجام به پایان�نامه این هرگز نبود، یاریگرشان دست اگر که آورم جا

زحمت که داودیان مریم دکتر خانم سرکار و کرمزاده شهنی امیدعلی دکتر آقاي جناب گرانقدرم اساتید از ابتدا

دارم. را قدردانی و تشکر کمال داشتند، عهده بر را پایان�نامه این راهنمایی

در حضورشان که کنم می تقدیم عزیزم همسر و مادر پدر، به زندگیم، هم�راهان مهربان�ترین به را آخر سپاس

است.. بوده سخاوت بی�ریاي مصداق زندگیم فضاي
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پیشگفتار

می�شود. بیان آن ویژگی�هاي و اصلی اعداد مفهوم ابتدا اول، فصل در است. شده تنظیم فصل چهار در پایان�نامه این

اعداد ضرب و جمع ادامه در می�کنیم. بررسی را آن�ها ویژگی�هاي از برخی و بیان را ترتیبی اعداد مفهوم سپس

ندارد. جابجایی خاصیت ترتیبی اعداد ضرب و جمع که می�دهیم نشان و می�کنیم تعریف را ترتیبی

و حلقه جمله از مهمی مفاهیم به فصل این در دارد. اختصاص مدول و حلقه بنیادي مطالب به دوم فصل

نیم�کامل، و کامل حلقه� ساکل، سري و مدول ساکل نیم�ساده، و ساده مدول�هاي و حلقه آرتینی، و نوتري مدول�هاي

مفاهیم این ارائه�ي است. شده پرداخته ... و متناهی پوچ بعد و نیم�پوج پوچ، مدول�هاي هافین، مدول�هاي و حلقه

نیز آن�ها مهم قضایاي از برخی هم�چنین باشد، مؤثر پایان�نامه این بعدي فصل�هاي صحیح درك و فهم در می�تواند

است. شده بیان

معرفی به ابتدا اول بخش در می�باشد. چهارم فصل اساس و پایه که است شده تقسیم بخش دو به سوم فصل

است. شده بیان آن�ها به مربوط مهم قضایاي و ویژگی�ها سپس است. شده پرداخته مدول طول و ترکیبی سري

تک�زنجیري حلقه�ي تک�زنجیري، مدو�هاي بخش این در دارد. اختصاص تک�زنجیري مدول�هاي به دوم بخش

و قضایا بیان به و می�دهیم ارائه را آن�ها از مثال�هایی سپس می�کنیم. معرفی را زنجیري مدول�هاي و حلقه و

می�پردازیم. آن�ها ویژگی�هاي

بعد اول بخش در است. شده تقسیم بخش سه به می�باشد، پایان�نامه این اصلی فصل که چهارم فصل

نشان که است ترتیبی عدد یک مدول، یک تک�زنجیري بعد می�کنیم. بررسی و تعریف را مدول�ها تک�زنجیري

حلقه روي مدول�ها تک�زنجیري بعد تعریف براي دارد. انحراف بودن تک�زنجیري از مقدار چه مدول یک می�دهد

پ



ت مطالب فهرست

می�کنیم؛ تعریف را مدول�ها -R از ζα کلاس�هاي ،α ≥ ١ ترتیبی اعداد تمام براي ترامتناهی، استقراي با ابتدا ،R

در را α > ١ ترتیبی عدد سپس، باشد. غیرصفر تک�زنجیري مدول�هاي کلاس ζ١ می�کنیم فرض شروع، براي

کلاسی ζα می�کنیم فرض باشد، شده تعریف β < α ترتیبی اعداد تمام براي ζβ می�کنیم فرض می�گیریم؛ نظر

باشیم داشته M
N
≇ M که ،N < M زیرمدول هر ازاي به که طوري به باشد غیرصفر مدول�هاي -R از

.M
N

∈
∪

β<α ζβ

که α ترتیبی عدد کوچک�ترین صورت این در ،M ∈ ζα که طوري به باشد داشته وجود هایی ζα اگر

اگر می�دهیم. نمایش u.s.dim(M) صورت به را آن و می�کنیم Mتعریف مدول تک�زنجیري بعد Mرا ∈ ζα

نباشد، اي ζα هیچ به متعلق و Mغیرصفر مدول -R چنانچه و u.s.dim(M) = ٠ می�کنیم Mتعریف = ٠

ندارد”. تک�زنجیري ”Mبعد که یا است” نشده تعریف u.s.dim(M)” گوییم

M مدول -R که می�دهیم نشان می�کنیم. بررسی را تک�زنجیري بعد اساسی قضایاي از بعضی بخش این در

،M١ ≤M٢ ≤M٣ ≤ ... Mمانند زیرمدول�هاي از صعودي زنجیر هر براي اگر تنها و اگر دارد تک�زنجیري بعد
M
Mn

∼= M
Mk

باشیم داشته k ≥ n هر براي یا باشد تک�زنجیري M
Mn

که طوري به باشد داشته وجو n ≥ ١ عدد

ببینید). را 3.1.4 (نتیجه دارد تک�زنجیري بعد نوتري مدول هر که می�دهد نتیجه این ببینید). را 4.1.4 (قضیه

تولیدشده متناهی مدول -R هر اگر تنها و اگر است نوتري R تعویض�پذیر حلقه�ي که می�دهیم نشان هم�چنین

ببینید). را 4.1.4 (نتیجه باشد داشته تک�زنجیري بعد

اگر که می�دهیم نشان می�کنیم. بررسی را آن طول با مدول یک تک�زنجیري بعد بین رابطه�ي دوم بخش در

با ببینید). را 1.2.4 (قضیه u.s.dim(M) ≤ ℓ(M) آن�گاه باشد، متناهی طول با راست مدول -R یک M

حلقه�ي که می�گیریم نتیجه قضیه این از استفاده با و دارد تک�زنجیري بعد متناهی طول با مدول هر این�که به توجه

باشد داشته متناهی تک�زنجیري بعد تولیدشده متناهی مدول -R هر اگر تنها و اگر است آرتینی R تعویض�پذیر

است برابر آن طول با تولیدشده متناهی ساده نیم مدول یک بعد که می�دهیم نشان بعلاوه ببینید). را 1.2.4 (نتیجه

ببینید). را 4.2.4 (قضیه

نشان دارند. تک�زنجیري بعد آن�ها (چپ) راست مدول�هاي که می�کنیم بررسی را حلقه�هایی سوم بخش در

باشد آرتینی نیم�ساده R اگر تنها و اگر دارد تک�زنجیري ∞⊕بعد
i=١Rراست مدول ،R حلقه�ي براي که می�دهیم



ث مطالب فهرست

ببینید). را 2.3.4 (قضیه باشند داشته تک�زنجیري بعد راست مدول�هاي -R تمام اگر تنها و اگر

می�باشند. یکانی مدول�ها و یک�دار حلقه�ي یک R پایان�نامه این سراسر است ذکر به لازم آخر در



1 فصل

ترتیبی و اصلی اعداد

مقدمه

و متناهی اصلی اعداد بین متمایز و متشابه ویژگی�هاي می�کنیم. معرفی را اصلی اعداد مفهوم ابتدا فصل این در

کرده معرفی را ترتیبی اعداد مفهوم سپس می�کنیم. عرضه اصلی اعداد ضرب و جمع شناسایی ضمن را ترامتناهی

کرده�ایم. ذکر ترتیبی ضرب و جمع مطالعه�ي در را ترتیبی حساب شگفتی�هاي و

اصلی اعداد 1.1

و می�کنیم معرفی است مجموعه�ها اندازه�ي براي اولیه مفهوم یک واقع در که را اصلی اعداد مفهوم بخش این در

به مربوط قضایاي و ویژگی�ها از برخی هم�چنین می�کنیم. تعریف را ترتیبی اعداد حاصل�ضرب و مجموع سپس

می�نماییم. بیان را آن�ها

صورت به و می�نامیم هم�ارز یا متشابه را B و A ي مجموعه دو هم�ارز) یا متشابه هاي (مجموعه .1.1.1 تعریف

باشد. موجود B و A بین یک به یک تناظر یک هرگاه می�دهیم، نمایش A ∼ B

نمایش |A| صورت به را آن اصلی عدد صورت این در باشد مجموعه یک A اگر اصلی) (عدد .2.1.1 تعریف

داریم: را زیر موضوع اصول اصلی اعداد براي و می�دهیم

1



2 ترتیبی و اصلی اعداد .1 فصل

دارد وجود A مجموعه�ي یک a اصلی عدد هر براي و است مربوط اصلی عدد یک با A مجموعه�ي هر (1

.|A| = a که طوري به

.A = ∅ اگر تنها و اگر |A| = ٠ (2

آن�گاه ،A ∼ {١,٢,٣, ..., k} ، k ∈ N یک براي یعنی باشد، غیرتهی متناهی مجموعه�ي یک A اگر (3

.|A| = k

.A ∼ B اگر تنها و اگر |A| = |B| ،B و A مجموعه�ي دو هر براي (4

است. خوش�ترتیب اصلی اعداد از مجموعه هر .1.1.1 قضیه

.[22] مرجع 9.3 قضیه به کنید رجوع اثبات.

هم�ارز B زیرمجموعه�ي یک با A هرگاه ،|A| ≤ |B| گوییم مفروضند. B و A مجموعه�ي دو .3.1.1 تعریف

.|A| < |B| می�نویسیم آن�گاه ،|A| ̸= |B| و |A| ≤ |B| اگر و باشد

|N| < |R| .1.1.1 مثال

. |A| = |B| آن�گاه ،|B| ≤ |A| و |A| ≤ |B| که طوري به باشند مجموعه دو B و A اگر .1.1.1 تبصره

به باشند، مجزا مجموعه�هاي B و A و اصلی عدد دو b و a کنید فرض اصلی) اعداد (جمع .4.1.1 تعریف

.a+ b = |A ∪B| می�کنیم تعریف صورت این در . |B| = b و |A| = a که طوري

X = A× {o} مجزاي مجموعه�هاي می�توانیم نباشند، مجزا B و A مجموعه�هاي که صورتی در .1.1.1 توجه

ببریم. کار به آن�ها جاي به را Y = B × {١} و

. X ∩ Y = ∅ و Y ∼ B ، X ∼ A بنابراین

: داریم صورت این در باشند. دلخواهی اصلی اعداد z و y ،x کنید فرض .2.1.1 قضیه

x+ y = y + x (1



3 ترتیبی و اصلی اعداد .1 فصل

(x+ y) + z = x+ (y + z) (2

نشان براي است) عبري الفباي حرف اولین ℵ٠ الف-صفر؛ (بخوانید ℵ٠ نماد کانتور، گئورگ از پیروي به

حقیقی اعداد مجموعه�ي اصلی عدد دادن نشان براي c نماد و نامتناهی شماراي مجموعه�ي یک اصلی عدد دادن

.|R| = c ، |N| = ℵ٠ یعنی؛ می�روند. کار به

بیابید. را ℵ٠ + ℵ٠ مجموع .2.1.1 مثال

باشند. فرد طبیعی اعداد مجموعه�ي و زوج طبیعی اعداد مجموعه�ي ترتیب به No و Ne کنیم فرض حل:

تعریف به بنا نتیجه در است. N آن�ها اجتماع و هستند N مجزاي و نامتناهی زیرمجموعه�هاي No و Ne بنابراین

داریم: اصلی اعداد جمع

ℵ٠ + ℵ٠ = |Ne|+ |No| = |Ne ∪ No| = |N| = ℵ٠.

متناهی اصلی اعداد در زیرا است؛ ترامتناهی اصلی اعداد اختصاصی ویژگی یک بالا مثال نتیجه�ي .2.1.1 توجه

.ℵ٠ + c = c و c+ c = c که داد نشان می�توان هم�چنین است. درست m = ٠ ازاي به تنها m+ n = n

که طوري به باشند مجموعه دو B و A و اصلی عدد دو b و a کنید فرض اصلی) اعداد (ضرب .5.1.1 تعریف

.ab = |A×B| می�کنیم تعریف صورت این در ،|B| = b و |A| = a

است. پخش�پذیري و شرکت�پذیري جابجایی، خواص داراي اصلی اعداد ضرب .3.1.1 قضیه

بیابید. را ℵ٠ℵ٠ و ٠x ،١x مقادیر باشد، دلخواه اصلی عدد یک x کنید فرض .3.1.1 مثال

چون .|A| = x که طوري به دارد وجود A مجموعه�ي بنابراین باشد، دلخواه اصلی عدد یک x کنیم فرض حل.

پس N × N ∼ N چون طرفی، از .٠x بنابراین ∅ × A ∼ A چون هم�چنین .١x پس {١} × A ∼ A

.ℵ٠ℵ٠ = ℵ٠
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مرتب کاملاً و مرتب جزئاً مجموعه�هاي 2.1

می�کنیم. معرفی را مرتب کاملاً و مرتب جزئاً مجموعه�هاي بخش این در

P در جزئی ترتیب یک را R باشد، P مجموعه�ي روي رابطه یک R و مجموعه یک P اگر .1.2.1 تعریف

: باشیم داشته z و y ،x هر براي هرگاه می�نامیم،

xRx (1

.x = y دهد نتیجه yRx و xRy (2

.xRz دهد نتیجه yRz و xRy (3

می�دهیم. نمایش (P,≤) با را “ ≤ ” جزئی ترتیب با P مجموعه�ي

دو هر اگر و می�شود نامیده مرتب جزئاً مجموعه�ي باشد، جزئی ترتیب یک داراي که مجموعه�اي .2.2.1 تعریف

این در .y ≤ x یا x ≤ y باشیم، داشته ،P در y و x هر براي یعنی، باشند؛ مقایسه قابل مجموعه این عضو

می�نامیم. زنجیر یا خطی مرتب مجموعه�ي یا مرتب کاملاً مجموعه�ي یک را P مجموعه�ي صورت،

است. مرتب جزئاً مجموعه�ي یک عادکردن، رابطه�ي با N طبیعی اعداد مجموعه�ي .1.2.1 مثال

مانند مجموعه زیر یک ،A از قطعه یک باشد، مرتب کاملاً مجموعه�ي یک (A,≤) کنید فرض .3.2.1 تعریف

.x ∈ S آن�گاه ،x ≤ y و x ∈ A ،y ∈ S اگر که طوري به است A از S

صورت این در باشد، A از دلخواه عضو یک x و خوش�ترتیب مجموعه�ي یک (A,≤) کنید فرض .2.2.1 مثال

هستند. A قطعه�هاي Ax = {a ∈ A|a < x} مجموعه�ي و A مجموعه�ي ، تهی مجموعه�ي

بدیهی مرتب جزئاً مجموعه�ي باشد، نداشته مقایسه�پذیري عضو دو هیچ که مرتبی مجموعه�ي .4.2.1 تعریف

می�شود. نامیده
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ترتیبی اعداد 3.1

اعداد و ... و 3 ،2 ،1 «شمارشی» اعداد همان اصلی اعداد متناهی، محاسبات در که گفت می�توان ساده طور به

ترتیبی اعداد و متناهی اصلی اعداد بین تمایز هستند. ... و سومین دومین، اولین، «مرتبه�اي»: اعداد همان ترتیبی

نامتناهی ترتیبی عدد مفهوم اما برد. کار به مورد دو هر در می�توان را طبیعی اعداد که است ناچیز آن�قدر متناهی

می�آید. وجود به نامتناهی خوش�ترتیب مجموعه�ي از (ترامتناهی)

و ویژگی�ها از برخی هم�چنین می�کنیم. تعریف را ترتیبی اعداد توان و حاصل�ضرب مجموع، بخش این در

اجتماع آن�گاه باشند، خوش�ترتیب مجموعه�ي دو B و A اگر که می�دانیم می�کنیم. بیان را آن�ها به مربوط قضایاي

ترتیبی اعداد ضرب و جمع می�توانیم پس می�باشند. خوش�ترتیب مجموعه�هایی نیز آن�ها دکارتی حاصل�ضرب و

کنیم. تعریف را

ابتدا عضو آن از ناتهی زیرمجموعه�ي هر هرگاه می�نامیم، خوش�ترتیب را A مرتب مجموعه�ي .1.3.1 تعریف

دیگر؛ عبارتی به باشد. داشته

.∅ ≠ S ⊆ A =⇒ ∃s٠ ∈ S : ∀s ∈ S, s٠ ≤ s

دوسویی تابع هرگاه می�نامیم، ترتیبی یک�ریخت را B و A خوش�ترتیب مجموعه�ي دو .2.3.1 تعریف

.f(a١) ≤ f(a٢) آن�گاه ،a١ ≤ a٢ اگر ،a١, a٢ ∈ A هر براي که طوري به باشد داشته وجود f : A −→ B

می�نامیم. ترتیبی یک�ریختی را f تابع صورت، این در

آن وارون صورت این در باشد، ترتیبی یک�ریختی یک f : A −→ B اگر که می�شود نتیجه تعریف این از

باشد، ترتیبی یک�ریختی یک نیز g : B −→ C اگر بعلاوه است. ترتیبی یک�ریختی نیز f−١ : B −→ A یعنی

است. ترتیبی یک�ریختی نیز fog : A −→ C یعنی g و f ترکیب آن�گاه

انعکاسی، ، ∼= رابطه�ي .A ∼= B می�نویسیم باشند، ترتیبی یک�ریخت B و A مجموعه�ي دو اگر .1.3.1 توجه

است. متعدي و متقارن
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ord(A) صورت به را آن ترتیبی عدد صورت این در باشد، خوش�ترتیب مجموعه�ي یک A اگر .3.3.1 تعریف

می�باشند: برقرار زیر اصول ترامتناهی یا متناهی ترتیبی اعداد براي کلی حالت در می�دهیم. نمایش

این در باشد، ترتیبی عدد یک α اگر و می�شود داده نسبت ترتیبی عدد یک A خوش�ترتیب مجموعه�ي هر به (1

.ord(A) = α که طوري به دارد وجود A مانند خوش�ترتیب مجموعه�ي یک صورت

.A ∼= B اگر تنها و اگر ord(A) = ord(B) باشند، خوش�ترتیب مجموعه�ي دو B و A اگر (2

.A = ∅ اگر تنها و اگر ord(A) = ٠ (3

،A ∼ {١,٢,٣, ..., k} باشیم داشته k طبیعی عدد براي که باشد قسمی به A خوش�ترتیب مجموعه�ي اگر (4

.ord(A) = k آن�گاه

.ω = ord{١,٢,٣, ...} یعنی می�دهیم، نمایش ωنماد با را طبیعی اعداد مجموعه�ي ترتیبی عدد .1.3.1 تبصره

استتحتخوش�ترتیبی�هاي ممکن یکمجموعه که صورتی در دارد، اصلی یکعدد فقط مجموعه هر .2.3.1 توجه

{١,٣,۵, ...,٢,۴,۶, صورت{... به را طبیعی اعداد اگر مثال، عنوان به باشد. داشته متمایزي ترتیبی عددهاي متفاوت،

.ord(N) ̸= ω صورت این در کنیم، خوش�ترتیب

ترتیبی عدد یک را α می�دهند. نمایش ... و γ ،β ،α یونانی حروف با معمولاً را ترتیبی اعداد .4.3.1 تعریف

باشیم؛ داشته x ∈ α هر براي و باشد خوش�ترتیب مجموعه�ي یک α هرگاه می�نامیم،

S(x) = {y ∈ α|y < x} = x

داریم؛ m ∈ n هر براي زیرا است. ترتیبی عدد یک n مانند طبیعی عدد هر .1.3.1 مثال

S(m) = {٠,١,٢, ...,m− ١} = m

.S(n) = n ،n ∈ ω هر ازاي به زیرا است، نامتناهی ترتیبی عدد کوچک�ترین ω .3.3.1 توجه

می�کنیم: بیان را ترتیبی اعداد خواص از برخی اکنون



7 ترتیبی و اصلی اعداد .1 فصل

داریم؛ x ∈ α هر براي زیرا .x ⊆ α آن�گاه ،x ∈ α اگر (1

.x = S(x) = {y ∈ α|y < x} ⊆ α

داریم؛ آن�گاه ،x, y ∈ α اگر (2

x < y ⇐⇒ x ∈ y

داریم؛ x, y ∈ α هر براي زیرا

.x < y ⇐⇒ y = S(y) = {z ∈ α|z < y} ⇐⇒ x ∈ y

است. ترتیبی عدد یک ترتیبی، عدد یک عضو هر .1.3.1 لم

.[22] مرجع 7.1 لم 7 فصل به کنید رجوع

.α = β آن�گاه ،α ∼= β و باشند ترتیبی عدد دو β و α اگر .1.3.1 قضیه

.[22] مرجع 7.2 لم 7 فصل به کنید رجوع اثبات.

است. خوش�ترتیب ترتیبی اعداد از مجموعه هر .2.3.1 قضیه

.[22] مرجع 7.6 قضیه 2 فصل به کنید رجوع اثبات.

دارد. بالا کران کوچک�ترین ترتیبی اعداد از ناتهی مجموعه�ي هر .3.3.1 قضیه

.[22] مرجع 7.5 لم 7 فصل به کنید رجوع اثبات.

.α = β یا β ∈ α یا α ∈ β آن�گاه باشند، ترتیبی عدد دو β و α اگر .4.3.1 قضیه
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یا پس می�باشند. مرتب کاملاً “≤” رابطه�ي با پس هستند، خوش�ترتیب مجموعه�هاي ترتیبی اعداد چون اثبات.

که طوري به دارد وجود α در x مانند عضوي یا α ∼= S(y) = y ⊆ β که دارد وجود β در y مانند عضوي

.α = β ،4.3.1 قضیه به بنا و α ∼= β یا و β ∼= S(x) = x ⊆ α

است. ترتیبی عدد یک γ =
∪

α∈A α آن�گاه باشد، ترتیبی اعداد از مجموعه یک A اگر .5.3.1 قضیه

.[10] مرجع ٧N قضیه به کنید رجوع اثبات.

.α+ = α ∪ {α} می�دهیم قرار آن�گاه باشد، ترتیبی عدد یک α اگر .4.3.1 توجه

است. ترتیبی عدد یک α+ .6.3.1 قضیه

داریم است، ترتیبی عدد یک α چون ، x ∈ α اگر پس .x = α یا x ∈ α داریم ،x ∈ α+ هر براي اثبات.

ترتیبی عدد یک α+ بنابراین .S(α) = {x ∈ α+|x < α} = α صورت این در ،x = α اگر و .x = S(x)

است.

.α ∈ α+ زیرا ،α < α+ همواره .1.3.1 نتیجه

.α+ = α + ١ داریم و می�نامیم α تالی را α+ .5.3.1 تعریف

مجموعه آن ترتیبی اعداد تمام از که دارد وجود ترتیبی�اي عدد ، ترتیبی اعداد از مجموعه هر ازاي به .5.3.1 توجه

است. بزرگ�تر

،5.3.1 قضیه به بنا .β =
∪

α∈A α می�دهیم قرار و باشد ترتیبی اعداد از مجموعه یک A می�کنیم فرض اثبات.

داریم؛ پس است، ترتیبی عدد یک β

∀α ∈ A,α ⊆ A =⇒ α < β

.α < β+ ،α ∈ A هر ازاي به پس ،β < β+ چون

ندارد. وجود ترتیبی اعداد تمام مجموعه�ي .2.3.1 نتیجه
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ترتیبی عدد یک قبل، توجه به بنا خلف). (فرض باشد ترتیبی اعداد تمام مجموعه�ي S می�کنیم فرض اثبات.

است. تناقض این و نیست مجموعه این به متعلق یعنی است، بزرگ�تر همه از که دارد وجود

عدد ، دیگر عبارتی به است. حدي ترتیبی عدد یک نباشد، تالی ترتیبی عدد یک که ترتیبی عدد .6.3.1 تعریف

می�نامیم. حدي ترتیبی عدد یک را باشد نداشته وجود ترتیبی عدد آن از قبل بلافاصله که ترتیبی

است. حدي ترتیبی عدد یک صفر .2.3.1 مثال

است. حدي ترتیبی عدد یک ω .3.3.1 مثال

مجزا خوش�ترتیب مجموعه�ي Bدو Aو و ترتیبی عدد دو β و α فرضکنیم ترتیبی) اعداد (جمع .7.3.1 تعریف

.α+ β = ord(A ∪B) می�کنیم تعریف صورت این در .ord(B) = β و ord(A) = α که طوري به باشند

را B × {١} و A× {o} مجزاي مجموعه�هاي می�توانیم نباشند، مجزا B و A مجموعه�هاي که صورتی در

ببریم. کار به آن�ها جاي به

سازگار نامنفی صحیح عدد دو معمولی مجموع با α+ β باشند، متناهی ترتیبی عدد دو β و α اگر .6.3.1 توجه

خیلی متناهی حالت با ترتیبی اعداد مجموع ویژگی�هاي است ممکن ترامتناهی، ترتیبی اعداد براي اما است.

نیست. جابجایی خاصیت داراي ترتیبی اعداد جمع کلی حالت در و باشد متفاوت

کنید. پیدا را ۴ و ۵ عدد دو ترتیبی مجموع .4.3.1 مثال

.۴+ ۵ = ord{٠,١,٢, ...,٨} = پس٩ ،۴ = ord{۵,۶,٧,٨} و ۵ = ord{٠,١,٢,٣,۴} حل.

ترتیبی عدد یک k اگر کلی حالت در .ω + ١ = ω+ اما ١ + ω = ω زیرا ،١ + ω ̸= ω + ١ .5.3.1 مثال

زیرا؛ .ω + k ̸= ω و k + ω = ω آن�گاه باشد، غیرصفر متناهی

ω = ord{k, k + ١, ...} و k = ord{٠,١,٢, ..., k − ١}

داریم؛ پس
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k + ω = ord{٠,١,٢, ..., k − ١, k, k + ١, ...} = ω

ω + k = ord{k, k + ١, ...,٠,١,٢, ..., k − ١} > ω

.ω + k ̸= ω این�رو، از

خوش�ترتیب مجموعه�هاي B و A و ترتیبی عدد دو β و α کنید فرض ترتیبی) اعداد (ضرب .8.3.1 تعریف

.αβ = ord(A×B) می�کنیم تعریف صورت این در .ord(B) = β و ord(A) = α که طوري به باشند،

کنید. مقایسه باهم را ω٢ و ٢ω حاصل�ضرب�هاي .6.3.1 مثال

پس .ord(B) = ω و ord(A) = ٢ بنابراین .B = {١,٢,٣, ...} و A = {٠,١} می�کنیم فرض حل.

داریم؛

٢ω = ord(A×B) = ord{(٠,١), (١,١), (٠,٢), (١,٢), (٠,٣), (١,٣), ...} = ω

ω٢ = ord{(١,٠), (٢,٠), (٣,٠), ..., (١,١), (٢,١), (٣,١), ....} > ω

ندارد. جابجایی خاصیت ترتیبی اعداد ضرب کلی حالت در پس .٢ω ̸= ω٢ بنابراین

داریم: γ و β ،α ترتیبی اعداد براي .7.3.1 قضیه

(α+ β) + γ = α+ (β + γ) (1

(αβ)γ = α(βγ) (2

α(β + γ) = αβ + αγ (3

α + ٠ = ٠+ α = α (4

α١+ ١α = α (5

α٠ = ٠α = ٠ (6


