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بازگشتپذیر دوم درجه مراکز تناوب تابع

چ΋یده

بازگشت دوم درجه مراکز از خانوادهای به مربوط تناوب تابع انشعاب نمودار کار دراین
-ͳم قرار مطالعه مورد را ناهمΎن «لود» سیستمهای نمونه بهعنوان مͳکنیم، ͳبررس را پذیر
) «جاکوبس» و «چی΋ون» اثر نتایج در مرکز در تناوب تابع ͳموضع انشعاب نمودار دهیم.
ͳبررس مورد کامل بهطور (١[۶]΀مسط برداری میدانهای برای ͳبحران تناوبهای انشعاب
ͳموضع انشعاب نمودار زمینهی در حاضر کار در شده ارائه بحث عمدهی است. گرفته قرار
را روشهایی مͳکند. محدود را مرکز تناوب حلقوی ناحیهی که مͳباشد چندحلقهای در
-ͳصورت در زیرا است، متفاوت [۶] در موجود روشهای با بردهایم بهکار جا این در که
همواری گسترش چندحلقهای برای یابد گسترش مرکز در ͳتحلیل بهطور تناوب تابع که
مجانبی گسترش مقداری آن که باشد داشته امید مͳتواند شخص مراتب منتهای ندارد.
مقدار Έی پارامتر Έی اینکه اثبات برای دیΎر عمدهی مش΋ل ͳطرف از باشد. داشته
باشد. ی΋نواخت پارامترها با رابطه در باید مجانبی گسترش که، است آن نیست، انشعاب
مͳدهیم. قرار مطالعه مورد را تناوب حلقوی ناحیهی درون در انشعابهایی ما همچنین
تناوب دو یا Έی حداقل تناوب، تابع نظیر که پارامتر فضای در ͳنواح تعدادی بهعلاوه
تناوب تابع از کامل ͳحدس انشعاب نمودار Έی بالاخره مشخصمͳکنیم. را دارند ͳبحران
در مͳتوان را ما نتایج که است بهذکر لازم مͳکنیم. پیشنهاد را ناهمΎن «لود» سیستمهای

داد. قرار استفاده مورد نیز (٢[۴]) «چی΋ون» حدس اثبات به Έکم

مرکز. ،ͳزین انشعاب، تناوب، حلقوی ناحیهی تناوب، تابع کلیدی: واژه�های

١[C. Chicone, M. Jacobs, Bifurcation of Critical Periods for Plane Vector Fields, Trans. Amer.
Math. Soc. 312 (1989) 433-486].

٢[C. Chicone, Review in MathSciNet, Ref. 94h:58072].
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ͳکل دیدگاه و دیباچه

دوم درجهی مراکز از خانوادهای به مربوط تناوب تابع از انشعاب نمودار پایاننامه این در

مͳدهیم. قرار ͳبررس مورد را

دارد: زیر بهصورت ͳحدس «چی΋ون»

نیست، ی΋نواخت که تناوب تابع Έی بههمراه مرکزی که دوم درجهی سیستم Έی اگر

آن مͳتوان زمان، از ثابت مقیاس تغییر Έی و آفین تبدیل Έی توسط آنگاه باشد، داشته

نمود: بیان زیر بهصورت «لود» نرمال ش΋ل با را سیستم

ẋ = −y +Bxy , ẏ = x+Dx۲ + Fy۲ (۱)

ببینید). را [۴]) دارد ͳبحران تناوب دو حداکثر مراکز این تناوب تابع ضمن در

(برای مͳدهند نشان را حدس ͳدرست که است موجود بسیاری ͳتحلیل ملاکهای واق΄ در

تابع آنگاه ،B = ۰ اگر که شده ثابت [٩] در دیΎر طرف از ببینید). را [٧،٢۴،٣١] نمونه

تابع مطالعهی منظر از همچنین است. ی΋نواخت کاملاً̈ (١) سیستم مبداء در مرکز تناوب

،B = ۱ با که Bاست، ̸= ۰ با (١) خانوادهی دوم درجهی مراکز طبقهی جالبترین تناوب

قرار مطالعه مورد زیر بهصورت سیستمهایی ͳیعن مͳشوند، داده مقیاس تغییر Έی توسط

مͳگیرد:

ẋ = −y + xy , ẏ = x+Dx۲ + Fy۲ (۲)

د
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آنرا مͳخواهیم ما که است دوم درجهی مراکز از خانوادهی همان درست سیستم، این

در ͳفن و ͳعلم اصطلاحات مجموعهی از پیروی با و دهیم، قرار مطالعه مورد جا این در

(x, y, t) 7−→ تبدیل که کنید توجه مͳنامیم. ناهمΎن «لود» سیستمهای را آنها ،[۶]

به نسبت سیستمها این همچنین مͳکند، حفظ را (١) «لود» نرمال ش΋ل (x,−y,−t)

تبدیل Έی توسط بازگشتپذیر دوم درجهی مرکز هر واق΄ در بازگشتپذیرند. x محور

(برای شود آورده ««لود»» نرمال ش΋ل به مͳتواند زمان از ثابت مقیاس تغییر Έی و آفین

تناوب حلقوی ناحیهی مرز «پوانکاره» Έبردیس R۲ فشردهسازی ببینید). را [٣٣] نمونه

مرز بهترتیب را آنها که چندحلقهای Έی و خودش مرکز دارد، همبند مؤلفهی دو مرکز از

مͳنامیم. حلقوی ناحیهی برون مرز و درون

است: قسمت سه شامل تناوب تابع انشعاب نمودار که دید خواهیم ١.٢.١ لم در

مرکز)، ͳیعن) درون مرز در تناوب تابع انشعاب (١)

چندحلقهای)، ͳیعن) برون مرز در تناوب تابع انشعاب (٢)

تناوب. حلقوی ناحیهی درون در تناوب تابع انشعاب (٣)

ببینید. را اول فصل دقیق تعاریف برای

درجهی مراکز برای درون مرز در تناوب تابع ͳموضع انشعاب نمودار که است بهذکر لازم

نکته- ببینید). را [۶]) است شده شناخته کاملاً̈ «جاکوبس» و «چی΋ون» نتایج در دوم

بهطور تناوب تابع که است این ببینید) را ١.٢.٢ (قضیهی آنها نتیجهی در کلیدی ی

Έی پذیرای بنابراین است. زوالناپذیر مرکز زیرا مͳیابد، گسترش درون مرز به ͳتحلیل

خواهد هستند، اولیه سیستم پارامترهای روی چندجملهایهای آن ضرایب که «تیلور» بسط

بود.

توسط که است ΓC ͳبیض Έی نخست ضریب از صفر تراز مجموعهی (٢) سیستم برای

را ٨.٢ (ش΋ل است شده داده ۱۰D۲ + ۱۰DF − D + ۴F ۲ − ۵F + ۱ = ۰ رابطهی

است. متناظر درون مرز در تناوب تابع ͳموضع انشعاب نمودار با که ببینید)

انشعاب نمودار از عددی محاسبهی Έی «جاکوبس» و «چی΋ون» ١٩٩٠ سال حدود

گرفت. ͳ΋ی ΓC ͳبیض با ͳبهآسان آنرا مͳتوان که ببینید) را ١ (ش΋ل آورند بهدست کامل
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«جاکوبس». و «چی΋ون» توسط عددی انشعاب نمودار :١ ش΋ل

انشعاب نمودار عددی تقریب با که مͳنماید ظاهر را عجیب ش΋ل کلیوی یΈخم همچنین

دنبال آنرا اثر این در ما که ͳاصل هدف مͳباشد. متناظر برون مرز در تناوب تابع از ͳموضع

است. مجموعه این ͳتحلیل کردن برآورد مͳکنیم،

مش΋ل دو با تناوب حلقوی ناحیهی برون مرز در تناوب تابع انشعاب نمودار مطالعهی در

مͳشویم: مواجه عمده

هموار بهطور برون مرز روی تناوب تابع درون مرز در وضعیت برخلاف اینکه، نخست

داشت. انتظار را مجانبی گسترش مͳتوان مراتب منتهای نمͳیابد، گسترش

Έی نیازمند نیست، انشعاب مقدار Έی پارامتر، Έی اینکه اثبات بهمنظور اینکه، دوم
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باشد. ی΋نواخت پارامترها با رابطه در که بود، خواهیم مجانبی گسترش

پارامترها تغییر مانند برون مرز در چندحلقهای ش΋ل زیرا نیست، ساده مطلب این به دستیابی

مͳکند. تغییر

بیان را نمادگذاری چند کنیم فرمولبندی را خود کار ͳاصل نتیجهی آنکه برای جا این در

داد. خواهیم ارائه را فصول پیریزی نحوهی ادامه در و کرده

را تیره خم همچنین باشد. ٢ ش΋ل در نقطهچین راست خطوط اجتماع ΓU کنید فرض

برون. مرز در تناوب تابع انشعاب نمودار :٢ ش΋ل

مͳباشند.) ناآش΋ار و انشعاب نشانگر بهترتیب U و B نویسهای (زیر بΎیرید نظر در ΓB

که مͳباشد متناظر فاز تصویر انشعابات با ،(−۱,−۱
۲)× {۱

۲} قطعهی برای بهجز ،ΓC خم

ببینید). را ١.١.٢ (بخش مͳدهد قرار تأثیر تحت را تناوب حلقوی ناحیهی برون مرز

(−۱
۲ ,۱) و (−۳

۲ ,
۳
۲) نقاط که است ͳخم و آش΋ار راست خط پاره تعدادی اجتماع ΓB خم
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مجموعهی مانند را معین خم این که دهید اجازه بیشتر دقت برای مͳکند. وصل بههم را

در مͳکنیم ͳمعرف ٢.١.٢ بخش از نخست بخش زير در که صریح تابع Έی از صفر تراز

میان در کردهایم. محاسبه عددی بهصورت آنرا ٢ ش΋ل در آن رسم برای بΎیریم. نظر

کردهایم ثابت ͳتحلیل بهطور ۶.١.٢ گزارهی در است شده گردآوری که دیΎری ویژگͳهای

مͳشود نتیجه ۶.١.٢ گزارهی از بهویژه است. D = G(F ) ͳتحلیل تابع Έی نمودار آن که

R۲ \ ΓB بیکران و کراندار مؤلفههای مͳتوانیم بنابراین است. «جردن» خم Έی ΓB که

نشان صعودی) (برای IB و (ͳنزول (برای DB با را آنها بهترتیب که بΎیریم، نظر در را

کنیم. ذکر را حاضر کار ͳاصل نتیجهی مͳتوانیم نمادگذاریها این با اکنون مͳدهیم.

.µ = (D,F ) نشانهگذاری: . A قضیهی

از تناوب تابع و باشد (٢) در برداری میدانهای خانوادهی {Xµ, µ ∈ R۲} کنید فرض

منظم مقادیر با R۲ \ {ΓB ∪ ΓU} باز مجموعهی آنگاه بΎیرید، نظر در را مبداء در مرکز

بهعلاوه: است. متناظر حلقوی ناحیهی برون مرز در تناوب تابع ͳموضع

ی΋نواخت صعودی برون مرز Έنزدی Xµ۰تناوب تابع آنگاه µ۰ ∈ IB \ ΓU اگر (الف)

است.

است. ی΋نواخت ͳنزول برون مرز Έنزدی Xµ۰تناوب تابع آنگاه µ۰ ∈ DB \ ΓU اگر (ب)

ناحیهی برون مرز در تناوب تابع از ͳموضع انشعاب مقادیر ،ΓB در پارامترها بالاخره

مͳباشند. حلقوی

برای -بهجز آنها که مͳزنیم حدس ما نمͳکنیم. بیان را ΓU در پارامترها مشخصهی ما

نیستند. برون مرز در انشعاب مقادیر -{۰} × [۰, ۱
۲ ] قطعهی

تفاوت- حال بههر است. منطبق ΓB انشعاب خم با نسبی بهطور ١ ش΋ل در عددی تصویر

خم قسمتهای بیشترین بیشباهت، عددی تصویر بهویژه، دارد. وجود چشمگیری های

هستند. راست پارهخطهای انشعاب

مͳآوریم بهدست جا این در ما که آنهایی با [۶] در «جاکوبس» و «چی΋ون» نتایج ترکیب

تابع ببینید) را ٣ (ش΋ل انشعاب نمودار کردن کامل در بعدی، حدس فرمولبندی به را ما

مͳکند. هدایت ناهمΎن «لود» سیستمهای تناوب



ش ͳدیدگاهکل و دیباچه

تناوب. تابع انشعاب نمودار حدس :٣ ش΋ل

خم- اجتماع شامل (٢) ناهمΎن «لود» خانوادهی از تناوب تابع انشعاب نمودار حدس:

است: زیر های

است. متناظر درون مرز در ͳموضع انشعاب مقادیر با که ΓC ͳبیض (الف)

با که {۰} × [۰, ۱
۲ ] قطعهی بههمراه -A قضیهی در شده -داده ΓB «جردن» خم (ب)

است. متناظر برون مرز در ͳموضع انشعاب مقادیر

به را L۳ و (۰, ۰) به را L۲ ،(−۲,۲) به را L۱ بهترتیب که δ۳, δ۲, δ۱ سادهی خم سه (پ)

مͳباشند. متناظر درون در ͳموضع انشعاب مقادیر با مͳکنند، وصل (−۳
۲ ,

۳
۲)

پیرو همچنین شدهاند، داده (٣۶) در شده، بیان بالا در که Li پارامترهای دقیق مقادیر
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-ͳم متناظر (٢) سیستم از دو مرتبهی ضعیف مراکز با آنها ،[۶] اصطلاحات مجموعهی

خمهای از شده زده حدس Liهای در جرمهایی وجود ٢.٢.٢ قضیهی در ما واق΄ در باشند.

دو حداکثر ناهمΎن «لود» سیستمهای تابع که مͳکنیم فکر البته مͳکنیم. ثابت را δi
٢ و ١ ،٠ زدهایم حدس که ناحیههایی در مͳدهد نشان ٣ ش΋ل دارد. ͳبحران تناوب

ͳنواخت΋ی در گسترش تغییرات مورد در کوتاه ͳبحث همچنین دارد. وجود ͳبحران تناوب

دو {۰} × [۰, ۱
۲ ] درقطعهی که کنیم یادآوری دهید اجازه انتها در مͳآوریم. تناوب تابع

قطعهی راست به چپ از گذر عملا̈ مͳدهد. رخ برون مرز در انشعاب از متفاوت نوع

{۰}× [۱۴ ,
۱
۲ ] از گذر حالͳکه در است، متناظر ͳبحران تناوب دو «نابودی» با {۰}× [۰, ۱

۴ ]

ببینید). را ٣.٣ (ش΋ل مͳباشد متناظر ͳبحران تناوب Έی مرز» «تجدید Έی با

رو پیش کار این در که ͳفصول مورد در ͳتوضیحات به مطالعه، سهولت برای خاتمه در

مͳپردازیم.
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است: شده تنظیم زیر بهصورت حاضر اثر

فصل در مͳکنیم. بیان برد خواهیم بهکار که را ͳدقیق مفاهیم و تعاریف اول فصل در

در بخش زیر دو آوردهایم، مفاهیم) و (تعاریف پیشنیازها عنوان تحت آنرا که مربوطه

را دوم بخش و «ͳمقدمات» مفاهیم و تعاریف به را نخست بخش است، شده گرفته نظر

ما بحث مورد موضوع با تنگاتنگ و مستقیم ارتباط -که «ͳاساس» مفاهیم و تعاریف به

داده- انجام تعاریف به مراجعه سهولت بهخاطر صرفاً را کار این دادهایم، اختصاص دارد-

ایم.

-ͳم قرار ͳبررس مورد ͳاصل قسمت دو شده، بیان انشعاب عنوان تحت که نیز فصلدوم در

قسمت مͳباشد. درون در انشعاب و مرزبرون در انشعاب مباحث شامل بهترتیب که گیرد،

فاز تصویر مطالعهی به بهترتیب آنها در که است، بخش زیر چهار شامل دوم فصل از اول

-ͳم کراندار تناوب حلقوی ناحیهی و حالت) دو (در بیکران تناوب حلقوی ناحیهی و

مواردی تمام در مͳکنیم. ذکر را A قضیهی اثبات قسمت این آخر بخش زیر در و پردازیم

حلقوی ناحیهی از برون مرز در چندحلقهای ببینید) را ١.٢ (ش΋ل مͳکنیم مطالعه که

سیستمهای تقارن موارد این در مͳباشند. ͳزین که دارد منظم نقطهی دو یا Έی تناوب

گذر برای زمان تابع ͳپیوستگ گرفتن نظر در برای و تناوب تابع جداشدن هم از برای «لود»

مͳباشند آنهایی وضعیتها پیچیدهترین مͳکند. صادر مجوز ͳزین نقطهی Έی اطراف در

و است بینهایت در ͳزین نقطهی آنگاه زیرا هستند، بیکران تناوب حلقوی ناحیهی در که

بدین بΎیرد. نظر در را (مرومرفیسم) برخهریخت برداری میدانهای که است مجبور فرد

[١٨] در اثبات نتیجهی Έی بالا در شده بیان مجانبی گسترش آوردن بهدست برای ترتیب

(گزارهی مͳکند ثابت را زمان تابع از نوع این گسترش اولیهی عبارات که مͳبریم، بهکار را

اثبات نظر از بنابراین مͳرود، کلنجار وضعیت این با ٢.١.٢ قضیهی ببینید). را ۴.١.٢

ناحیهی درون در تناوب تابع انشعابات دوم، فصل از دوم درقسمت است. نتیجه دشوارترین

مقادیر نوع این با خمها از جرم سه که مͳدهیم نشان و مͳکنیم مطالعه را تناوب حلقوی

دارد. وجود انشعاب

تناوب تابع زیرا مͳکنیم، ͳمعرف پارامتر فضای در را ناحیه تعدادی فصلسوم، در سرانجام
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نمودار حدس تکامل مورد در همچنین دارد. ͳبحران تناوب دو یا Έی حداقل متناظر،

تعدادی نیز انتها در مͳکنیم. نظر اظهار ناهمΎن «لود» سیستمهای تناوب تابع انشعاب

مشخص مقادیر برای بهویژه مͳکنیم. مطرح آن اثبات ͳدرست برای را دقیق باز سؤالات از

که بینهایت در منظم نقاط تناوب، حلقوی ناحیهی برون مرز در چندحلقهای پارامترها، از

گزارهی برای مشابه ابزار مورد این در دارد. را هستند ͳزین گرههای یا مش�دد زینͳهای

تابع انشعاب مقادیر ͳعموم مطالعهی است بهذکر لازم باشند. پیشرفتهتر باید هنوز ۴.١.٢

مͳرسد. بهنظر دسترس از خارج آن) Έی) لحظه برای تناوب حلقوی ناحیهی درون در



١ فصل

کلیات(تعاریفومفاهیم)

خواهیم مواجه آنها با پایاننامه این در که ͳمقدمات مفاهیم و تعاریف ابتدا بخش این در

بحث مورد موضوع با که ͳاساس مفاهیم و تعاریف با را حاضر بخش سپس مͳآوریم را شد

بهعنوان که مربوطه توضیحات و تعریف چند ͳط را دارند تنگاتنگ و مستقیم ارتباط ما

مͳرسانیم. پایان به شد خواهند قلمداد نیز ͳآت فصل پیشدرآمد

١



٢ ومفاهیم) کلیات(تعاریف

ͳمقدمات مفاهیم تعاریفو ١.١

یادآوری ١.١.١

مͳشویم. متذکر را زیر تعاریف و قضایا یادآوری جهت بخش، زیر این ابتدای در

مشتقات آنگاه باشد، پذیر مشتق x۰ ∈ Rn نقطهی در f : Rn → Rn اگر .١.١.١ قضیه

داریم x ∈ Rn هر برای و دارند وجود x۰ در ͳΎهم i, j = ۱,۲, ..., n برای ∂fi

∂xj
جزیی

Df(x۰) = Σn
j=۱

∂f

∂xj

(x۰)xj.

داده زیر n× n «ژاکوبی» ماتریس با ،Df مشتق، باشد، پذیر مشتق ͳتابع f اگر بنابراین

مͳشود:

Df =

[
∂fi

∂xj

]
.

باشد، Cr (رده) کلاس از r هر برای f : U → R و باز مجموعهای U ⊂ Rn اگر

با را U روی توابع کلاسهای این ما است. C∞ کلاس از یا هموار١ f که مͳگوییم

مͳدهیم. نمایش C∞(U) و Cr(U)

را f باشد. a شامل دو هر تعریف دامنههای که C∞ تابع دو g و f و a ∈ Rn کنیم فرض

باشند، ی΋سان a شامل باز مجموعهی تعدادی روی آنها هرگاه گوییم، a در g با ارز هم

توابع از هایی جرم٢ را ی ارز هم کلاسهای دستهی .f ∼ g مͳنویسیم: صورت این در

مͳنامیم. در C∞

مشتقپذیر و پیوسته ͳΎهمسایΈی در که مͳگیریم نظر در ͳتوابع را جرمها خلاصه، طور به

باشند.

هرگاه مͳشود، گفته پیوسته٣ ͳ΋توپولوژی فضاهای بین f : M → N نگاشت که مͳدانیم

١smooth
٢germ
٣continuous


