
���Ǳ����	� 
��
���
���� ���� 	
��
��

���� �����
���� �������� ���� ��� � �

������� ����� �����

������

�! "#$���%�� &'��(� ���! ") *��! ����+ *'�! �,� *�-.�� +� �/��01�
*23 � �/�� &�45
�

������� ��	
�

��	
��	
 �������� ���� �	��

�����
 ��	
�

��	����� ����� ���� �	��

������

�����  ��!

"#$$ %&'(



�����

������ �� �	
��
��� ������ �� ��
� �� ��� ��� ����
� �� ���� ���� � !����"���# $�� ��
��%���� &��'� ������ ����� ��( $�� ��
� )*�
�&� ��( �� "��� �� ��
�� &+,
	-  �./ &012
�0�
� ��
� 3�	�4 &�	5  6 �7�� �0�
� ��
� ���89 &�	5: &�	5 ���� � �� �� �	
��
���
�	
��
��� ������ �� &��;�/� �� *	0�<�&� ���/��

= >$�8	�  �?'�
�� �����
( @��
A ��
!B�
C D &7<E ���� � �7��� ��F4 ��� ����
� �� &0��� � GH/ )�8A �C�� &%8<��
D�;� � &���� �IE��� ���� �  &0�<� &���� �IE��� ���� � !�
	=J�
;��� ���� � �
!&0��*���8;%� "�	 � � � "K �� G# )*	��&� ��
� L����/� ��8� !�C�� L�;�/� �� ��
� �� � �8(
���� M���� )*	��&� �8�F� �� ��8( D�;� � &���� �IE���  &0�<� &���� �IE��� ���� �
 �./ &012 ������ �� �	
��
��� ������ &,
� � � N89 ���� � �
	=��( �� �� �C��
����� ��9�� �8�F� ���8( D�;� � &���� �IE��� � � �( ���&� "��� !"��� �� ��
�� &+,
	-

)�A��&� ��� � 
;�� �� ��
� �
�F� ���� M����

� ��)�� *	&��
!B�
C D &7<E ���� � !O��� G�
��� !3�	�4 &�	5 ���� � !���89 &�	5 ���� �
D�;� � &���� �IE��� ���� � !&0�<� &���� �IE��� ���� � !�
	=J�
;��� ���� � �
��%���� !&'
7	A�8	/ 8��P��8( ��%���� !KdV ��%���� !�
=
� ��%���� !�8���( J�
;��� !��8(

)�./ !��F4 ��� ����
� !$��( D$%K



�����

Q �	�+, -).

RS 	�!	)�-). � /��	01 "

RS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �	
��
��� ������ R)R
RT . . . . . . . . . . . . . . . . . . �	
��
��� ������ �� &�./ R)R)R
RU . . . . . . . . . . . . . . . . . &012 ������ �� ������ V�8�� S)R)R
RU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �����
( @��
A V�8�� T)R)R

RW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �	% X� ����� ���� � ������# S)R

RY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3�	�4 ������?<2�74 T)R

RZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B�
C ���8( D�;� � ���� � U)R

RQ . . . . . . . . . . . . . . . . . $�%8� D1���K  [�8��� D1���K ���� � W)R

S\ . . . . . . . . . . >BDF:  

# �
	=O��� ���J8�
9 ����# 
� &���� � Y)R

SR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L��# ]�
�� Z)R

SR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ^�
/ ���89 ����� _)R

SR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �+, Q)R

ST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���`
� ��a9 R\)R

�



ST . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . b���� ��a9 RR)R

SU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
�?	� ��a9 RS)R

SU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
�c# L����� ^��8� RT)R

SY ��	2� �!	3����, �	�4�� 5

SY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &��7�� �IE��� ���� � R)S

SQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &�	5 ���� � S)S
T\ . . . . . . . . . . . >��

=�<	� ���89 �����: "�
(&� ����'�A R)S)S
TZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 �7�� ����'�A S)S)S
UU . . . . . . . . . . ��A���� ����'�A  ���?<2�74 ���6�	� �� T)S)S

WS �)��6� ���7� �	�4�� #

WS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
	=J�
;��� ���� � � R)T

WW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . B�
C D&7<E � � S)T

W_ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &0�<� &���� �IE��� � � T)T

YT . . . . . . . . . . . . >ETDRK:��8(D�;� � &0�<� &���� �IE��� � � U)T

YZ �����	. 8

ZQ ��	&� ��	�! *9
	+1 4�� :���
 ��;3	<� ���( ��	� �	�=������� >

_T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ���� ���8<� R)W
_T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �8?	� �
/ R)R)W
_W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &A8( J�
;��� J8�
9 S)R)W
_Z . . . . . . . . . . . . J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� *���8;%� T)R)W
QU . . . . . . . . . . . . . ` X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� *���8;%� U)R)W

�



QZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ](
� G�
��� *���8;%� W)R)W

R\\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
+� G�
��� ���8<� S)W

R\R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
+�
	- G�
��� ���8<� T)W
R\S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �8?	� �
/ R)T)W
R\U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &A8( J�
;��� J8�
9 S)T)W
R\Y . . . . . . . . . . . . . J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� *���8;%� T)T)W
RR\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ](
� G�
��� *���8;%� U)T)W
RRR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . G�
��� ���1e� *���8;%� W)T)W

RRS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3�	�4 &�	5 �
	=O��� G�
��� U)W

RRU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &�8�8� Lf� 
����� �� ��G�
��� W)W

RRW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
	=�e	�� Y)W

RR_ ���� ?�	�� @

RSU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . L�A &/�
� ������ R)Y
RSU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �
=
� ��%���� R)R)Y
RSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . KdV ��%���� S)R)Y
RS_ . . . . . . . . . . . . . . . . . &'
7	A�8	/ 8��P��8( ��%���� T)R)Y
RT\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . $��( D$%K ��%���� U)R)Y

RTU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A3�).

RTQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��	� B	��

RUW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .��)���� �( �3�	C ���	� D��

RUZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �3�	C �( ��)���� ���	� D��

�



���	
 �����

SY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . �,�87'� ��'�A R)S

T\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &��7���� ��'�A S)S

 sin(πx) ^��8� 
����� !�
�

Z ��'�A � � : )���/
g� *� �L���# �� &%�h� T)S
TR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . >)�7A��&� "�
'� sin(�πx)

TZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 �7�� ��'�A U)S

T_ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )cos(πx/h) �������� ���'�A ^��� W)S

UW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8<� ^��� Y)S

UW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ��8<��� ^��� Z)S

W\ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . &0���%� ]	�
� _)S

 ETD2  AB2BD2  AB2AM2  � � � �
 � �� �� � ���� �� # �� 	 �� � R)U
ZR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )&���(� ��i�C �� ETD2RK1

 ETD2  AB2BD2  AB2AM2  � � � �
 � �� �� � ���� �� # �� 	 �� � S)U
ZS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )@?�.� ��i�C �� z ]
� 
� ETD2RK1

�� z ]
� 
� ETD4  ETD3 !ETD2 !ETD1 ���� � ������# ��	��� T)U
ZT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )@?�.� ��i�C

�



��i�C �� z ]
� 
� ETD3  ETD2 !ETD1 ���� � ������# ��	��� U)U
� � 
j� 7 � � ETD4 � �  y = �,−�,−�,−�,−�,−�,−� � � 
j� 7 � � @? �.�

ZU . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )y = �,−�,−�,−�

 ETD3RK !ETD2RK2 !ETD2RK1 �� �� � ���� �� # �� 	 �� � W)U
y = � � 
 j� 7 � � @ ? � . � �� i � C �� z ] 
 � 
 � ETD4RK

ZW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )�,−�,−�,−�,−�,−�,−�

!>@, D�+� �: ETD2RK1 !>@,: ETD1 ���� � ���� �� # �� 	�� � Y)U
�� z ]
� 
 � !y 3? �.� 
 ��� � � ��
 � >L
 ���: ETD4RK  >�+� �: ETD3RK

ZY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )@?�.� ��i�C

!> @, D�+� �: ETD2RK2 !>@,: ETD1 ���� � ���� �� # ��	�� � Z)U
�� z ]
� 
 � !y 3? �.� 
 ��� � � ��
 � >L
 ���: ETD4RK  >�+� �: ETD3RK

ZZ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )@?�.� ��i�C

_R . . . . . . . . . . z ]
� 
� k = �,�,� ��
� fk(z)  f�(z) ^��8� ���8<� R)W

�85 � � � ( z �L��� �� �� &'48( �� 	
 � �L�� � k� �� f�(z) ^ �� � 
 ��� � � S)W
_S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )���L�A ��/�i� ����� *�� RY �� ����

z > � ��
 � f�(z) �� � /� i � ��
 � L� �K � /� � � & � 
 � �� �� + , T)W
�� � ? < 2 T\ !B �
C �� �* � ��8 ; %� � � > $ 	 �� # ���8 < �: z < �  >�� � ���8 < �:

 � J X� V8 � ^ 	 �
 �  ���c =d� 	 � � !& A8 ( J�
 ; � �� J8 �
 9 !�8 ? 	 � �
 / @
 �
@�� � d�/� 
 � ` X� V8� ^	 �
 �  ���c=d�	�� !>SS)W:D>S\)W: @�� � d�/�

_U . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )](
� G�
��� *���8;%�  >W\)W:D>U_)W:

z > � ��
 � f�(z) �� � /� i � ��
 � L� �K � /� � � & � 
 � �� �� + , U)W
�� � ? < 2 T\ !B �
C �� �* � ��8 ; %� � � > $ 	 �� # ���8 < �: z < �  >�� � ���8 < �:

 � J X� V8 � ^ 	 �
 �  ���c =d� 	 � � !& A8 ( J�
 ; � �� J8 �
 9 !�8 ? 	 � �
 / @
 �
@�� � d�/� 
 � ` X� V8� ^	 �
 �  ���c=d�	�� !>SS)W:D>S\)W: @�� � d�/�

_W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )](
� G�
��� *���8;%�  >W\)W:D>U_)W:

�



z > � ��
 � f�(z) �� � /� i � ��
 � L� �K � /� � � & � 
 � �� �� + , W)W
�� � ? < 2 T\ !B �
C �� �* � ��8 ; %� � � > $ 	 �� # ���8 < �: z < �  >�� � ���8 < �:

 � J X� V8 � ^ 	 �
 �  ���c =d� 	 � � !& A8 ( J�
 ; � �� J8 �
 9 !�8 ? 	 � �
 / @
 �
@�� � d�/� 
 � ` X� V8� ^	 �
 �  ���c=d�	�� !>SS)W:D>S\)W: @�� � d�/�

_Y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )](
� G�
��� *���8;%�  >W\)W:D>U_)W:

f�(z) ���/�i� ��
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� � � &�
� ����+, Y)W
>SW)W:D>ST)W: !>L���/: >SS)W:D>S\)W: @�� � ����# 
� z ��h� 
����� ��
�

Q\)>��8%: >SW)W:D>SU)W:  >SZ)W: !>^�
�: >SS)W:D>SR)W:  >SZ)W: !>L
���:

f�(z) ���/�i� ��
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� � � &�
� ����+, Z)W
>SW)W:D>ST)W: !>L���/: >SS)W:D>S\)W: @�� � ����# 
� z &�7� 
����� ��
�

Q\)>��8%: >SW)W:D>SU)W:  >SZ)W: !>^�
�: >SS)W:D>SR)W:  >SZ)W: !>L
���:


� f�(z) ���/�i� ��
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� � � &�
� ��+, _)W
QT . . . . . . . . . . . . . . . . 3?�.� ���δ ��
� >SS)W:D>S\)W: @�� � ����#

Δt > � ��
� f�(ΔtM�) ���/�i� ��
� L��K �/� �� &�
� ����+, Q)W
@
� �� �?<2 T\ !B�
C ���*���8;%� �� > $	��# ���8<�: Δt < �  >��� ���8<�:
@�� � d�/� 
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/

R\T . . . . . . . . . . )G�
��� ���1e� *���8;%�  ](
� G�
��� !>SS)W:D>S\)W:

Δt > � ��
� f�(ΔtM�) ���/�i� ��
� L��K �/� �� &�
� ����+, R\)W
@
� �� �?<2 T\ !B�
C ���*���8;%� �� > $	��# ���8<�: Δt < �  >��� ���8<�:
@�� � d�/� 
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/

R\U . . . . . . . . . . )G�
��� ���1e� *���8;%�  ](
� G�
��� !>SS)W:D>S\)W:

Δt > � ��
� f�(ΔtM�) ���/�i� ��
� L��K �/� �� &�
� ����+, RR)W
@
� �� �?<2 T\ !B�
C ���*���8;%� �� > $	��# ���8<�: Δt < �  >��� ���8<�:
@�� � d�/� 
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/

R\Z . . . . . . . . . . )G�
��� ���1e� *���8;%�  ](
� G�
��� !>SS)W:D>S\)W:

f�(Δt) ���/�i� ��
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� � � &�
� ����+, RS)W
 !> @,: >SW)W:D>ST)W: !> $ 	4 @,: >SS)W:D>S\)W: @ �� � �� �� # 
 �

R\_ . . )> ^�
�: >SZ)W:  >SW)W: !>SU)W:  !> L���/: >SZ)W:  >SS)W: !>SR)W:

�



�� � /� i � ��
 � J X� V8 � ^ 	 �
 �  ���c =d� 	 � � � � & � 
 � �� + , RT)W
R\Q . . . . . . . . )3?�.� ���δ ��
� >SS)W:D>S\)W: @�� � ����# 
� f�(Δt M�)

Δt > � ��
� f�(ΔtMC) ���/�i� ��
� L��K �/� �� &�
� ����+, RU)W
@
� �� �?<2 T\ !B�
C ���*���8;%� �� > $	��# ���8<�: Δt < �  >��� ���8<�:
@�� � d�/� 
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/

RRT . . . . . . . . . . )G�
��� ���1e� *���8;%�  ](
� G�
��� !>SS)W:D>S\)W:

Δt > � ��
� f�(ΔtM�) ���/�i� ��
� L��K �/� �� &�
� ����+, RW)W
@
� �� �?<2 T\ !B�
C ���*���8;%� �� > $	��# ���8<�: Δt < �  >��� ���8<�:
@�� � d�/� 
� J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/

RRW . . . . . . . . . . )G�
��� ���1e� *���8;%�  ](
� G�
��� !>SS)W:D>S\)W:

�
=
� ��%���� �� ��
� ���/�i� "���  L��K �/� �� &�
� ����+, R)Y
RSW . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )t = � �� � � ��F4 @/8�

!t ∈ [�,�] "K �� � ( ETD4RK � � @ /8 � �
 =
 � �� %�� � � 6�8 2 S)Y
RSY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )�A��&� N = ���  Δt = �

��
!x ∈ [−π, π]

KdV ��%���� �� ��
� ���/�i� "���  L��K �/� �� &�
� ����+, T)Y
RSZ . . . . . . . . . . . . . . . )t = �l��� �� ETD4RK  IFRK4 � �  � @/8�

! t ∈ [�,�l���]"K �� �( ETD4RK � � @/8� KdV ��%���� 6�82 U)Y
RS_ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )�A��&� N = ���  Δt = �.�

N�
!x ∈ [−π, π]

KS ��%���� �� ��
� ���/�i� "���  L��K �/� �� &�
� ����+, W)Y
RSQ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )t = �� �� � � ��F4 @/8�

"K �� �( ETDRK4 � � @/8� &'
7	A�8 	/ 8��P��8( ��%���� 6�82 Y)Y
RT\ . . . . . . . . . . . . )�A��&� N = ��	  Δt = �

�
!x ∈ [�,��π] !t ∈ [�,���]

AC ��%���� �� ��
� ���/�i� "���  L��K �/� �� &�
� ����+, Z)Y
RTR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )t = � �� � � ��F4 @/8�

�



!t ∈ [�,
�] "K �� �( ETD4RK � � @/8� $��( D$%K ��%���� 6�82 _)Y
RTS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . )�A��&� N = ��  Δt = �

�
!x ∈ [−�,�]

 



���	
 ���

�� &<XF� m�� !(PDEs) &012 ������ �� �	
��
��� ������ n8o, �� !�	
��
��� ������
!PDE k� ��
� &?	?i� 6�82 "�� K �/� �� )�77(&� ���� &'�1	9 ���L���# ���/ J�� ��
&=�	p	# �� 
;�� &�.�  �828� PDE �� !�'�� $�� �� &�.� )�A��&� ���8A� ��( !]?-�
����� PDEs �� &(��� ����� $��
��7� )�8A&� &A�� >*q7��� ������
( �7���: &'�
	9 ��%�r
�
^�� �28� ��8� ��	
� PDEs �� ��
� ���� ���� �  
7�� ��  �7A��&� &?	?i� ���6�82
 � ���A &��85 ��p.���� k� ����� ���� 1	%��K �� "��� �� ��
�� PDEs ���� �� )���L�A
V8E8� $	%X � )�A��&� !�����9�� ��/8� $	��i� @/8� &�8, ��  � 
� �( !*� �� ��
�� V8E8�
)�/� ���� 1	%��K �� �,�A $�
���9�� ��/8� �( �/� &%8<�� �	
��
��� ������ �� �� s8�
�
"��� �� ��
�� PDEs �� ��
� ���� ���� � &,
� )�/� &��'� ������ ]�
�� 
;�� V8E8�
�� >ODEs: &%8<�� �	
��
��� ������ ���� �� ��p.���� )�A��&� V8E8�  � $�� �� &�	(
�
�� �[�8���  �1���K @/8� ��� � $�� ���/8� !"K �� G# )��
=&� 
� RZY_ J�/ �� �
?� � ��(
��0��� �� R_QW J�/ �� ��;� � @/8� ��8( D�;� � ���� � )�/� ��9
= ��8C R__W J�/
�82 �� !�9�� �8�F� tTYu ^2
� �� RQ\R J�/ �� ���8( @/8� �v��� �( tWSu ^2
� �� ���%���
��� � $�� ������#  &0�
;<� !�+, 1	%��K &/�
� �� tRZuRQW\ J�/ �� � �
	08'%�� )����K
� ��?��	�  	 G	��8( @/8� &�./ `8F�� !�7	�� $�� �� ��	��( $�
�<X F� �� &'� )�,��
#
)�A��&<� ODEs �L����� �� PDEs ���� �� ���� !�82 $�� �� )�A��&� RQWS J�/ �� tRYu
�� ���8%  ��m���
9 !
����8( ��%��� �� s8�
� PDEs �� �� ���� ��/� $�
�<X F� �� &'�
]�
�� ��
� &��7�� �IE��� � � 1	%��K �� �
q� �85 �� �%��� $�� )�A��&� tRTu RQS_ J�/
��
� �� &��7�� �IE��� � � ��+, 1	%��K RQT\ J�/ �� �� $��8;A
= )����
#&� ������
!` X� &��F2 w72 �� ��� 
�8	H��( �x8%87'� �9
�	# �� )�8<� "�	� tSUu ^2
� �� �8a	� �0�
�

Euler �

Adams �

Bashforth �

Runge �

Kutta �

Dahlquist �

Courtiss �

Hirschfelder �

Courant 	

Friedrishs �


Lewy ��

Gerschgorim ��



��%��� !�7	�� $�� �� *F� ����� �?<2 �� )�9
= ��
� �2X 8� ��8� "��� �� ��
�� PDEs ���%�+�
 tW\u RQWW J�/ �� ����8�4��  ��$<
	 # !tRWu RQUZ J�/ �� �� "8
?'	 �  �� k��
(

)�A��&� tTQu RQYU J�/ �� �� y�P��  �	G'%z
� �i� ���"�<%� � � `�� �� &��'� ������ ]�
�� ��
� ����2 k	7'� !*�
	� "
� @/� � ��
@/8� k	7'� $�� )��K �82 �� !�/� L�A "�	� tRUu ^2
� �� �( RQUT J�/ �� ����8( @/8�
��/8� &���/�i� �85 �� RQWS J�/ �� m����'<�  �
 w7��8� @/8� n8o,��  $	/�7F�

)tYWu�A L���
)�A &9
�� &�	5 � � `�� �� PDE k� ������ ]�
�� ��
� �
;�� k	7'� !RQZ\ J�/ ��
�
/�
/ ]�
�� k� k	7'� $�� �
 �� �A��&� � ���� L�A "�	� &?�� k	7'�  � �� � � $��
]�
�� !� �i� ���"�<%�  &��7�� �IE��� ���� � �( &%�� �� ���&� �/� �� 6�82 ��
�
&������ ��
� &��'� ���/��

= ��
� &�	5 � � �� ����"���# $�� �� )����� 6�82 ��
� &�E8�
�����
( @��
A ����� �( &?0�
� ��
� ��	�� �� )*	7(&� L����/� !*	��&� ��
� &/�
� ��8� �(
� � ���?'�
 �� �����
( @��
A ����� �( &?0�
� ��
�  ���89 &�	5 � � �� �7A� �&� 6 �7��
����o9 �� ���( �85�� ��� � $�� )*�
�&� ��( �� �� ��3�	�4 &�	5 � � !�7A��&� ��$�8	�
�<
� �� &�	(
� ���A ����"���# $�� �� {i� ��8� PDEs 
��	� )�A �7��8, L��� B	E8� ���
�� "�8�&� ������ $�� ��8<� �� )�A��&� ��� ���
� �� &+, �<
�  $	��# ���
� �� &+,
	-
)�8<� L��A� "K 
��q�  ��&'
7	A�8	/ 8��P��8( !��KdV !���
=
� !>AC:��$��( D$%K ��%����
��%8r�  � 
� �� ��� ���]�
�� �� L����/� �� ��	� !��� ��X� ���
� �� ���6�82 "�� K �/� �� ��
�
!�0�
� $�� "�8� &+,
	-  &�./ ]	(
� �� &A�� �I'�� �� �28� �� )�A��&� "�'�  "���
&?C� y�� )�A��&� &����  � ��X� ���
� �� 
h(��� !�F�K �� ��
� ��9� ��( �� ���]�
�� 
��	�
)�A��&� �0�
� ��8=$�� �� ��
� &���� ��F4 ��X� ���
� �� ���� � �
	=��( �� !����"���# $��
��� )*	��&� �	?�� �� �F�K ���� ������#�� !��� � &,
� � � &�IC� `�e�� �� !$�� 
� L I�
�� &��;�/� "��� �� ��
�� PDEs &��'� ���/��

= ��
� &�	5 ���� � �
	=��( �� ��

Crank ��

Nicolson ��

Peaceman ��

Rachford ��

Lax ��

Wendroff ��

Turner �	

Dirichlet �


Neumann ��

Chebyshev ��

Allen-Cahn ��

Burgers ��

Korteweg-De Vries ��

Kuramoto-sivashinsky ��

�!



��
� L����/� ��8� �� `��F4 ����
� ���� � 1	� �C�� L�;�/� �� ��
� )�8A&� �C�� ODEs

)*	��&�
|�A�� 
�� ��8C �� PDE &?X( �'A *	7( }
9

ut = L̄u + N̄(u, t), >R)\:

���/��

= �� )�A��&� PDE &+,
	-  &+, �<
� �L�7��"��� ]	�
� �� N̄  L̄ "K �� �(
|*�� K&� �/� �� �� 
�� ODE L�;�/� !&�	5 ���� � @/8� N89 PDE

ut = Lu + N(u, t). >S)\:

���� � �� N89 L�;�/� �� ��
� )�/� �%���� &+,
	- �<
� N  &+, �<
� L "K �� �(
&0�< � &���� �IE�� � ���� � !>IF: �
	=J�
;� �� ���� � � !>IMEX: B�
C D&7<E

)*	7(&� L����/� >ETDRK: ��8( D�;� � &���� �IE��� ���� � �� >ETD:
)�8A&� "�	� ��	� ��8� 3�����  ������ !J X� �o9 �� |�/� 
�� ��8C �� ����"���# $�� ���,�/
 &�	5 3�	�4  ����89 ���� � �	�� �� &�	5 &��'� ���/��

= ���� � ` X� �o9 ��
����
� ���� � &9
�� �� ����"���# $�� �� `8X/ �o9 )�A ���8, "�	� 
j�7�� O��� ���G�
���
�� �L8i� �o9 $�� �� )���� n�o�,� �./ ODE ���L�;�/� �� ��
� ��F4  �/ ! � ��X�
"�	� �� ������# `8F�� !��F4 �o9 �� )*	7(&� "�	� �	o�� �� �� ��� � �� `��( 
� "�� K �/�
�� )*	7(&� *	/
� &�+�  &���(� ��o�.� �� �� ��� � �� `��( 
� ������# ��	���  L�8<�
�7��� ��*���8;%� �� &,
�  L�8<� "�	� �� ETDRK  ETD ���� � ������#�� �?X� *e7# �o9
*���8;%� !` X�  J X� V8� ^	�
�  ���c=d�	�� ���*���8;%� !&A8( J�
;��� J8�
9 !�8?	� �
/
 ETD ���� � ]��
E O	�� ���/�i� ��
� �� ](
� G�
��� *���8;%�  G�
��� ���1e�
!IMEX ���� � �
	=��(�� �� �C�� ���� M���� *�A �o9 �� )*	0�<�&� &9
�� ETDRK

M���� ��
���� �� )*	7(&� "�	� �� &+,
	-  �./ PDEs &,
� �� ��
� ETDRK  ETD !IF
�0�
� 
h(� �� ��
� ETDRK � � �( *	��&� "��� ��/�i� "���  &�
� ��+, @/8� ����

)�A��&� 
��	�� 
;�� ���� � �� ��
�

��



� ���

�
������� � ������

|*	7(&� "�	� �� �A��&� ��	� ��8� ��� ����o9 �� �( ����	� m	#  3����� &,
� �o9 $�� ��

"#$���%�� &'��(� 676

����� ��� �	 
�� 
������� ��n 
����� �ODE� ������ ��������� ������ �� "E" /��01
 ��! "#�$ �	 u(n) % ... &u′′ &u′ �'�� () *%+� ,�-� n % u �.�.� /	�� &x �.���

F (x, u(x), u′(x), ..., u(n)(x)) = �; a � x � b.

)�7���&� �	% X� ����� ��%�r
� k� �� 
�� �	% X� s
A n �� `�n ���
� �	
��
��� �%���� k�

u(a) = a�, u′(a) = a�, ..., u(n−�)(a) = an.

�# ������ ��������� "0���� !� �1�2��� �� % �ODE� ������ ��������� ������ �� 5E" /��01
345��� &4'1��� 6���� x �	 07 ���� �8 &�.��� ����� ���5 9��$ #�: �	 ;�<�1 4'��< #�4���=
u′ = du

dx
= v () #� �8 F (u, u′, u′′) = � !� 
�� "#��> �%+� ����� #�4���= ��������� ������ ��

345�	�� u′′ = dv
dx

= dv
du

v %

 �?=��@ ������ ��������� "0���� ;�2��� *���� 
�?.� �# u� ∈ R
n 
�?.� #E" /��01

u′ = f(u), >R)R:

3f(u�) = � A�5�	 ��5�� ;�<�1 4'���

��



�� ��������� � 	
���
 �� ���

��+�� �/� `�� ����� !>R)R: &+,
	- &%8<�� �	
��
��� ������ L�;�/� �!	3�F� ��
�
&+, L� ; � /� @/8 � "K �� G # )* �� K �/� � � N8 9 3 �
 � � � � � 28 � � � �� L� ; � /� J�� � �
]�
� � �� >R)R: &+,
 	- L�; �/� !�A� �&� �$	 �8 (�x G�
 �� � D "K �� �( !u′ = Df(u�)u

)*	��&�

G)����+�� ���	0� �� ;�2�) 45�	 xn % ..., &x� &x� �.��� ����� n !� ��	�� u �<� 8E" /��01
% u �.�.� /	�� &xn % ... &x� &x� �.��� 
�1����� ��� �	 
�� 
������� ��HI *	7�J� 	(

3�.��� 
�1����� �	 
��� u �BCD "�.�-�

G)����+�� *K�	0� �� ��L3 "E"E"

 � @/8� ��� $	% X� ��
� `8F�� $�� )�A��&� ���� 1	%��K �� �7AK &�8F�� !�./ ODE ������
����� ��� �� RQZ\ J�/ �� )�A &9
�� tRYu ^2
� �� ��?��	�  G	��8( ���`�� �� "��	<	A
3�
�� !V8E8� $�� �� "���i� ���� �2X 8� *-�&?� )�/� L�	/� ��4 �� �7	�� $�� �� �����
�7	�� $�� �� �I'�� �� &'� ���A )����� �82 !��� "��� �� ODE �� &�./ `8F�� �( ���� 
$��
��7� )��8A &9
�� �./ ODE "�87� �� �7��8�&� �( �/� &0��ODE ���8<e� "�8� ^	/ 
������ �i� ��X� �� ��
� ������# !�./ �0�
� �� )���� �82 &�./ �� &� ���� 3�����
�/� $�� �./ �0�
� ��
� 3�
�� $�
�L��/  
7�� ��  ���<�&� J�<�� &���� `�= � � �� �
��	�
�� ��	� ������# ��� ��
�  �
( �� �� �0�
� $�� "�8�&<� &=��/ �� B�
C ���� � @/8� �(
"�	� 
�� ��8C �� ��*�
	/ &,
� ��
� �� &�./ ����o.�� )�A��&� k48( ��	
� ���`�=

|*	7(&�

�<
�: Re(k) < � 1	�  �/� ��1� |k|  k ∈ C "K �� �( u′ = ku + f(t) �'A �� &?0�
� >R
!>k &�	��

����� �( �A��&� &��
� G�
��� K �( U ′ = KU + f(t) �'A �� ������ �� &��;�/� >S
!Re(l) < � �( ���� ��1� |l| �� l ∈ C �Lf� ����� k�

�Lf� ����� k� ����� f $	�8(�x G�
��� �( U ′ = f(U, t) ��8C �� ������ �� &��;�/� >T
)Re(l) < � �( ���� ��1� |l| �� l ∈ C

PDE k� &��'� ���/��

= �� ��	�� �� )�A��&� ODEs ����� 1	� PDEs �� &�./ `8F��
�( ����� "��� tR_u ^2
� �� �� �  � 
(� )��K&� �/� �� �./ ODE L�;�/� k� !�./

Jacobian �

Dekker �

Verwer �



�� ��������� � 	
���
 �� ���

1	� ���/��

= �� 
g�r�� ���8�&� �/� &��� !L�A ��

=�<	� �0�
� ��
� �( $�� 
� L I� &�./

��./ !�8A&� 1�� &��'� ��'�A �( &��;7� !L�A ���/��

=�<	� ��%�r
� 
� &7�� )�A��
Lf� 
����� ^��8� �� s8�
� L�A ���/��

=�<	� �0�
� �� &�./ �r�7� �� &�.� )�8A&�
G#: &+, 
;?<� �Lf� 
����� ���� �A�� �����# &A � �'7�� ��
� �C� �� )�8A&� O��� G�
���
�( &?0�
� $��
��7� )�
	= ��
� !�C�� ODE �� � � ������# ��	��� �� > "�
( ���/��

= ��
J85 �� O��� G�
��� �Lf� 
����� )�7A��&� �./ !�7�
� L�
�
= �Lf� 
����� ^��8� �����
m��19� &��'� ��'�A "�
( 1�� �� &�./  ���� &;�
� L�A ���/��

= &��'� ��'�A `�=

)����&�

��HI *	7�J� 	( *K�	0� M���� 5E"E"

|` X� ���
� ��%����

a
∂�u

∂x�
+ b

∂�u

∂x∂y
+ c

∂�u

∂y�
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu + g = �,

���
�� 
	��� �� y  x ���
� ���
	��� �� &���8� �/� $'<� g  f !e !d !c !b !a "K �� �(
k� !b� − �ac < � 
=� �/� ��N)( ��%���� k� �%���� $�� )*�
	=&� 
q� �� �� �7A�� u(x, y)

)�A�� b� − �ac > � 
=� �/� �����O� ��%���� k�  b� − �ac = � 
=� �/� ��&'3 ��%����
]��
E &��<� 
=� )�A��&� $;<��� �%���� ��8C $�� 
	- �� !�7�8= $;<� �� �%���� !g = � 
=�
� %���� ��8C $�� 
 	- ��  �A� �&� &+, �%���� !�7A� � y  x �� &���8 � g  f !e !d !c !b !a

)tWQu�/� &+,
	-

������� P���
 M���� #E"E"

��%�r
� �h�: tWQu �����
( @��
A � � � � &012 ������ � � �	
��
� �� ������ �� �%�r
� k�
>"K 
��q�  �8� !��
= ��%�r
� �7���: �	X% �  �����
( @��
A �� ��  >!"K 
��q�  $/K8# !dI#�

|�� �������� 1	� �����
( @��
A V�8�� )�A��&� L�
<�

)�A��&� �.�� �� ��	��� � 
� � � ^��� ����� ! �����
( s
A V8� $�� �� ���2���� >R

)�A��&� �.�� �� ��	��� � 
� � � ^��� O��� ����� ! �����
( s
A V8� $�� �� � %��)� >S

O��� �����  �� ��	��� � 
� �� &�.� �� ^��� ����� ! �����
( s
A V8� $�� �� � �%)(�� >T
)�A��&� �.�� �� ��	��� � 
� 
;�� m.� �� ^���

Robin �



�� ��������� � 	
���
 �� ���

�#	18� ���4� *��01� *������ 976

k � � &?X( J8�
9 )tTZu *	7(&� "�	� &��= k � � k� ��
� �� ������# `8F�� !m.� $�� ��
|�/� 
�� ��8C �� u′ = f(u, t) �'A �� �	
��
��� ������ �� ��
� &��=

k∑
i=�

αiui+j = �t
k∑

i=�

βifi+j ; j = �,�, ..., N − k, >S)R:

)�A��&� fi = f(ui, ti)  ui = u(i�t) !ti = i�t !&���� `�= J85 Δt"K �� �(


�1��$ ����� ;�<�1 4'��< � �5E 
��F�D4'G �� �# k 
�D#� �	 
��F�D4'G �� >E" /��01
34��5 /H�% 4��% I��5 �	 ;���� �� �=�� 
��F�D4'G J��

���� � ;� <�1 4' ��< � J��� � 
�� F�D4'G �� �# k 
�D#� � 	 
�� F�D4'G �� @E" /��01
;���� 
%# �8 ���1��$ % 4��5 /H�% 4��% I��5 �	 ;���� 
%# �� �=�� 
��F�D4'G J�� 
�1��$

34'5�	 ;��� 4��5�� /H�%

|*�
	=&� 
q� �� >S)R: ��+��� �� �2X 8� �� �� 
�� ������?<2�74

ρ(z) =
k∑

i=�

αiz
i , σ(z) =

k∑
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(�− x�)u′′ − xu′ + n�u = �,

 
(�− x�)u′′ − �xu′ + n(n + �)u = �,
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T�(x) = �,

T�(x) = x,

Tn+�(x) = �xTn(x) − Tn−�(x); n ∈ N.
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U�(x) = �,

U�(x) = �x,

Un+�(x) = �xUn(x) − Un−�(x); n ∈ N.
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Un(x) =
sin((n + �)Arc cos(x))

sin(Arc cos(x))
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xk = cos(
π
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); k = �, ..., n,

 xk = cos(
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π); k = �, ..., n.
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