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چͺیده

ماکسیمم باشد. G گروه عناصر مرتبه�ی مجموع دهنده�ی نشان ψ(G) و متناهͬ گروهͬ G کنید فرض
اتفاق دوری گروه�های در است مثبتͬ صحیح عدد n به�طوری�که ،n مرتبه�ی از گروه�های همه�ی روی ψ مقدار
گروه ͷی در ψ مقدار مینیمم آن�گاه باشد، موجود n مرتبه�ی از غیر�پوچتوانͬ گروه اگر همچنین مͬ�افتد.
متناهͬ آبلͬ گروه�های عناصر مرتبه�ی مجموع ویژگͬ�های از برخͬ ادامه در همچنین مͬ�افتد. اتفاق غیر�پوچتوان

مͬ�کنیم. بررسͬ را

پوچتوان. گروه�های گروه، عناصر مرتبه�ی متناهͬ، گروه�های کلیدی: واژه�های



مطالب فهرست

ͷی مطالب فهرست

دو پیشͽفتار

١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١

١٧ هم�مرتبه گروه�های روی عناصر مرتبه�ی مجموع مقدار ماکزیمم ٢

٣٠ هم�مرتبه گروه�های روی عناصر مرتبه�ی مجموع مقدار مینیمم ٣

٣٩ آبلͬ گروه�های عناصر مرتبه�ی مجموع ۴

۶٣ مراجع

٨۶ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٨٨ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ͷی



پیشͽفتار

قالب در گذشته، زمان�های از حتͬ که وجودی با است. ریاضیات در مفاهیم مهم�ترین از ͬͺی گروه مفهوم

یͷموضوع به�عنوان تشخیصآن اما است. بوده آشنا مفهوم این با بشر فضا، در حرکت و هندسͬ اشͺال تقارن

مͬ�گیرد در�بر را مجرد جبر از مهمͬ بخش گروه�ها نظریه�ی شد. میسر میلادی نوزدهم قرن اول نیمه�ی از جبری

چندین در به�علاوه دارد. کاربرد اقتصاد و کنترل نظریه�ی در کوانتوم، ͷفیزی در شیمͬ، در تبلور نظریه�ی در که

ضروری و طبیعͬ به�صورت لͬ جبر و نمایش نظریه�ی دیفرانسیل، هندسه توپولوژی، مانند ریاضیات شاخه�ی

مͬ�شود. گرفته به�کار

متناهͬ گروه�های مͬ�شوند. بندی تقسیم نامتناهͬ و متناهͬ دسته�ی دو به خود، اعضای تعداد نظر از گروه�ها

آن�ها اعضای تعداد که هستند گروه�هایͬ نامتناهͬ گروه�های و متناهͬ آن�ها اعضای تعداد که هستند گروه�هایͬ

به�طور نامه پایان این اول فصل در که مͬ�باشد مرتبه به�نام ویژگͬ دارای نیز گروه از عضو هر مͬ�باشد. نامتناهͬ

است. شده ارائه زمینه این در نیز مثال�هایͬ و شده داده توضیح گروه از عضو ͷی مرتبه�ی درباره�ی مفصل

مرتبه�ی و مͬ�باشند یͺسان آن�ها مرتبه�ی که بͽیریم نظر در را متناهͬ گروه�های گروه�ها، تمام میان از اگر اکنون

موجب مسأله همین نمͬ�آوریم. دست به را یͺسانͬ مقادیر لزوماً کنیم جمع یͺدیͽر با را گروه هر عناصر تمامͬ

مجموع » عنوان با مقاله�ای در ایزاک پروفسور و امیری جعفریان مجید سید دکتر امیری، دکتر�حبیب که شد

گروه هر ازای به تابع این کنند. معرفͬ را ψ به�نام تابعͬ « یͺسان مرتبه�ی از متناهͬ گروه�های عناصر مرتبه�ی

از زیادی تعداد ازای به را ψ تابع مقدار سپس مͬ�کند. جمع یͺدیͽر با را گروه عناصر تمامͬ مرتبه�ی متناهͬ،

گروه�های میان از ψ تابع مقدار ماکزیمم که رسیدند نتیجه این به و کردند محاسبه هم�مرتبه متناهͬ گروه�های

n مرتبه�ی از دوری گروه ͷی C اگر دیͽر به�عبارتͬ مͬ�افتد. اتفاق دوری گروه�های ازای به هم�مرتبه، متناهͬ

.ψ(G) < ψ(C)داشت خواهیم n مرتبه�ی از G غیر�دوری گروه�های همه�ی ازای به آن�گاه باشد،

دو



مینیمم هم�مرتبه، متناهͬ گروه�های میان از که بود این آن و مͬ�شد مطرح دیͽری سوال طبیعͬ به�طور اکنون

مͬ�افتد؟ اتفاق گروه�هایͬ چه ازای به ψ تابع مقدار

انجام بررسͬ�های از پس این�که تا کرد. پیدا ادامه تلاش�ها مجدداً سوال، این برای پاسخͬ به رسیدن برای

که یافتند دست نتیجه این به سرانجام قبلͬ شده�ی بررسͬ گروه�های همچنین و جدید گروه�های روی شده

مرتبه آن از غیر�پوچتوان گروهͬ صورتͬ�که در هم�مرتبه، متناهͬ گروه�های تمامͬ میان از ψ شده�ی معرفͬ تابع

گروهͬ اگر دیͽر به�عبارتͬ مͬ�کند. اختیار غیر�پوچتوان گروههای ازای به را خود مقدار مینیمم باشد، موجود

ازای به به�طوری�که است موجود K مانند غیر�پوچتوان گروهͬ آن�گاه باشد، موجود n مرتبه�ی از غیر�پوچتوان

.ψ(K) < ψ(H)داشت خواهیم Hمانند n مرتبه�ی از پوچتوان گروه�های همه�ی

ارائه متناهͬ آبلͬ p−گروه�های عناصر مرتبه�ی مجموع محاسبه�ی برای کلͬ روشͬ ٢ فودور و ١ تارناوسونو

کردند. اثبات و بیان را ψ شده�ی معرفͬ تابع ویژگͬ�های از دیͽر برخͬ و

برای طͬ�شده مراحل همه�ی روشها ساده�ترین با و جزئیات تمامͬ بیان با تا است شده سعͬ نامه پایان این در

کنیم. اثبات و بیان را مهمͬ نتایج چنین به یافتن دست

قضایای از برخͬ اثبات همچنین و یادآوری جهت شده استفاده قضایای و تعاریف همه�ی بیان به اول فصل در

شده�ی معرفͬ تابع که مͬ�پردازیم مطلب این بررسͬ به دوم فصل در مͬ�پردازیم. اساسͬ و مهم اما مقدماتͬ

در کرد. خواهد اختیار گروه�ها کدام ازای به هم�مرتبه متناهͬ گروه�های میان از را خود مقدار ماکزیمم ،ψ

متناهͬ گروه�های همه�ی میان از ،ψ مقدار مینیمم که داد خواهیم پاسخ سوال این به نامه پایان این از سوم فصل

مرتبه�ی مجموع محاسبه�ی برای کلͬ فرمولͬ چهارم، فصل در افتاد. خواهد اتفاق گروه�ها کدام ازای به هم�مرتبه

مͬ�کنیم. بیان گروه�ها این برای را ψ ویژگͬ�های از دیͽر برخͬ و ارائه متناهͬ آبلͬ p−گروه�های عناصر

آبادی رحمت سمیه

١٣٩١ شهریور

١Tarnauceanu
٢fodor

سه



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

G اعضای تعداد آن�گاه باشد، عضو متناهͬ تعداد شامل G اگر باشد. گروه ͷی G کنید فرض .١.١ تعریف

|G| نماد با معمولا˟ را G مرتبه�ی گوییم. نا�متناهͬ مرتبه�ی از را G این�صورت غیر در مͬ�نامیم. G مرتبه�ی را

مͬ�دهیم. نمایش

(R,+) ،(Q,+) ،(Z,+)گروه�های و مͬ�باشد nمرتبه�ی از و متناهͬ (⊕,Zn)گروهͬ جمعͬ گروه .١ مثال

هستند. نامتناهͬ گروه�هایͬ (C,+) و

رابطه�ی در که n مثبت صحیح عدد باشد.کوچ�ͷترین x ∈ G و گروه ͷی G کنید فرض .٢.١ تعریف

موجود nای چنین اگر مͬ�دهیم. نمایش o(x) = n نماد با و مͬ�نامیم x مرتبه��ی را مͬ�کند صدق xn = e

مͬ�دهیم. نمایش o(x) =∞ نماد با و است نامتناهͬ مرتبه�ی از x گوییم نباشد،

زیرا .o(۱) =∞ آن�گاه بͽیریم، نظر در را (Z,+) گروه اگر .٢ مثال

۱ ̸= ۰ , ۱ + ۱ ̸= ۰ , ۱ + ۱ + ۱ ̸= ۰ , ...

١



٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

این�صورت در باشد. x ∈ G و گروه ͷی G کنید فرض .٣.١ قضیه

.n | m آن�گاه ،xm = e و o(x) = n اگر الف)

.o(xm) = n

d
آن�گاه ،(m,n) = d و o(x) = n اگر ب)

� کنید. مراجعه [١٢] مرجع از (۴.۴) قضیه�ی به . برهان

این�صورت در باشد. a ∈ G و G گروه از گروهͬ Hزیر کنید فرض .۴.١ تعریف

aH = {ah | h ∈ H}

مشابه به�طور مͬ�شود. نامیده G در H ١چپ هم�مجموعه�ی

Ha = {ha | h ∈ H}

مͬ�شود. نامیده G در H راست هم�مجموعه�ی

معادل زیر عبارت�های این�صورت در .a, b ∈ G و باشد G گروه از زیرگروهͬ H کنید فرض .۵.١ قضیه

مͬ�باشند.

.Ha = Hb الف)

.b = ha به�طوری�که دارد وجود h ∈ H ب)

.b ∈ Ha ج)

.ba−۱ ∈ H د)

� کنید. مراجعه [١٢] مرجع از (١۵.۴) قضیه�ی به . برهان

Hدر (چپ) راست هم�مجموعه�های این�صورت در باشد. G گروه از گروهͬ Hزیر کنید فرض .۶.١ تذکر

مͬ�باشند. G برای افرازی دیͽر به�عبارت است. تهͬ آن�ها اشتراک یا و هستند برابر یا G

١Coset



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

هر در متمایز عناصر تعداد این�صورت در باشد. G متناهͬ گروه از گروهͬ زیر H کنید فرض .٧.١ لم

H و a ∈ G و گروه ͷی G اگر دیͽر به�عبارتͬ .H اعضای تعداد با است برابر دقیقاً G Hدر هم�مجموعه�ی

آن�گاه باشد، G گروه از گروهͬ زیر

|H| = |Ha| = |aH|.

� کنید. مراجعه [١٢] مرجع از (٣.٩) قضیه�ی به . برهان

مرتبه�ی ،H مرتبه�ی این�صورت در باشد. G متناهͬ گروه از Hزیرگروهͬ )فرضکنید (لاگرانژ١ .٨.١ قضیه

واقع در مͬ�کند. عاد را G گروه

|G| = |G : H||H|.

،G در H شاخص حاصل�ضرب با است برابر G مرتبه�ی آن�گاه باشد، متناهͬ گروهͬ G اگر دیͽر به�عبارتͬ

.H مرتبه�ی در

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (١٠.۴) قضیه�ی به . برهان

عدد و باشد متناهͬ گروهͬ G اگر دیͽر به�عبارتͬ نیست. برقرار لزوماً لاگرانژ قضیه�ی عͺس .٩.١ تذکر

mندارد. مرتبه�ی از گروهͬ زیر لزوماً G آن�گاه ،m | |G| به�طوری�که باشد مثبتmموجود صحیح

زیر�گروهͬ A۴ صورتͬ�که در �.۶ | ۱۲ و |G| = |A۴| = ۱۲ این�صورت در �.G = A۴ کنید فرض .٣ مثال

ندارد. ۶ مرتبه�ی از

مͬ�باشد. برقرار آبلͬ گروه�های مورد در لاگرانژ قضیه�ی عͺس .١٠.١ تذکر

در .k | |G| به�طوری�که باشد مثبتͬ صحیح عدد k و متناهͬ آبلͬ گروه ͷی G کنید فرض .١١.١ قضیه

مͬ�باشد. k مرتبه�ی از زیرگروهͬ دارای Gاین�صورت

� کنید. مراجعه [٨] مرجع از (۵.٢٠) قضیه�ی به . برهان

١Lagrange



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشد. شده تولید خود اعضای از ͬͺی توسط G هرگاه مͬ�نامیم، دوری گروه ͷی را G گروه .١٢.١ تعریف

.G = ⟨x⟩ به�طوری�که باشد موجود x ∈ G دیͽر به�عبارتͬ

کوچ�ͷترین این�صورت در باشد. G از غیر�تهͬ Mزیر�مجموعه�ای و گروه ͷی G کنید فرض .١٣.١ تعریف

دهیم. مͬ نمایش ⟨M⟩ نماد با و Mمͬ�نامیم توسط تولیدشده زیرگروه باشد، داشته دربر Mرا Gکه زیرگروه

مͬ�نامیم. G مولد مجموعه�ی ͷی Mرا آن�گاه ،G = ⟨M⟩ حالتͬ�که در

این�صورت در باشد. G از غیر�تهͬ Mزیر�مجموعه�ای و گروه ͷی G کنید فرض .١۴.١ قضیه

⟨M⟩ = {xα۱
۱ x

α۲
۲ ...x

αn
n | xi ∈M,αi ∈ Z, n = ۱,۲, ...}.

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (۶.۴) قضیه�ی به . برهان

مͬ�باشد. دوری دوری، گروه ͷی از زیر�گروه هر .١۵.١ قضیه

� کنید. مراجعه [١٢] مرجع از (٢.۵) قضیه�ی به . برهان

است. آبلͬ G آن�گاه باشد، دوری گروهͬ G اگر .١۶.١ قضیه

� کنید. مراجعه [١٢] مرجع از (٧.۴) قضیه�ی به . برهان

اما است. آبلͬ گروهͬ (Q,+) گروه مثال عنوان به نیست. برقرار لزوماً فوق قضیه�ی عͺس .١٧.١ تذکر

نمͬ�باشد. دوری

.|G| = o(x)داشت خواهیم این�صورت در .G = ⟨x⟩ کنید فرض .١٨.١ قضیه

� کنید. مراجعه [٨] مرجع از (٣.١۶) قضیه�ی به . برهان



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشد. زیر به�صورت ۲n مرتبه�ی از غیر�آبلͬ گروه ͷی ،n مرتبه�ی از ١ دو�وجهͬ گروه .١٩.١ تعریف

Dn = ⟨α, β | αn = β۲ = ۱, βαβ = α−۱⟩.

مͬ�باشد. زیر به�صورت ۸ مرتبه�ی از غیر�آبلͬ گروه ͷی ٢ کواترنیون گروه .٢٠.١ تعریف

Q۸ = ⟨−۱, i, j, k | (−۱)۲ = ۱, i۲ = j۲ = k۲ = −۱, ijk = −۱⟩.

عضو هر اگر این�صورت در .G = Q۸×H ×K و باشند آبلͬ گروه Kدو Hو فرضکنید تعریف٢١.١.

است. نرمال G زیرگروه هر آن�گاه باشد، فرد مرتبه�ی از K غیر�بدیهͬ عضو هر و ۲ مرتبه�ی از H غیر�بدیهͬ

مͬ�نامیم. ٣ همیلتنͬ را گروه�هایͬ چنین

زیر مجموعه�ی این�صورت در Gباشد. از ناتهͬ مجموعه�ای Hزیر و گروه ͷیG فرضکنید تعریف٢٢.١.

مͬ�نامیم. G در H مرکزساز را

CG(H) = {g ∈ G | ∀x ∈ H, gx = xg}.

مͬ�نویسیم اختصار به�جایCG({h})به آن�گاه Gباشد، از تͷعضوی Hزیرمجموعه�ای = {h} حالتͬ�که در

h با که مͬ�باشد G از اعضایͬ همه�ی شامل CG(h) بنابراین مͬ�نامیم. G در h ساز مرکز را آن و CG(h)

مͬ�شوند. جا�به�جا

است. G از زیرگروهͬ CG(H) آن�گاه Hباشد، ̸= ∅ و H ⊆ G و گروه ͷی G اگر .٢٣.١ قضیه

� کنید. [١٠]مراجعه مرجع از (۴.۴) قضیه�ی به . برهان

١Dihedral Group
٢Quaternion Group
٣Hamiltonian Group



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�نامیم. G گروه مرکز را زیر مجموعه�ی آن�گاه باشد، گروه ͷی G اگر .٢۴.١ تعریف

Z(G) = CG(G) = {g ∈ G | ∀x ∈ G, gx = xg}.

خارج�قسمتͬ گروه اگر این�صورت در باشد. آن مرکز Z(G) و دلخواه گروهͬ G کنید فرض .٢۵.١ قضیه

است. آبلͬ گروهͬ G آن�گاه باشد، دوری G/Z(G)

� کنید. مراجعه [١١] مرجع از (۴٣.٢) تمرین به . برهان

نرمال�ساز را زیر مجموعه�ی آن�گاه باشد، G از غیر�تهͬ زیرمجموعه�ای H و گروه ͷی G اگر .٢۶.١ تعریف

مͬ�نامیم. G در H

NG(H) = {g ∈ G | gHg−۱ = H}.

NG(H) = CG(H) که است واضح باشد، G از عضوی ͷت مجموعه�ای زیر H = {x} حالتͬ�که در

مͬ�باشد.

به G عضو هر مرتبه�ی اگر این�صورت در باشد. اول عددی p و گروه ͷی G کنید فرض .٢٧.١ تعریف

مͬ�نامیم. یpͷ−گروه را G آن�گاه باشد، p اول عدد از توانͬ صورت

غیر�بدیهͬ عضو هر مرتبه�ی درصورتͬ�که است، مقدماتͬ آبلͬ ،G متناهͬ آبلͬ p−گروه گوییم .٢٨.١ تعریف

باشد. p اول عدد ،G گروه

،m ≥ ۱ اول، عددی p آن در که |G| = pαm به�طوری�که باشد متناهͬ Gگروهͬ فرضکنید تعریف٢٩.١.

نامیده �G سیلوی١ p−زیرگروه ͷی pα مرتبه�ی از زیرگروه هر این�صورت در باشند. (p,m) = ۱ و α ≥ ۰

|G : P | آن�گاه باشد، G سیلوی p−زیرگروه ͷی P اگر که مͬ�کند ایجاب فوق تعریف واقع در مͬ�شود.

١sylow



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

توانͬ بزرگ�ترین P مرتبه�ی که است معنا آن به این باشد. p اول عدد از توانͬ نیز P مرتبه�ی و اول p به نسبت

را G گروه سیلوی p−زیرگروه�های تمام مجموعه�ی مͬ�کند. عاد را G گروه مرتبه�ی که مͬ�باشد p اول عدد از

مͬ�دهیم. نمایش Sylp(G) نماد با

سیلوی ۲−زیرگروه ͷی مرتبه�ی بنابراین .|A۴| = ۲۲ × ۳ بͽیرید. نظر در را A۴
متناوب١ گروه .۴ مثال

است. سه وجود صورت در A۴ سیلوی ۳−زیرگروه ͷی مرتبه�ی و چهار وجود صورت در A۴

بͽیریم نظر در را زیر مجموعه�ی اگر حال

P = {e, (۱ ۲)(۳ ۴), (۱ ۳)(۲ ۴), (۱ ۴)(۲ ۳)},

دهیم قرار اگر همچنین .P ∈ Sylp(A۴) بنابراین مͬ�باشد. |P | = ۴ و A۴ از زیرگروهͬ P آن�گاه

Q = {e, (۱۲۳), (۱۴۲)},

است. A۴ سیلوی ۳−زیرگروه ͷی Q نتیجه در مͬ�باشد. |Q| = ۳ و A۴ از زیرگروهͬ Q آن�گاه

مͬ�باشد. سیلو یpͷ−زیرگروه حداقل دارای G دلخواه و متناهͬ گروه ،p اول عدد هر ازای به .٣٠.١ قضیه

عضوی G آن�گاه ،p | |G| به�طوری�که باشد اول عددی p و متناهͬ گروهͬ G اگر ( ٢ کشͬ ) .٣١.١ قضیه

دارد. p مرتبه�ی از

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (٢.٩) نتیجه�ی به . برهان

.p | |G| به�طوری�که باشد اول عددی p و متناهͬ گروهͬ G کنید )فرض سیلو سوم (قضیه�ی .٣٢.١ قضیه

آن�گاه باشد، G سیلوی p−زیرگروه�های تعداد np(G) اگر این�صورت در

.p | np(G)− ۱ الف)

.np(G) | |G| ب)

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (١.٩) قضیه�ی به . برهان

١Alternating Group
٢Cauchy



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ͷی دارای تنها Gدر�این�صورت باشد. اول عددی p و p | |G| متناهͬ، گروهͬ G کنید فرض .٣٣.١ قضیه

باشد. P E G اگر تنها و اگر مͬ�باشد، P مانند سیلو p−زیرگروه

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (۵.٩) نتیجه�ی به . برهان

مͬ�نامیم. x, y جا�به�جاگر را [x, y] = x−۱y−۱xy آن�گاه باشند، x, y ∈ G و Gیͷگروه اگر تعریف١.٣۴.

با را آن و مͬ�نامیم G جا�به�جاگر زیرگروه را G اعضای جا�به�جاگرهای تمام به�وسیله�ی شده تولید G زیر�گروه

به�عبارت مͬ�نامیم. Gنیز مشتق گروه زیر Gیا از شده مشتق گروه زیر ′Gرا نیز گاهͬ ′Gنمایشمͬ�دهیم. نماد

دیͽر

G′ =
⟨
{[x, y] | x, y ∈ G}

⟩
.

مشخصه�یGمͬ�نامیم، زیرگروه Hرا این�صورت در Hباشد. 6 G و Gیͷگروه فرضکنید تعریف١.٣۵.

.φ(H) 6 H باشیم داشته G از φ خودریختͬ�های تمام ازای به هر�گاه

خواهیم G از φ خود��ریختͬ�های تمام ازای به آن�گاه باشد، G گروه از ای مشخصه� زیرگروه H اگر .٣۶.١ لم

داشت

φ(H) = H.

دارد وجود φ ∈ Aut(G) بنابراین مͬ�باشد، G گروه از مشخصه�ای زیرگروه H فرض طبق . برهان

به�طوری�که

φ(H) 6 H. (١.١)

مشخصه زیرگروه تعریف طبق درنتیجه .φ−۱ ∈ Aut(G) بنابراین φ ∈ Aut(G) این�که دلیل به� اکنون

درنتیجه .φφ−۱(H) 6 φ(H) داریم به�وضوح بنابراین .φ−۱(H) 6 H داشت خواهیم

H 6 φ(H). (٢.١)

� .φ(H) = H داریم (٢.١) و (١.١) روابط طبق بنابراین



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

مͬ�باشند. G مشخصه�ی زیرگروه�های G′ و Z(G) آن�گاه باشد، گروه ͷی G اگر .٣٧.١ قضیه

φ(Z(G)) Z(G)و چون منظور این برای مشخصه�یGاست. Z(G)زیرگروه ثابتمͬ�کنیم ابتدا . برهان

است. φ(Z(G)) ⊆ Z(G) کنیم ثابت است کافͬ بنابراین مͬ�باشند، G از زیر�گروه�هایͬ

طوری�که به g = φ(z) نوشت مͬ�توان این�صورت در .g ∈ φ(Z(G)) و φ ∈ Aut(G) کنید فرض

به�طوری�که دارد وجود k ∈ Gاست پوشا φ این�که دلیل به آن�گاه باشد، h ∈ G اگر .z ∈ Z(G)

بنابراین مͬ�باشد، G از خود�ریختͬ ͷی φ این�که به توجه با اکنون .φ(k) = h

gh = φ(z)φ(k) = φ(zk) = φ(kz) = φ(k)φ(z) = hg.

مͬ�شود ثابت ترتیب این به .g ∈ Z(G) بنابراین مͬ�شود. Gجا�به�جا اعضای تمام با g که است معنا آن به این

است G مشخصه�ی زیرگروه Z(G) یعنͬ .φ(Z(G)) 6 Z(G) که

φ(G′) ⊆ G′ کنیم ثابت است کافͬ منظور این برای Gاست. مشخصه�ی ′Gزیرگروه مͬ�کنیم ثابت اکنون .

داریم این�صورت در باشد. x ∈ G′ و φ ∈ Aut(G) کنید فرض است.

x = (x−۱
۱ y−۱

۱ x۱y۱)(x
−۱
۲ y−۱

۲ x۲y۲)...(x
−۱
n y−۱

n xnyn).

داشت خواهیم φ تابع بودن همریختͬ دلیل به همچنین

φ(x) = φ(x−۱
۱ )φ(y−۱

۱ )φ(x۱)φ(y۱)...φ(x
−۱
n )φ(y−۱

n )φ(xn)φ(yn).

� مͬ�شود. ثابت حͺم ترتیب این به .φ(G′) ⊆ G′ نتیجه در مͬ�باشد. φ(x) ∈ G′ بنابراین

K مشخصه�ی Hزیرگروه اگر این�صورت در Hباشد. 6 K E G و گروه ͷیG فرضکنید .٣٨.١ قضیه

.H E G آن�گاه باشد،

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (٣.١۴) قضیه�ی به . برهان

به�طوری�که باشد داشته mوجود طبیعͬ عدد و باشد n مرتبه�ی از دوری گروهͬ G کنید فرض .٣٩.١ قضیه

mدارد. مرتبه�ی از زیر�گروه ͷی فقط Gاین�صورت در .m | n



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

همچنین مͬ�باشد. |G| = o(a) = n این�صورت در باشد. G = ⟨a⟩ و a ∈ G کنید فرض . برهان

به�طوری�که دارد وجود q مانند صحیحͬ عدد m،بنابراین | nفرض طبق چون

n = mq. (٣.١)

داشت خواهیم نتیجه در مͬ�باشد. H = ⟨aq⟩ بنابراین است، aq ∈ G چون اکنون

|H| = o(aq) =
o(a)

(o(a), q)
=

n

(n, q)
= m.

m مرتبه�ی از Gو از دیͽری Kزیر�گروه فرضکنید مͬ�کنیم. اثبات را زیر�گروه این بودن فرد به منحصر اکنون

s کنید فرض است. دوری Kنیز بنابراین مͬ�باشد دوری دوری، گروه هر زیر�گروه چون این�صورت در باشد.

ازای به درنتیجه Kمͬ�باشد. = ⟨as⟩این�صورت در باشد. as ∈ K باشدکه مثبتͬ صحیح عدد کوچ�ͷترین

بنابراین مͬ�باشد، an = e ∈ K این�که دلیل به .s | r داریم باشد ar ∈ K که r مانند صحیحͬ عدد هر

داشت خواهیم نتیجه در .s | n

|K| = o(as) =
o(a)

(o(a), s)
=

n

(n, s)
=
n

s
.

داریم بنابراین ،|K| = mفرض طبق چون

n = ms. (۴.١)

داشت خواهیم بنابراین مͬ�باشد. q = s که مͬ�گیریم نتیجه (۵.٣) و (٣.١) روابط از

K = ⟨as⟩ = ⟨aq⟩ = H.

� مͬ�شود. اثبات نظر مورد حͺم ترتیب این به

است. مشخصه متناهͬ، دوری گروه ͷی زیرگروه هر .۴٠.١ نتیجه

دلیل به این�صورت در Gباشد. دوری گروه از دلخواهͬ Hزیرگروه و f ∈ Aut(G) فرضکنید . برهان

بنابراین است، دوسویͬ تابعͬ f چون همچنین Gمͬ�باشد. از زیر�گروهͬ نیز f(H) ،f تابع بودن همریختͬ

|H| = |f(H)|.



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

بنابراین مͬ�کند عاد را گروه مرتبه�ی زیرگروه، هر مرتبه�ی لاگرانژ قضیه�ی طبق طرفͬ از

|H| | |G|. (۵.١)

|f(H)| | |G|. (۶.١)

داشت خواهیم (٣٩.١) قضیه�ی و (۶.١) و (۵.١) روابط طبق نتیجه در

f(H) = H.

� است. دلخواه نتیجه�ی همان این

∏n
i=۱Gi دکارتͬ حاصل�ضرب باشد. گروه�ها از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱≤i≤n کنید فرض .۴١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده {Gi}۱≤i≤n خانواده�ی خارجͬ مستقیم حاصل�ضرب مؤلفه�وار، ترکیب عمل با

در باشد. G زیرگروه�های از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱≤i≤n و گروه ͷی G کنید فرض .۴٢.١ تعریف

باشد برقرار زیر شرایط هرگاه مͬ�شود نامیده Giها داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب Gاین�صورت

.۱ ≤ i ≤ n تمام ازای به باشد، Gi EG الف)

ازای به به�طوری�که شود. نوشته g = g۱g۲...gn به�صورت فردی به منحصر به�طور g ∈ G عضو ب)هر

باشد. gi ∈ Gi ،۱ ≤ i ≤ nهر

Gحاصل�ضرب =
∏n

i=۱Gi اگر باشد. گروه�ها از متناهͬ خانواده�ای {Gi}۱≤i≤n فرضکنید .۴٣.١ قضیه

G که دارند وجود ۱ ≤ i ≤ n به�طوری�که G از Hi زیرگروه�های آن�گاه باشد، فوق خانواده�ی مستقیم

. Hi
∼= Gi داریم ۱ ≤ i ≤ n هر ازای به و مͬ�باشد Hiها داخلͬ مستقیم حاصل�ضرب

� کنید. مراجعه [١٠] مرجع از (١.١٠) قضیه�ی به . برهان


