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  گفتارپيش

مورد مطالعه قرار گرفته  [ G3 ]و  [ G1 ]، توسط گري در 1970كيلر اولين بار در سال - هاي نزديكخمينه  

ضرب يك كيلر به صورت موضعي حاصل-نشان داد هر خمينه ريماني نزديك [ G3 ]نگي با استفاده از . است

كيلر - كيلر اكيد است كه با فرض ساده همبندي و تمام بودن خمينه نزديك- خمينه كيلر و يك خمينه نزديك

كيلر اكيد - ثابت كرد هر خمينه نزديك [ C ]ت كليتن در گيري از مطالعانگي با بهره. اين تجزيه سراسري است

هاي هاي آن يكي از خمينهضرب ريماني است كه هر كدام از مولفهساده همبند و تمام داراي ساختارحاصل

  :پايين است 

  ) همگن طبيعي تحويلي (  3فضاي متقارن از درجه : الف 

  كيلر طبيعي بر آن-با ساختار نزديككواترنيوني مثبت - فضاي پيچشي بر يك خمينه كيلر: ب 

  بعدي - 6كيلر اكيد -خمينه نزديك: ج 

- و فضاي پيچشي بر يك خمينه كيلر [ G4 ]و  [ G2 ]توسط گري و ولف در  3فضاي متقارن از درجه   

  .معرفي شده است [S2 ]كواترنيوني توسط سالامون در 

فرم بنيادي لزوماً - 2كيلر با -ولي يك خمينه نزديكفرم بنيادي يك خمينه همتافته است -2هر خمينه كيلر با   

كيلر ناكيلر حتي به صورت موضعي - هاي لاگرانژي در يك خمينه نزديكهمتافته نيست و پيدا كردن زيرخمينه

وجود دارد  6كيلر اكيد-هاي لاگرانژي در خمينه نزديكهاي زيادي از زيرخمينهآسان نيست با اين وجود مثال

[ V ]  . اجيري در[ E ] كيلر اكيد- هاي لاگرانژي در خمينه نزديكثابت كرده است كه زيرخمينه  6  مينيمال

  .است

  :پردازد و ساختار آن چنين است مي [ S S ] نامه به تشريح مطالب مرجعاين پايان  
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، فضاي پيچشي بر يك 3كيلر، فضاي متقارن از درجه -هاي نزديكخمينهي نيازهايي دربارهدر فصل اول پيش  

  .كيلر بيان شده است-هاي نزديكهاي لاگرانژي در خمينهكواترنيوني و زيرخمينه-خمينه كيلر

بعدي و فضاي -6كيلر اكيد -هاي نزديكهاي لاگرانژي در خمينهشود كه زيرخمينهدر فصل دوم نشان داده مي  

كواترنيوني مينيمال است همچنين تجزيه يك زيرخمينه لاگرانژي در يك خمينه -خمينه كيلرپيچشي بر يك 

و سرانجام وردش يك  3هاي تماماً ژئودزيك در يك فضاي متقارن از درجه كيلر نيز زيرخمينه-ريماني نزديك

  .شودبعدي مطالعه مي-6كيلر اكيد -نزديك زيرخمينه لاگرانژي در خمينه
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   ل اولفص

  پيش نيازها

  .شودنيازها كوتاه بيان ميدر اين فصل پيش  

  

 فضاي ضرب اسكالر  1.1

از يك فرم  انديس. رداري حقيقي با بعد باپايان باشدفضاي بيك  Vفرض كنيد:  [ O ; p .47 ]  1.1.1تعريف 

كه Vاز Wعبارتست از بعد بزرگترين زيرفضاي Vبر bدو خطي متقارن
W

b منفي معين است.  

يك فرم دوخطي . رداري حقيقي با بعد باپايان باشدفضاي بيك  V فرض كنيد:  [ O ; p .47 ] 2.1.1تعريف 

  .را با اين فرم، فضاي ضرب اسكالر نامند V و V را يك ضرب اسكالر بر V متقارن و ناتبهگون بر

 V زير فضاي برداري W و gفضاي ضرب اسكالر با ضرب اسكالر يك  V فرض كنيد:  [ O ; p .49 ] 3.1.1لم 

  :گاه باشد آن

)1.1                                                                                      (     dim dim dimW W V   

كه در آن  , 0,W x V g x y y W      .  

Wبر و Vيك ضرب اسكالر gفرض كنيد:  [ O ; p .49 ]  4.1.1تعريف  V زيرفضاي برداري باشد. W را

زيرفضاي ناتبهگون نامند اگر
W

g ناتبهگون باشد.  
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Wيك فضاي ضرب اسكالر و V فرض كنيد:  [ O ; p .49 ] 5.1.1لم  V هاي شرط. فضاي برداري باشدزير

  .ارز استپايين هم

  .زيرفضاي ناتبهگون است W )الف 

W) ب  W V .  

  

  فرم بنيادي دوم و زيرخمينه مينيمال 2.1

. O ; p ]1.2.1تعريف  عبارتست از نگاشت هموار Mبر يك خمينه هموار يك هموستار:  [ 59

     : M M M  X X X هاي پايين صدق كند كه در شرط:  

1  (XY درX ، C Mخطي است.  

2 (  XY درY  ،خطي است.  

3 (       : X Xf C M fY Xf Y f Y     .  

شبه ريمانيبر هر خمينه :  [ O ; p .61 ] 2.2.1گزاره  ,M g هموستار يكتاي  وجود دارد كه  

)2.1(                                                                            , ,X YX Y Y X X Y M    X  

)3.1(                                                    . , , , , ,X XX g Y Z g Y Z g Y Z X Y Z M     X  

چويتاي-را هموستار لويM نامند.  كنددر فرمول پايين ، به نام فرمول كزول صدق مي  

        2 , , , , , , , , , ,    , ,XY Z X Y Z Y Z X Z X Y X Y Z Y Z X Z X Y X Y Z M        X
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فرض كنيد : [ O ; p .99 ] 3.2.1لم  ,M g چويتاي و-خمينه شبه ريماني با هموستار لويN M 

  گاه باشد آن Nستارزيرخمينه شبه ريماني با همو

)4.1(                                                                               tan      ,N
X XY Y X Y M    X  

فرض كنيد:  [ O ; p .100 ] 4.2.1تعريف  ,M g چويتاي-ستار لويخمينه شبه ريماني با همو و

N M گاه تابع زيرخمينه شبه ريماني باشد آن  

     
   

:

, nor X

N N N

X Y Y

  


X X X
 

 C Nدوخطي و متقارن است. را فرم بنيادي دومN درM داريم 4.1از رابطه . نامند  

 )5.1           (                      tan nor ,       ,N
X X X XY Y Y Y X Y X Y N         X             

فرض كنيد:  [ O ; p .101 ]  5.2.1تعريف  ,M g خمينه شبه ريماني،nN M زيرخمينه شبه ريماني و

p N 1اگر. باشد,..., ne e براي مماسي) يكه و متعامد (  يك كنجpT N باشد خميدگي ميانگينN در نقطهp 

  شودچنين تعريف مي

)6.1(                                                                                                     
1

1
,

n

p i i i
i

H e e
n





      

1است و به ازاي هر Mدر Nفرم بنيادي دوم كه در آن i n ، ,i i ig e e .  

pرا مينيمال نامند اگر در هر نقطهM در nNزيرخمينه : [ Kob,V2 ; p .379 ] 6.2.1تعريف  N،  

  .صفر باشد Nخميدگي ميانگين

0هرگاهژئودزيك نامند  را تماماً Mاز Nيك زيرخمينه شبه ريماني:  [ O ; p .104 ]  7.2.1تعريف  .  
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  .ارز استهاي پايين همشرط Mاز Nبراي يك زيرخمينه شبه ريماني:  [ O ; p .104 ] 8.2.1گزاره 

 :الف  NدرM تماماً ژئودزيك است.  

  .است Mيك ژئودزيك Nهر ژئودزيك: ب 

pTاگر: ج  M  مماس برN گاهباشد آنM-ژئودزيك در ابتدا درN 0يعني براي. قرار داردt   به اندازه

كافي كوچك t N .  

و Nيك خم در اگر: د  0T N  موازيگاه انتقالآن در امتداد درN وM يكسان است .  

  

 پذيري و عملگر ستاره هاججهت 3.1

بعدي وnيك فضاي برداري حقيقي Eفرض كنيد :  [ A ; p .397 ] 1.3.1تعريف  n E  مجموعهn فرم

باشد آن گاه هر عضو ناصفر  Eهاي  n E را يك عنصر حجمE 1دو عنصر حجم . نامند  2و ارز را هم

1نويسندو مي(  نامند 2  ( 0اگرc   1موجود باشد كه 2c  . فرض كنيد يك عنصر حجمE باشد .

 ارزي بر عنصرهاي حجميك رابطه همE كلاس يك عنصر حجم. است را با  چون  .دهندنمايش مي

 n E ارزي يك بعدي است بنابراين دو كلاس هم   و   ..    براي n E  وجود دارد كه  

و  هايجهتE وكند را مشخص مي  ,E  نامنددار را فضاي برداري جهت.  

فرض كنيد:  [ A ; p .397 ]  2.3.1تعريف   ,E  پايه مرتب. دار باشدفضاي برداري جهت 1,..., ne e  را

نامند اگر مي) جهت منفي ( جهت مثبت  1,..., 0ne e   ) 1,..., 0ne e  . (  

  كه  Mبر فرمnعبارتست از يك Mبعديnيك فرم حجم بر خمينه:  [ A ; p .435 ] 3.3.1تعريف 
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pبه ازاي هر M،  0p  يعني p عنصر حجم برpT M خمينه. باشدM ذير نامند اگر يك پرا جهت

  .فرم حجم بپذيرد

،بعديnفضاي برداري حقيقييك  Eفرض كنيد:  [ A ; p .399 ]  4.3.1گزاره  0
2g E  ناتبهگون و

اگر . متقارن باشد   يك جهتE گاه عنصر حجم يگانهباشد آن   g     وجود دارد كه به ازاي هر

پايه يكه و متعامد مثبت 1,..., ne e با پايه دوگان 1,..., ne e برايE  داريم:  

  1
1

...,..., 1, n
ne e e e      

 را يكgعنصر حجم نامند.  

،بعديnفضاي برداري حقيقييك  Eفرض كنيد:  [ A ; p .400 ] 5.3.1گزاره  0
2g E  ناتبهگون و

ومتقارن  1,..., ne e يكه و متعامد بريك پايه مرتب ،E  گاه آنباشد  0
2

k E   با تعريف پايين

  .متقارن است پايه، ناتبهگون و سته بهناواب

   1 1 1 1
1 1

... ...... ... ...,        ,k k k ki j i ji j i j
k ke e e e g g i i j j          

فرض كنيد:  [ A ; p .401 ] 6.3.1گزاره و تعريف   ,E   برداري حقيفيفضاي يكnداربعدي جهت،

 0
2g E ناتبهگون و متقارن و ،gعنصر حجم متناظر با  0,1باشد آن گاه به ازاي هر,...,k n  يك

يكريختي يكتاي   : k n kE E   وجود دارد كه:  

  1 2 1 2 1 2,       , k E           

كه در آن  0
2

k E  اگر .آمده است 5.3.1گزاره  در 1,..., ne e يك پايه مثبت برE با پايه دوگان

 1,..., ne e گاه باشد آن:  
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)7.1(                                                              1 1

1
... ... ...k k n

ke e sign e e   
          

يك جايگشت از اعضاي كه در آن 1,...,n  است كه   ...1 k    و   ...1k n     و به ازاي

1هر i n ،  ,i i ig e e      .  

براي عملگر:  [ A ; p .402 ] 7.3.1گزاره    : k n kE E   داريم  6.3.1در گزاره و تعريف:  

)8.1(                                                                                1       
r k n k k E        

  .است gانديس rكه در آن

. A ; p ] 8.3.1تعريف  گاه عملگرهايبرقرار باشد آن 6.3.1هاي اگر شرط:  [ 442,513

   1: k kE E    و لاپلاس   : k kE E   شودچنين تعريف مي  

)9.1(                                                                            10 0  ,   1
nk r

E d            

)10.1(                                                                                                             d d      

  .است gانديس rكه در آن

kفرم ديفرانسيل بر يك خمينه هموار در هر نقطه يكkبا توجه به اين كه هر:  [ A ; p .442 ] 9.3.1 نكته

-هاي شبه ريماني جهترا مي توان براي خمينه 8.3.1و  7.3.1،  6.3.1فرم بر فضاي مماس در آن نقطه است 

  .  پذير گسترش داد

فرض كنيد:  [ L ; p .235 ]  10.3.1تعريف  X MX و 1K M . k
Xi M را ضرب دروني

X و شود نامند و چنين  تعريف مي:  

)11.1(                                                 1 1 1,..., , ,...,      ,...,X k k ki X X X X X X X M   X  



 

٩ 
 

:1فرض كنيد:  [ L ; p .341 ] 11.3.1گزاره  k k
Xi

  ،0,..., 1k n ، X MX وXL  مشتق لي

  گاه آن باشد Xنسبت به

)12.1(                                                                        k+1      X X XL i d di M        

  

 خمينه همگن طبيعي تحويلي 4.1

:عبارتست از يك نگاشت هموار گروه لي )يكريختي (همريختي يك :  [ O ; p .300 ] 1.4.1تعريف  G H  

  .گروهي نيز هست)  يكريختي (همريختي  كه

:و gيك گروه لي با جبر لي Gفرض كنيد:  [ O ; p .300 ] 2.4.1لم  G G  اگر. باشد يكريختيX g 

گاهآن d X g   و:d g g يك يكريختي جبر لي است كه ديفرانسيل شودناميده مي.  

a، به ازاي هريك گروه لي باشد Gفرض كنيد:  [ O ; p .301 ] 3.4.1تعريف  G  تعريف كنيد  

1

:a

g aga
C G G




  

  دهيمقرار مي. يكريختي گروه لي است aCبنابراين

 Ad      aa dC a G    

و Gيك زيرگروه بسته يك گروه لي Hاگر:  [ O ; p .307 ]  4.4.1تعريف و گزاره  :G H gH g H  

Gگاه يك ساختار هموار يكتا برباشد آن H  وجود دارد كه  

:
g gH
G G H 

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G .استغراق استيك  H اي نامندساختار يك خمينه همدستهرا با اين.  

Gرا  Mيك متريك بر. عمل كند Mبر خمينه Gفرض كنيد گروه لي:  [ O ; p .310 ]  5.4.1تعريف 

gناوردا نامند اگر به ازاي هر G وابرسانيp gp طولپايي باشد .  

Mاييك خمينه همدسته:  [ O ; p .310 ]  6.4.1تعريف  G H نامند اگر يك زيرفضاي را تحويلي

 Ad Hناوردايm ازg موجود باشد كه مكملh درg يعنيباشد ، g h m . Ad H بودنناورداm 

hيعني به ازاي هر H داشته باشيم  

 Adh m m  

m gرا يك زيرفضاي لي برايG H نامند.  

Mفرض كنيد:  [ O ; p .311 ] 7.4.1گزاره  G H اي تحويلي با زيرفضاي لييك خمينه همدستهm باشد ،

:گاهآن pd T M m ، p e هاي اسكالريك تناظر يك به يك بين ضرب Ad Hناوردا برm  و

  . كندبرقرار مي Mناوردا بر Gهاي متريك

يك خمينه همگن طبيعي تحويلي عبارتست از يك خمينه همگن تحويلي:  [ O ; p .312 ] 8.4.1تعريف 

M G H با يك متريكG ناوردا بر آن چنان كه  

)13.1(                                                                   , , , ,      , ,X Y Z X Y Z X Y Z  
m m

m   

  . است mبر)  Mناوردا برGبا متريك( ضرب اسكالر متناظر  ,زيرفضاي لي و mكه در آن

Mاگر:  [ O ; p .313 ] 9.4.1لم  G H چويتاي-با هموستار لوي يك خمينه طبيعي تحويلي گاه باشد آن  

)14.1(                                                                                     1
,      ,

2XY X Y X Y   m  
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  گروه هولونومي و قضيه تجزيه درام  5.1

فرض كنيد:  [ D ; p.25 ]و   [ O ; p .66 ]  1.5.1تعريف و گزاره  ,M g  يك خمينه شبه ريماني با

اگر. باشد چويتاي-ستار لويهمو : 0,1 M   يك خم هموار باشد كه 0 p  و 1 q  گاه به آن

pxازاي هر T M ، Z X  يكتا وجود دارد كه  

        0    ,   0   0,1tZ x Z t t       

بگيريد   1P x Z  ،گاهآن: p qP T M T M  يك نگاشت خطي طولپايي است.  P را نگاشت انتقال موازي

  . نامند qبه pاز امتداددر 

پيوسته و هر  Zگسترش داد به اين ترتيب كه وار هموار بودنتوان با فرض پيوستگي و قطعهاين تعريف را مي

  .   نيز هموار باشد Z،هموار است جا كه

فرض كنيد:  [ D ; p .25 ] 2.5.1تعريف و گزاره  ,M g  1.5.1مانند،p M،px T M و : 0,1 M  

باشد كهوار هموار يك خم قطعه   0 1 p   .  يك طوقه به پايهراp بگيريد. نامندL  مجموعه همه

  باشد و تعريف كنيد pهاي به پايهطوقه

     Hol : GLp pP T M    L  

گاهآن Hol p  زيرگروه GL pT M است كه آن را گروه هولونوميM به پايهp نامند.  

فرض كنيد:  [ D ; p .26 ] 3.5.1تعريف و گزاره  ,M g يك خمينه شبه ريماني همبندn بعدي با

p,و چويتاي-ستار لويهمو q M اگر. باشد : 0,1 M  وار هموار باشد كهيك خم قطعه، 0 p  و

 1 q  گاه آن  


