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گزاری سپاس

ما روی رابه دانش درهای خود پروردگاری با و فرمود الهام ما به را سپاسͽزاری شیوه که خداوندی «سپاس

گشود.»

و نظری اسماعیل دکتر آقای جناب گرانقدرم، اساتید به را خود بͬ�پایان سپاس مͬ�دانم لازم خود بر آغاز در

امور انجام در را این�جانب ، خردمندانه راهنمایͬ�های و بͬ�شایبه زحمات با که پارسیان علͬ دکتر آقای جناب

نسبت را خود خالصانه امتنان مراتب و تقدیم فرمودند، یاری پایان�نامه این تدوین و نͽارش پژوهشͬ، آموزشͬ،

داوری که رمضانͬ مهدی دکتر آقای جناب و اکبری محمد دکتر آقای جناب از همچنین نمایم. ابراز ایشان به

مراحل در را این�جانب که عزیزم خواهر و مادر و پدر همراهͬ از سپاسͽزارم. گرفتند برعهده را نامه پایان این

دارم. را قدردانͬ نهایت نمودند یاری کار دشوار و سخت

١٣٩٢ نیا،شهریور قربان

آ�



چͺیده

مͬ�باشند. H فضای روی یͺنوا و پیوسته کراندار، نͽاشت�های K و F و هیلبرت فضای ͷی H کنیم فرض

روش ͷی ابتدا نامه پایان این در باشد. u+KFu = ٠ همرشتاین معادله جواب ͷی u∗ کنیم فرض همچنین

موضوع این سپس مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد معادله این جواب به روشرا این قوی همͽرایͬ و کرده بنا تͺراری

دهیم. تعمیم ، کند مͬ خاصصدق هندسͬ شرایط در که باناخ فضاهای روی نͽاشت�های به را

هیلبرت قوی-فضاهای همرشتاین-همͽرایͬ نوع از یͺنوا-معادلات عملͽر کلیدی: کلمات

ب
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پیشͽفتار

است: زیر شͺل به همرشتاین نوع از خطͬ غیر انتͽرال معادله ͷی

u(x) +
∫
Ω
k(x, y) f(y, u(y)) dy = h(x) (∗)

و حقیقͬ تابعͬ f باشد. Ω× Ω روی حقیقͬ هسته k باشد. Ω اندازه فضای روی متناهͬ σ اندازه dy که

: کنیم تعریف زیر به�����صورت را K اگر . است Ω روی تابعͬ h و Ω× R روی غیرخطͬ

Kv(x) =
∫
Ω
k(x, y) v(y) dy , x ∈ Ω

. مͬ���شود گفته ١ͬͺنمیتس عملͽر یا ترکیب Fu(y) := f(y, u(y))این�صورت در

: مͬ�������������شود نوشته زیر به��صورت (*) ، باشد h ≡ ٠ اگر این�صورت در

u+KFu = ٠

نظریه و اتوماسیون در و مطلوب کنترل های سیستم نظریه در مهمͬ بسیار نقش همرشتاین نوع از معادلات

بررسͬ مورد زیادی افراد توسط همرشتاین معادلات جواب یͺتایͬ و وجود مسئله این در مͬ�����کنند. ایفا ها شبͺه

مͬ�توان [۵] براودر و [٣] گوپتا۴ و براودر ، فیͽوردو٣[٢] دی و براودر٢ به نمونه (برای است گرفته قرار

خطͬ عملͽر ͷی باشند یͺنوا عملͽر دو F و K حالتͬ�که در زیͽیه۶ و ۵ چیدوم ، ٢٠٠۵ سال کرد).در اشاره

Nemytskii١

Browder٢

De Figueiredo ٣

Gupta۴

Chidume۵

ث



ͷی عملͽر این از استفاده با و است یͺنوا نیز عملͽر این این�صورت در که کردند فرض F و K برحسب را

. دادند قرار بررسͬ مورد را همرشتاین معادله جواب به روش این قوی همͽرایͬ و ارائه تͺراری روش

. مͬ��باشد فصل چهار شامل نامه پایان این

مͬ�گردد. ارایه ، مͬ�گیرند قرار استفاده مورد بعدی فصول در که اولیه مفاهیم و ها تعریف از برخͬ اول فصل در

. مͬ�گردد بیان کاربردشان و باناخ فضاهای در نامعادلات دوم فصل در

. مͬ�شود بررسͬ هیلبرت فضای در همرشتاین معادله جواب به تͺراری دنباله�های قوی همͽرایͬ سوم فصل در

یͺنواخت -q فضای در همرشتاین معادله جواب به تͺراری دنباله�های قوی همͽرایͬ چهارم فصل در نهایت در

. مͬ�گیرد قرار بررسͬ مورد هموار

مͬ�باشد. [١۴] شماره مرجع نامه پایان این اصلͬ مرجع

Zegeye۶

ج



١ فصل

ومقدمات اولیه مفاهیم

مقدمه ١.١

پایان این بعدی های فصل در که هایͬ یادآوری ، اولیه مفاهیم بیان به مختصر طور به نامه پایان از فصل این در

. ایم پرداخته مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد نامه

تعاریف ٢.١

است. آن دوگان X
∗
و ∥ . ∥ نرم با حقیقͬ باناخ Xفضای نامه پایان این در

.r وشعاع صفر مرکز به بسته Brگوی و اعدادحقیقͬ Rدامنه

. است x در x∗ از مقداری < x, x
∗
> ، X∗ در x∗ و X داخل x برای

١



٢ ومقدمات اولیه مفاهیم

X باشد. S := {x ∈ X :∥ x ∥= کنید{١ فرض باشد. نرمدار حقیقͬ فضای X کنید فرض .١.٢.١ تعریف

. باشد موجود x, y ∈ Sهر برای زیر حد اگر است) هموار X) دارد ١ گاتͺس پذیر مشتق نرم

limt→٠
∥x+ ty∥ − ∥x∥

t

. است یͺنواخت هموار X آنͽاه باشد موجود x, y ∈ Sهر برای زیر حد اگر .٢.٢.١ تعریف

limt→٠
∥x+ ty∥ − ∥x∥

t

X روی j پیوسته خطͬ ͷتابع اگر مͬ�شود گفته x ∈ X نقطه در گاتͺس پذیر مشتق φ تابع .٣.٢.١ تعریف

باشیم: داشته y ∈ X هر برای به�طوری�که باشد موجود

< y, j >= φ
′
(x, y) = limt→٠

φ(x+ ty)− φ(x)

t

زیر صورت به که φ : X −→ R تابع باشد. ∥ . ∥٢ نرم با نرمدار فضای X = R٢ کنید فرض .۴.٢.١ مثال

φ
′
(٠) = گاتͺس.٠ مشتق با است گاتͺس پذیر مشتق صفر در شود مͬ تعریف

φ(x, y) =


x
٣
y

x۴ + y٢
if (x, y) ̸= (٠,٠)

٠ if (x, y) = (٠,٠)

Gateaux١



٣ ومقدمات اولیه مفاهیم

زیر به�صورت X برای تحدب ضریب این�صورت در باشد. دار نرم فضای ͷی X کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف

∀ ٠ ≤ ϵ ≤ ٢ , δ
X
(ϵ) = inf{١− ∥ x+ y ∥

٢ :∥ x ∥=∥ y ∥= ١, ∥ x− y ∥= ϵ}

زیر به�صورت X برای همواری ضریب این�صورت در باشد. دار نرم فضای ͷی X فرضکنیم .۶.٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف

∀ t > ٠ , ρ
X
(t) = sup{١٢(∥ x+ y ∥ + ∥ x− y ∥)− ١ :∥ x ∥= ١, ∥ y ∥= t}

∀ t > ٠, ρX(t) > ٠ اگر مͬ��شود گفته هموار Xرͽدی بیانͬ به

و δ
X
(ϵ) > ٠ باشیم داشته ٠ < ϵ ≤ ٢ هر برای اگر است محدب یͺنواخت به�طور X .٧.٢.١ تعریف

. lim
t→٠

ρ
X
(t)

t
= ٠ اگر است هموار به��طوریͺنواخت

هستند هموار یͺنواخت به�طور و محدب یͺنواخت به�طور فضاهای lp فضای Hو هیلبرت فضای .٨.٢.١ مثال

زیر: وهمواری محدب باضرایب

δ
H
(ϵ) = ١−

√
١− ϵ

٢

۴ , ϵ ∈ (٠,٢]

δ
lp
(ϵ) = ١− (١− (

ϵ

٢)
p
)

١
p

, ϵ ∈ (٠,٢] , ٢ ≤ p < ∞

ρ
H
(t) =

√
١+ t٢ − ١ , t > ٠



۴ ومقدمات اولیه مفاهیم

ρ
lp
(t) = (١+ t

p
)

١
p − ١ , ١ < p ≤ ٢

q ) است محدب یͺنواخت - p ، X آنͽاه باشند. حقیقͬ اعداد p, q > ١ کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

(ρ
X
(t) ≤ Ct

q

) δ
X
(ϵ) ≥ Cϵ

p

به�طوری�که باشد موجود C > ثابت٠ اگر ( است هموار -یͺنواخت

، هیلبرت هموارند.فضاهای یͺنواخت - q ، ((١ < p < ∞)) (lp) Lp هیلبرت، فضاهای .١٠.٢.١ مثال

اگر هموارند ٢-یͺنواخت و ١ < p ≤ اگر٢ هموارند p-یͺنواخت ، (lp) Lp در�حالͬ�که هموارند ٢-یͺنواخت

. p ≥ ٢

ناتهͬ محدب زیرمجموعه D و ٢ سره تابع ͷی f : X −→ R := R ∪ {+∞} کنید فرض .١١.٢.١ تعریف

: اگر مͬ�شود گفته محدب D روی f آنͽاه باشد X از

∀ ٠ ≤ λ ≤ ١, x, y ∈ D , f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)

µ : R
+

= [٠,∞] −→ R
+

تابع ͷی اگر مͬ�شود گفته محدب یͺنواخت به�طور D روی f .١٢.٢.١ تعریف

: به�طوری�که باشد موجود t = ٠ اگر اگروفقط µ(t) = ٠ شرط با

f(λx+ (١− λ)y) ≤ λf(x) + (١− λ)f(y)− λ(١− λ)µ(∥ x− y ∥)

∀ ٠ ≤ λ ≤ ١, x, y ∈ D

(١.١)

. است محدب یͺنواخت به�طور مرکز در f آنͽاه λ =
١
٢ ، (١.١) نامعادله در اگر

f(x) < ∞ که باشد موجود x ∈ X اگر است سره تابعͬ f٢



۵ ومقدمات اولیه مفاهیم

یͺنواخت به�طور D روی مرکز در f اگر فقط و اگر است محدب یͺنواخت طور به D روی f محدب ͷتابع

. باشد محدب

: f محدب تابع مزدوج تابع .١٣.٢.١ تعریف

f
∗
(x

∗
)=sup{< x, x

∗
> −f(x) : x ∈ X} ، x∗ ∈ X

∗

. است ١
p
+
١
q
= ١ و f

∗
(x

∗
) =

١
q
∥ x

∗ ∥
q

آنͽاه باشد p > ١ و f(x) = ١
p
∥ x ∥

p

اگر

∀ C > ٠ ، (Cf)
∗
(x

∗
)=Cf

∗
(C

−١
x

∗
)

مͬ�شود: تعریف زیر وبه�صورت مͬ�نامیم f از زیردیفرانسیل را σf : X −→ X
∗ .١۴.٢.١ تعریف

σf(x)={x∗ ∈ X
∗
: f(y) ≥ f(x)+ < y − x, x

∗
> ∀ y ∈ X}

است x ١در
p
∥ . ∥p ͷتابع دیفرانسیل زیر x ̸= ٠ برای Jp(x)=∥ x ∥p−٢

J(x) .١۵.٢.١ مثال

٢X
∗
ازXبه یافته تعمیم دوگان q)نͽاشت > ١) Jq تابع باشد. نرمدار فضای X کنید فرض .١۶.٢.١ تعریف

: شود تعریف زیر صورت به و مͬ�دهد نشان را

Jq(x) ={f ∈ X
∗
:< x, f >=∥ x ∥q, ∥ f ∥∗=∥ x ∥q−١}

. دارد نام شده نرمال دوگان ونͽاشت است X
∗
به Xاز نͽاشتͬ Jکه = J٢ داریم q = ١ برای

. است ت�ͷمقدار J آنͽاه باشد هموار یͺنواخت X اگر



۶ ومقدمات اولیه مفاهیم

، x, y ∈ D(A) هر برای اگر است افزاینده A : D(A) ⊂ E −→ E ، A نͽاشت .١٧.٢.١ تعریف

: باشدبه�طوری�که موجود j(x− y) ∈ J(x− y)

< Ax− Ay, j(x− y) > ≥ ٠

هر برای اگر مͬ�شود گفته افزاینده -قوی η ، A.باشد موجود حقیقͬ η > ٠ کنید فرض .١٨.٢.١ تعریف

: به�طوری�که باشد موجود jq(x− y) ∈ Jq(x− y) ، x, y ∈ D(A)

< Ax− Ay, jq(x− y) > ≥ η ∥ x− y ∥q

∀ r > ٠ ، R(I + rA) = E و باشد افزاینده A اگر مͬ�شود نامیده -افزاینده m ، A .١٩.٢.١ تعریف

٣ ∀ r > ٠ ،CL(D(A)) ⊆ R(I + rA) اگر مͬ��کند صدق برد شرط در A .٢٠.٢.١ تعریف

شیتس لیپ T : D(T ) ⊂ E −→ E باشد.نͽاشت حقیقͬ خطͬ فضای E کنید فرض .٢١.٢.١ تعریف

: به�طوری�که باشد موجود L > ٠ اگر مͬ�������������شود گفته یافته تعمیم

∀ x, y ∈ D(T ) , ∥ Tx− Ty ∥ ≤ L(١+ ∥ x− y ∥)

. است یافته تعمیم شیتس شیتس،لیپ لیپ هرنͽاشت

. است یافته تعمیم شیتس لیپ نͽاشت کراندار برد با هرنͽاشت

. است کراندار یافته تعمیم شیتس لیپ هرنͽاشت

: شود تعریف زیر به�صورت T : E −→ E و E = (−∞,+∞) کنید فرض .٢٢.٢.١ مثال

است D(A) بستار CL(D(A))٣



٧ ومقدمات اولیه مفاهیم

Tx=



x− ١ if x ∈ (−∞,−١)

x−
√
١− (x+ ٢(١ if x ∈ [−١,٠)

x+
√
١− (x− ٢(١ if x ∈ [٠,١]

x+ ١ if x ∈ (١,+∞)

. نیست کراندار آن برد و نیست شیتس لیپ که است یافته تعمیم شیتس لیپ نͽاشت T آنͽاه

های (دنباله دهیم. مͬ نشان l
∞
با را R بتوی N از کراندار توابع همه شامل باناخ فضای .٢٣.٢.١ تعریف

سوپریمم) نرم با کراندار حقیقͬ

با: است معادل شود.که مͬ نامیده میانͽین ͷی µ ∈ (l
∞
)
∗ آنͽاه ∥ µ ∥= µ(I

N
) = ١ اگر .٢۴.٢.١ تعریف

∀ a ∈ l
∞
, inf

n∈N
an≤ µ(a) ≤ sup

n∈N
an

∀ n ∈ N , an ≤ bn =⇒ µ(a) ≤ µ(b)

برقرارباشند: زیر موارد اگر نامیم مͬ باناخ حد آنرا و دهیم مͬ نشان توانیم مͬ نیز µ(a).µ ∈ l
∞
مقدار با را µnan

است. µمیانͽین (i

∀ a ∈ l
∞
, µ(a) = µn(an+١) (ii

. µ(a) = µn(an+k
) داریم استقرا ͷکم به و µ(a) = µ(b) آنͽاه bn = a

n+١ باشیم داشته n ∈ N برای اگر

Dom(T ) از C زیرمجموعه ͷی روی کورارسیو۴ ، T : Dom(T ) ⊂ X −→ ٢X
∗

نͽاشت .٢۵.٢.١ تعریف

c : (٠,∞) −→ [−∞,+∞] تابع ͷی اگر مͬ�شود گفته

< x, Tx > ≥ c (∥ x ∥) ∥ x ∥ ∀ x ∈ C به�طوری�که باشد موجود t −→ ∞ که c(t) −→ شرط∞ با

.

Coercive۴



٨ ومقدمات اولیه مفاهیم

: اگر مͬ�شود گفته C روی کورارسیو ، T به�عبارتͬ�دیͽر

. x ∈ C و ∥ x ∥−→ ∞ زمانیͺه < x, Tx >

∥ x ∥
−→ ∞

ها لم ٣.١

. µ باناخ حدهای همه برای µnxn ≤ ٠ به�طوری�که باشند (x٠, x١, x٢, ...) ∈ l
∞
کنید فرض .١.٣.١ لم

lim sup
n→∞

xn ≤ ٠ آنͽاه lim sup
n→∞

(x
n+١ − xn) ≤ ٠ اگر

: آنͽاه باشد حقیقͬ هیلبرت فضای H کنید فرض .٢.٣.١ لم

۵∀ x, y ∈ H : ∥ x+ y ∥٢=∥ x ∥٢ +٢ < x, y > + ∥ y ∥٢

. شود رجوع [١ ] به : اثبات

: کند صدق زیر رابطه در و باشد نامنفͬ حقیقͬ اعداد از ای دنباله� {an}
∞

n=١
کنید فرض .٣.٣.١ لم

a
n+١ ≤ (١− αn)an + αnσn + γn , n ≥ ١

: کنند صدق زیر شرایط در {γn}
∞

n=١
و {σn}

∞

n=١
و {αn}

∞

n=١
به�طوری�که

{αn}
∞

n=١
⊂ [٠,١] ,

∑∞

n=١
αn = ∞ (i

lim
n−→∞ sup σn ≤ ٠ (ii∑∞

n=١
γn < ∞ , ∀ n ≥ ١ γn ≥ ٠ (iii

n −→ ∞ زمانͬ�که an −→ ٠ آنͽاه

. شود رجوع [١٧ ] به : اثبات

D(A) = H شرط با یͺنوا نͽاشت A : H −→ H و باشد حقیقͬ هیلبرت فضای H فرضکنید .۴.٣.١ لم

به�عبارتͬ�دیͽر: مͬ�کند صدق برد شرط Aدر (I+s٠A)Rآنͽاه = H که دارد وجود s٠ > ٠ که باشد.فرضکنید

∀ x, y ∈ H : ∥ x+ y ∥٢≤∥ x ∥٢ +٢ < y, x+ y >۵



٩ ومقدمات اولیه مفاهیم

R(I + sA) = H ∀ s > ٠

. شود رجوع [١٠ ] به : اثبات

D(A) = H شرط با یͺنوا نͽاشت A : H −→ H و باشد حقیقͬ هیلبرت Hفضای فرضکنید .۵.٣.١ لم

باشد.اگر ناتهͬ A−١
(٠) فرضکنید و باشد ۶ A رزلونت ، Jtx = (I+ tA)

−١
x , t > ٠ فرضکنید باشد.

. lim
t−→∞

Jtx ∈ A
−١
(٠) ، x ∈ H هر برای آنͽاه کند صدق برد شرط در A

. شود رجوع [١٩ ] به : اثبات

باشد D(A) = R(A) شرط با H هیلبرت فضای روی ٧ پیوسته یͺنوای نͽاشت ͷی A فرضکنید .۶.٣.١ لم

. است ماکسیمال یͺنوای A آنͽاه

. شود رجوع [٨ ] به : اثبات

D(F ) = باشرط یͺنوا نͽاشتهای F,K : H −→ H و باشد حقیقͬ هیلبرت Hفضای فرضکنید .٧.٣.١ لم

. کنند صدق برد شرط در F,K کنید فرض باشند. H = D(K)

: شود تعریف زیر به�صورت A : W −→ W W := H ×H نͽاشت اگر

Aω = (Fu− v,Kv + u) , ∀ ω = (u, v) ∈ W

. کند مͬ صدق برد شرط در و است یͺنوا A آنͽاه

. شود رجوع [١۴ ] به : اثبات

: شود تعریف زیر به�صورت A : H ×H −→ H و H در u+KFu = ٠ کنید فرض .١.٣.١ تبصره

Aω = (Fu− v,Kv + u) ∀ (u, v) ∈ H

resolvent A۶

continuse monotone ٧



١٠ ومقدمات اولیه مفاهیم

در Aω = ٠ جواب ͷی ω∗
= (u

∗
, v

∗
) اگر فقط و اگر است u + KFu = ٠ معادله جواب ͷی u∗ ∈ H

v
∗
= Fu

∗ برای باشد H ×H

: است برقرار زیر نامعادله آنͽاه باشد دار نرم خطͬ فضای E کنید فرض .٨.٣.١ لم

∥ x+ y ∥٢≤ ∥ x ∥٢ +٢ < y, j(x+ y) > ∀ x, y ∈ E , j(x+ y) ∈ J(x+ y)

. شود رجوع [١ ] به : اثبات

باشد. هموار q-یͺنواخت باناخ فضای X کنید فرض q > ١ برای .٩.٣.١ لم

باشد. x = [x١ , x٢ ] ∈ E برای ∥ x ∥
E
:= (∥ x١ ∥

q

X
+ ∥ x٢ ∥

q

X
)

١
q نرم با E := X ×X کنید فرض

: مͬ�کنیم تعریف x = [x١ , x٢ ] ∈ E برای باشد. E دوگان E∗
:= X

∗ ×X
∗ کنید فرض

jq : E −→ E
∗

j
E

q
(x) = j

E

q
[x١ , x٢ ] = [j

X

q
(x١)j

X

q
(x٢)]

تعریف زیر به�صورت < ., . > دوگان زوج E در دلخواه y = [y١ , y٢ ] و x = [x١ , x٢ ] برای به�طوری�که

: مͬ�شود

< x, j
E

q
(y) >=< x١ , j

X

q
(y١) > + < x٢ , j

X

q
(y٢) >

: آنͽاه

است. E روی دوگان نͽاشت ͷی j
E

q
(i

است. هموار q-یͺنواخت ، E (ii

. شود رجوع [٩ ] به : اثبات

است موجود k > ٠ ثابت ͷی آنͽاه باشد. هموار ٢-یͺنواخت باناخ فضای E کنید فرض .١٠.٣.١ لم



١١ ومقدمات اولیه مفاهیم

: است برقرار زیر نامعادله به�طوری�که

∀ x, y ∈ E ∥ x+ y ∥٢≤∥ x ∥٢ +٢ < y, j(x) > +k ∥ y ∥٢

. شود رجوع [١٨ ] به : اثبات

: کند صدق زیر رابطه در و باشد نامنفͬ حقیقͬ اعداد از ای دنباله {λn}
∞

n=١
کنید فرض .١١.٣.١ لم

λ
n+١ ≤ (١− ωn)λn + σn , n ≥ ٠

باشند. حقیقͬ اعداد از دنباله�هایͬ {σn}n≥٠ و {ωn}n≥٠ ∞∑که

n=١
ωn = +∞ و {ωn}n≥١ ⊂ [٠,١] به�طوری�که

یا ( lim
n−→∞

σn

ωn

= ٠ به�عبارتͬ�دیͽر ) σn = o(ωn) , n ≥ ٠ کنید فرض

lim
n−→∞ sup

σn

ωn

≤ ٠ یا
∑∞

n=١
| σn |< +∞

.n −→ ∞ زمانͬ�که λn −→ ٠ آنͽاه

. شود رجوع [۴− ١۶− ١٧ ] به : اثبات

باشد. هموار q-یͺنواخت حقیقͬ باناخ فضای X کنید فرض q > ١ برای .١٢.٣.١ لم

و اندیس N با E := X ×X × ...×X کنید فرض

. باشد x = [x١ , x٢ , ..., xN
] ∈ E برای ∥ x ∥

E
:= (∥ x١ ∥

q

X
+ ∥ x٢ ∥

q

X
+...+ ∥ x

N
∥q

X
)

١
q نرم با

x = [x١ , x٢ , ..., xN
] ∈ E برای باشد. E ،دوگان اندیس N با E∗

:= X
∗ × X

∗ × ... × X
∗ کنید فرض

: مͬ�کنیم تعریف

jq : E −→ E
∗

j
E

q
(x) = j

E

q
[x١ , x٢ , ..., xN

] = [j
X

q
(x١)j

X

q
(x٢), ..., j

X

q
(x

N
)]

زیر به�صورت < ., . > دوگان زوج E در دلخواه y = [y١ , y٢ , ..., yN
] و x = [x١ , x٢ , ..., xN

] برای به�طوری�که


