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سپاس و تقدیر

مشقت�ها تمام با را نامه پایان این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که منان ایزد نثار فراوان سپاس و شایان شͺر

عالم. منجͬ یͽانه (عج) مهدی حضرت عصر، امام محضر به بͬ�پایان درود و برسانم اتمام به وسختͬ�هایش

مدت این طول در که اسم�خانͬ محمدعلͬ دکتر آقای جناب عزیزم، راهنمای استاد از مͬ�دانم لازم خود بر این�جا در

از بنمایم. را قدردانͬ و تشͺر کمال داده�اند، قرار خود دلسوزانه�ی راهنمایͬ�های و محبت و لطف مورد را بنده همواره

مقالات کتاب�ها، که ”LarsWintherChristensen” پروفسور آقای جناب ام نامه پایان اصلͬ مقاله�ی نویسنده�ی

همچنین مͬ�کنم. قدردانͬ داشته کارم پیشبرد در به�سزایͬ سهم و بوده بخش الهام برایم پیوسته ایشان ارزنده رهنمودهای و

و مطالعه زحمت که امیری جعفریان مجید سید دکتر آقای جناب و نژاد آرین مسعود دکتر آقای جناب بزرگوار، اساتید از

مͬ�نمایم. تشͺر داشته�اند عهده بر را کار این داوری

رساله این نͽارش و آوری جمع لحظات تمامͬ در همواره که معرفت و عشق از کنده آ و مهربان قلبͬ از قدردانͬ پاس به

یعنͬ مͬ�شناسد، آن�را راستین معنای و دارد آشنایͬ تلاش مغرور و نجیب واژه�ی با که همدلͬ و بوده من یاور و همراه

مͬ�دارم. تقدیم را خود تشͺر و تقدیر مراتب نیت خلوص با و صمیمانه همسرم

مͬ�نمایم. قدردانͬ و تشͺر مردانͬ میثم آقای و پولادی هادی آقای جناب گرامیم دوست دو از خاتمه در

سفرم نو من و مقصد ره است دراز که قدس طائر ای کن راه بدرقه�ی همتم



چͺیده

N زمانͬ�که مͬ�شود ثابت مفروضند. N S-مدول و نوتری و جابجایͬ حلقه�های از R −→ S حلقه�ای همریختͬ

شود. محاسبه S روی موضعͬ به�صورت Rمͬ�تواند حلقه�ی روی مذکور بعد است متناهͬ گورنشتاین یͺدست بعد دارای

برابر گورنشتاین، یͺدست بعد است. �مولد متناهͬ S-مدول Nبه�عنوان باشد، موضعͬ همریختͬ زمانͬ�که این، بر علاوه

این است. R حلقه�ی باقͬ�مانده�ی میدان انژکتیو پوشش ،E آن در که مͬ�باشد sup{m ∈ Z|TorRm(E,N) ̸= ۰}

مͬ�باشد. یͺدست بعد مورد در آندره از قضیه�ای شبیه نتیجه

سازی، تͺمیل موضعͬ، همریختͬ�های همبافت، متناهͬ، ͬͺهمولوژی گورنشتاین، یͺدست بعد کلیدی: واژه�های

شده. مشتق رسته�های



مطالب فهرست
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دو پیشͽفتار

١ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ١
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٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همولوژی و همبافت ٢.١
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٨١ همبافت و مدول در G-بعد مفهوم ٣
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انعͺاسͬ کاملا́ همبافت و مدول� ١.٣
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گورنشتاین یͺدست بعد ٢.٣

٩٢ سازی موضعͬ و محمل ۴
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها محمل ١.۴
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی موضعͬ ٢.۴

١٠٩ ها تقریب ۵

١١۴ موضعͬ های همریختͬ ۶

١٢۵ مراجع

١٣٠ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

١٣۴ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

ͷی



پیشͽفتار

هرگاه گوییم متناهͬ همریختͬ ͷی روی Nرا باشد. NیRͷ-مدول و نوتری جابجایͬ ی حلقه ͷیR فرضکنید

و باشد، متناهͬ�مولد S-مدول ͷی N و بوده نوتری S �که به�طوری باشد موجود R −→ S حلقه�ای همریختͬ ͷی

باشد. اولیه�اش R-مدولͬ ساختار با منطبق R-مدول، به�عنوان N ساختار

قرار مطالعه مورد [١] آپاساو١ توسط مدول�ها از کلاس این است، موضعͬ همریختͬ ͷی R −→ S که مواردی در

در نیز · · · و ساتر-واگستاف۵ میللر۴، فاکسب٣ͬ، آوراموو٢، مͬ�شود. گفته متناهͬ تقریبا مدول�های آن�ها به که گرفته�اند

.[٢٣ ،۵ به[٣، شود رجوع اند. داشته فعالیت زمینه این

(ی همریختͬ�ها روی متناهͬ� مدول�های ͬͺهمولوژی خواص که مͬ�دهد نشان نویسندگان دیͽر و اشخاص این کارهای

ͷی مͬ�باشند. موضعͬ)، های حلقه (روی متناهͬ�مولد مدول�های ͬͺهمولوژی خواص از توسیعͬ به�صورت موضعͬ)،

هستند. محاسبه قابل R حلقه�ی روی موضعͬ به�صورت که است این R-مدول�ها ناورداهای از بسیاری مهم خاصیت

عبارت به است؟ برقرار نیز همریختͬ�ها روی مدول�های برای مشابهͬ وضعیت آیا که است این اساسͬ سوال بنابراین

است؟ محاسبه قابل ،S حلقه�ی روی موضعͬ به�صورت ،N مدول ناوردای ͷی آیا دیͽر،

که است گورنشتاین� یͺدست بعد روی تمرکز ما، اهداف از ͬͺی است. بررسͬ قابل سوال این یͺدست، بعد برای

پرداخته�اند. آن به ٨در[١۶]، تورسیلاس و جندا٧ ایناکس۶،

به�صورت �را آن مͬ�توان آن�گاه باشد متناهͬ ،N مدول گورنشتاین� یͺدست بعد ،GfdRN اگر مͬ�دهیم نشان

GfdRN = sup{GfdRpNq|q ∈ SpecS, p = R ∩ q}

مͬ�دهد. تعمیم را است R =−→ S که حالتͬ برای مشهور نتیجه�ای قضیه، این داد. نمایش

،N اگر آندره، از قضیه�ای طبق حالت این در و مͬ�شود متمرکز موضعͬ همریختͬ�های روی مدول�های روی بالا، نتیجه�ی
١Appasav
٢Avramov
٣Foxby
۴Miller
۵sather-wagstaff
۶Enochs
٧Jenda
٨Torrecilas

دو



با برابر ،R روی ،N یͺدست بعد آن�گاه باشد متناهͬ�مولد

sup{m ∈ Z|TorRm(k,N) ̸= ۰}

است. R حلقه�ی مانده�ی باقͬ میدان k آن در که بود خواهد

متناهͬ� موضعͬ، همریختͬ روی S-مدول، عنوان Nبه و Rموضعͬ، −→ S همریختͬ اگر که مͬ�کنیم ثابت همچنین

آن�گاه باشد متناهͬ� GfdRN و باشد

GfdRN = sup{m ∈ Z|TorRm(E,N) ̸= ۰}

در که است آن آندره قضیه�ی و نتیجه این بین اساسͬ تفاوت مͬ�باشد. R باقͬ�مانده�ی میدان انژکتیو پوشش E که است

است. متناهͬ GfdRN که فرضشود باید ابتدا این�جا

GfdRN و باشد متناهͬ� موضعͬ همریختͬ ͷی روی ،N اگر که رسید خواهیم زیر نتیجه�ی به فرع ͷی توسط همچنین

به�صورت را GfdRN مͬ�توان آن�گاه باشد متناهͬ

GfdRN = GfdR̂(Ŝ ⊗N)

است. پیچیدگͬ�هایͬ دارای گورنشتاین� یͺدست برای ولͬ است. ساده یͺدست بعد برای متناظر نتیجه�ی کرد. محاسبه

مقدماتͬ مطالب و مفاهیم اول فصل در است. گردیده تنظیم فصل شش بر رساله این فوق، اهداف به نیل راستای در

شده�اند. آوری گرد و تنظیم کوتاه گذری در بعدی، فصل�های بهتر درک برای نیاز مورد همولوژی جبر و جابه�جایͬ جبر

پرداخته�ایم همولوژی تابعͽون نیز و همبافت ͷی خواص بررسͬ و تعریف به دیͽر بخش دو طͬ همچنین فصل این در

گشته�اند. معرفͬ همولوژی ابر جبر در مهم تابعͽون دو سپس و

سه در و مͬ�گردد آشͺار به�وضوح همولوژی ابر جبر و همولوژی جبر بین اساسͬ شباهت�های و تفاوت�ها دوم فصل در

مͬ�باشد. [٧] فصل، این اصلͬ مرجع مͬ�پردازیم. همبافت�ها مورد در چند خواصͬ مطالعه�ی به مفصل بخش

بعد مفهوم درک برای مناسبͬ بستر واقع در است، پرداخته همبافت و مدول G-بعد مفهوم مطالعه�ی به که سوم فصل

به ابهام هر از فارغ بعدی فصل�های در بتواند خواننده تا مͬ�سازد فراهم را همبافت�ها و مدول�ها گورنشتاین یͺدست

اساسͬ نقش فصل این منسجم�تر و زیباتر هرچه گیری شͺل در که مرجعͬ بپردازد. مربوطه قضایای و مفاهیم مطالعه�ی

مͬ�باشد. [١١] دارد

سه



را مفهوم این مدول، ͷی برای محمل معرفͬ موازات به اول بخش است.در شده تنظیم و تهیه بخش دو در چهارم فصل

دوم بخش در پرداخته�ایم. آن خواص مطالعه�ی به قضیه چند عنوان تحت سپس و کرده�ایم معرفͬ نیز همبافت�ها مورد در

به�صورت آن�را مͬ�توان باشد، متناهͬ همریختͬ�ها روی همبافت�های گورنشتاین یͺدست بعد هرگاه دهیم نشان برآنیم نیز

کرد. محاسبه موضعͬ

ارایه قضیه�ای فصل هر ابتدای در که است این مͬ�باشند، رساله این نهایͬ هدف که شش و پنج فصل�های کار اساس

آن�را فصل هر پایان در انجام سر و پرداخته�ایم نیاز مورد مطالب جمع�آوری به آن اثبات و تحلیل برای سپس و گردیده

کرده�ایم. اثبات

با و ابتͺاری شیوه�های به دوم فصل قضایای خصوصاً قضایا، از تعدادی مورد در برهان ارایه�ی که است ذکر به لازم

و جابه�جایͬ جبر ابتدایͬ مفاهیم با خواننده که است این بر فرض رساله این در است. گرفته انجام فراوان وقت صرف

دهنده�ی نشان E(Rp ) علامت ،R حلقه�ی از p اول ایده�آل هر ازای به مͬ�کنیم نشان خاطر لیͺن آشناست همولوژی جبر

گشته�اند. معرفͬ نیاز مورد مͺان�های در رفته، به�کار علامت�های سایر است. Rp انژکتیو پوشش

چهار



١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم

حلقه�ای همریختͬ فرضکنید شود. تصریح آن�که مͽر هستند، نوتری جابه�جایͬ های حلقه ،S Rو رساله این سرتاسر در

مشخص φ توسط که ضربͬ با R-مدول، ͷی عنوان به مͬ�توان را مدول -S هر باشد. شده داده φ : R −→ S

فصل�های بهتر درک برای لازم و مقدماتͬ قضایای و تعاریف که داریم آن بر سعͬ فصل این در گرفت. نظر در مͬ�شود،

کنیم. اثبات و بیان را بعدی

حلقه�ها و مدول�ها اولیه�ی مفاهیم ١.١

تنها ،mاگر باشد. ماکزیمال ایده�آل ͷی تنها دارای هرگاه مͬ�نامیم، موضعͬ حلقه�ی ͷی را R حلقه�ی .١.١.١ تعریف

مͬ�شود. داده نمایش (R,m)به�صورت R باشد، R ماکزیمال ایده�آل

به�صورت شود، مͬ داده نمایش J(R) با که R حلقه�ی جیͺوبسون رادیͺال .٢.١.١ تعریف

J(R) = ∩
m∈MaxR

m

مͬ�گردد. تعریف

است. J(R) = m دراین�صورت، باشد. موضعͬ ی حلقه ͷی (R,m) کنید فرض .٣.١.١ نͺته

است. φ(J(R)) ⊆ J(S) گاه آن باشد. پوشا ای حلقه همریختͬ ͷی φ : R −→ S کنید فرض .۴.١.١ گزاره

١



٢ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

به متعلق a هر ازای به اگر وفقط اگر است J(R) به متعلق x باشد. φ(J(R)) در عنصری x کنید فرض . برهان

به دهیم نشان است کافͬ است J(S) به متعلق x این�که دادن نشان برای بنابراین باشد. داشته چپ وارون ۱− ax ،R

دارد. چپ وارون ۱− sx ،S در s عنصر هر ازای

عنصر s کنید فرض .x = φ(t) که به�طوری است موجود J(R) به متعلق t پس است φ(J(R)) به متعلق x چون

φ : R −→ S بودن پوشا بنابر باشد. Sاز دلخواهͬ

∃r۱ ∈ R st : φ(r۱) = s

تساوی�های x و s مقادیر باجایͽذاری نتیجه در

۱− sx = ۱− φ(r۱)φ(t) = ۱− φ(r۱t)
= φ(۱)− φ(r۱t) = φ(۱− r۱t),

ͷی نتیجه در دارد. چپ وارون ۱− r۱t لذا است R به متعلق r − ۱ و J(R) به متعلق t چون حال مͬ�شوند. نتیجه

که آن�جا از همچنین .u(۱− r۱t) = ۱ که به�طوری است موجود R به متعلق u

φ(u)(۱− sx) = φ(u)φ(۱− r۱t)
= φ(u(۱− r۱t)) = ۱,

� است. برقرار حͺم و باشد مͬ ۱− sxچپ وارون φ(u)

ترتیب به ماکزیمال ایده�آل�های با موضعͬ، SوR حلقه�های آن در که φ : R −→ S حلقه�ای همریختͬ تعریف١.١.۵.

مͬ�شود. نامیده موضعͬ همریختͬ ͷی φ باشد، φ(m) ⊆ n هرگاه بͽیرید. نظر در را مͬ�باشند n و m

است. موضعͬ φ : R −→ S پوشای همریختͬ هر ،Sو R های حلقه بودن موضعͬ فرض با .۶.١.١ نتیجه

حلقه�ی اول آل�های ایده� از سره زنجیر طولانͬ�ترین طول این�صورت، در باشد. حلقه ͷی R کنید فرض .٧.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نمایش dimR با و مͬ�نامیم R بعد را R



٣ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

µ(m) = dimR هرگاه مͬ�نامیم منظم موضعͬ Rرا باشد. موضعͬ یͷحلقه�ی (R,m, k) فرضکنید تعریف٨.١.١.

است. m برای مینیمال مولد مجموعه�ی عناصر تعداد µ(m) آن در که

،S در B و A شͬء دو هر ازای به که است رسته�ای زیر ،C رسته�ی از S تام١ رسته�ی زیر ͷی .٩.١.١ تعریف

HomS(A,B)باشد. = HomC(A,B)

ͷی HomC(A,B) ،B و A شͬء دو هر ازای به هرگاه گوییم پیش�جمعͬ رسته�ی ͷی را C رسته�ی .١٠.١.١ تعریف

باشند. برقرار زیر عبارات و بوده آبلͬ گروه

رابطه�ی هستند، C رسته�ی اشیاء بین ریخت�هایͬ که g : B −→ C و f۱, f۲ : A −→ B هر ازای به ( الف

باشد. برقرار g(f۱ + f۲) = gf۱ + gf۲

رابطه�ی هستند، C رسته�ی اشیاء بین ریخت�هایͬ که h۱, h۲ : A′ −→ B′ و k : C ′ −→ A′ هر ازای به ( ب

باشد. برقرار (h۱ + h۲)k = h۱k + h۲k

ͷی را F : C −→ D (پادورد) همورد تابعͽون باشند. جمعͬ پیش رسته�ی دو D و C کنید فرض .١١.١.١ تعریف

HomC(A,B)تساوی در g و f ریخت دو هر و C در B و A شͬء دو هر ازای به هرگاه گوییم جمعͬ تابعͽون

F(f + g) = Ff + Fg

باشد. برقرار

نظر در را R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از A۱
f۱−→ A۲

f۲−→ A۳
f۳−→ A۴

f۴−→ A۵ دقیق دنباله�ی .١٢.١.١ لم

است. صفر A۳ باشد، ͷی به ͷی f۴و پوشا f۱ اگر بͽیرید.
١full



۴ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

همریختͬ f۳ : A۳ −→ A۴ یعنͬ است. Imf۳ = ۰ نتیجه در و kerf۴ = ۰ است، تͺریختͬ f۴ چون . برهان

از .Imf۲ = A۳ پوشاست f۲ چون مͬ�آید. به�دست A۱
f۱−→ A۲

f۲−→ A۳ −→ ۰ دقیق دنباله�ی لذا مͬ�باشد. صفر

� است. صفر A۳ پس است. kerf۲ = A۲ ،f۱ بودن پوشا بنابر و kerf۲ = Imf۱ طرفͬ

نظر در را هستند دقیق سطرها آن در که R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از زیر جابه�جایͬ نمودار پنج) (لم .١٣.١.١ لم

بͽیرید.

M۱

α۱

��

//M۲

α۲

��

//M۳

α۳

��

//M۴

α۴

��

//M۵

α۵

��
N۱

// N۲
// N۳

// N۴
// N۵

است. ͷی به ͷی α۳ آن�گاه باشند، ͷی به ͷی α۴ و α۲ و پوشا α۱ هرگاه الف)

است. پوشا α۳ آن�گاه باشند، پوشا α۴ و α۲ و ͷی به ͷی α۵ هرگاه ب)

است. یͺریختͬ نیز α۳ باشند، یͺریختͬ α۵ و α۴ و α۲و α۱ هرگاه ج)

� .[۲۸۱ صفحه�ی ،٢۵] به شود رجوع . برهان

کنید فرض .١۴.١.١ لم

A //

��

B //

��

C // ۰

A′ // B′ // C ′ // ۰

-R این�صورت، در شده�اند. فرض دقیق آن سطرهای که باشد R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از جابه�جایͬ نموداری

مͬ�کند. جابه�جایͬ را زیر نمودار که است موجود γ′ : C −→ C ′ چون همریختͬ�ای

A //

��

B //

��

C //

γ
��

۰

A′ // B′ // C ′ // ۰

� .[۳۰ صفحه�ی ،٢٧] به شود رجوع . برهان



۵ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

وتنها اگر Mگوییم اساسͬ توسیع ͷی را E Mباشد. ⊆ E و R-مدول دو E Mو کنید فرض .١۵.١.١ تعریف

.re ̸= ۰ و re ∈M که به�طوری باشد موجود r ∈ R عنصر ،e ∈ E صفر غیر عنصر هر ازای به اگر

R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از کوتاه دقیق دنباله�ی ͷی ۰ −→M −→ N −→ K −→ ۰ فرضکنید .١۶.١.١ لم

دنباله�ی ͷی ۰ −→ Mp −→ Np −→ Kp −→ ۰ دنباله�ی آن�گاه باشد R حلقه�ی از اول ایده�آل ͷی p اگر باشد.

Rp-همریختͬ�هاست. و Rp-مدول�ها از کوتاه دقیق

و مͬ�دارد نͽه دقیق را دقیق هردنباله�ی Rp ⊗− تابعͽون است یͺدست Rمدول عنوان به Rp که آن�جا از . برهان

� است. برقرار به�وضوح حͺم لذا

جابه�جایͬ مربع .١٧.١.١ تعریف

A

α
��

f // B

β
��

C g
// D

R-همریختͬ�های و X R-مدول هر ازای به هرگاه گوییم رونده پیش مربع ͷی را R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از

در r : D −→ X مانند یͺتایͬ همریختͬ که شود نتیجه ،pf = qα خاصیت با q : C −→ X و p : B −→ X

A

α
��

f // B

p

��0
00
00
00
00
00
00
0

β
��

C

q
''PP

PPP
PPP

PPP
PPP
g // D

r   
X

است. موجود rg = q و rβ = pخاصیت با

وابسته رونده پیش مربع مͬ�توان همواره باشند R-همریختͬ دو f : A −→ B و α : A −→ C هرگاه

به�صورت را φ : A −→ C ⊕ B همریختͬ است کافͬ منظور بدین آورد. به�دست را R-همریختͬ دو این به



۶ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

نمودار و کرده تعریف a (α(a),−f(a))

A

α

��

f // B

β
��

C g
// C⊕B
Imφ

و b  (۰, b) + Imφ به�صورت که g : C −→ C⊕B
Imφ و β : B −→ C⊕B

Imφ ریخت�های گرفتن درنظر با را

پیش مربع ͷی واقع در مربع این که مͬ�کنیم بررسͬ کنیم. وابسته α و f به مͬ�شوند، تعریف c  (c, ۰) + Imφ

این�صورت در باشد. A در عنصری a کنید فرض است. رونده

gα(a) = (α(a), ۰) + Imφ و βf(a) = (۰, f(a)) + Imφ

مربع نتیجه در . gα(a) = βf(a) که مͬ�شود نتیجه به�سادگͬ ،Imφ = {(α(a),−f(a)) |a ∈ A} که آن�جا از

pf = qα خاصیت با q : C −→ X و p : B −→ X و یRͷ-مدول X کنید فرض اکنون است. جابه�جایͬ فوق

داشت، خواهیم (c, b) + Imφ  q(c) + p(b) به�صورت r : C⊕B
Imφ −→ X ریخت تعریف با باشند. موجود

.rg = q و rβ = p

شͺل به R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از دقیقͬ دنباله�ی ،M R-مدول برای انژکتیو تحلیل ͷی .١٨.١.١ تعریف

E = ۰ −→M
ϵ−→ E۰ ∂E۰−→ E۱ ∂E۱−→ E۲ ∂E۲−→ · · ·

است. انژکتیو Ej ،j ∈ Z هر ازای به که است

شͺل به R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از دقیقͬ دنباله�ی ،M R-مدول برای پروژکتیو تحلیل ͷی .١٩.١.١ تعریف

P = · · · −→ P۲
∂P۲−→ P۱

∂P۱−→ P۰
δ−→M −→ ۰

است. پروژکتیو Pj ،j ∈ Z هر ازای به که است

شͺل به R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از دقیقͬ دنباله�ی ،M R-مدول برای یͺدست تحلیل ͷی .٢٠.١.١ تعریف

F = · · · −→ F۲
∂F۲−→ F۱

∂F۱−→ F۰
δ−→M −→ ۰



٧ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

است. یͺدست Fj ،j ∈ Z هر ازای به که است

متناهͬ�مولد MیRͷ-مدول اگر باشد. آن از ایده�آلͬ I ⊆ J(R) و Rیͷحلقه فرضکنید ناکایاما): (لم .٢١.١.١ لم

Mاست. = ۰ آن�گاه ،M = IM که باشد

� .[۲ · ۲ قضیه�ی ،٢۵] به شود رجوع . برهان

R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از کوتاه دقیق دنباله�ی ͷی ۰ −→ A′ −→ A −→ A′′ −→ ۰ هرگاه .٢٢.١.١ لم

به�صورت بلند دقیق دنباله�ی ͷی ،B مانند R-مدول هر ازای به آن�گاه باشد

· · · −→ TorR۱ (A,B) −→ TorR۱ (A
′′, B) −→ A′ ⊗R B −→ A⊗R B −→ A′′ ⊗R B −→ ۰

مͬ�باشد. موجود

� .[۳ · ۸ قضیه�ی ،٢۶] به شود رجوع . برهان

دراین�صورت، باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷی M و موضعͬ حلقه�ی ͷی (R,m, k) کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

معادلند. زیر شرایط

است، Mآزاد الف)

است، Mیͺدست ب)

است. TorR۱ (k,M) = ۰ پ)

است. Mیͺدست پس است یͺدست آزاد R-مدول هر که آن�جا از =⇐(ب): (الف) . برهان

دقیق دنباله�ی ،٢٢.١.١ بنابر بͽیرید. نظر در را ۰ −→ m −→ R −→ k −→ ۰ دقیق دنباله�ی =⇐(پ): (ب)

· · · −→ TorR۱ (R,M) −→ TorR۱ (k,M) −→ m⊗RM −→ R⊗RM −→ k ⊗RM −→ ۰

از است، Mیͺدست چون طرفͬ از .TorR۱ (R,M) = ۰ است، پروژکتیو R-مدول عنوان به R چون مͬ�آید. به�دست

TorR۱ (k,M)فوق بلند دنباله�ی در بنابراین به�دستمͬ�آید. دقیق یͷدنباله�ی دقیق، دنباله�ی هر RM⊗−بر تابعͽون اثر



٨ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

مͬ�باشد. صفر نیز

این برای پایه�ای M
mM در آن�ها تصویر که باشند M از عناصری xn, · · · , x۲, x۱ کنید فرض (الف): ⇐= (پ)

پایه�ی با آزاد یRͷ-مدول F کنید فرض مͬ�کنند. تولید Mرا ، xn, · · · , x۲, x۱ این�صورت در باشد. برداری فضای

.ker(φ) = E فرضکنید همچنین باشد. φ(ei) = xiبه�صورت φ : F −→M R-همریختͬ و en, · · · , e۲, e۱

دقیق ،دنباله�ی ۰ −→ E −→ F
φ−→M −→ ۰ دقیق دنباله�ی از لذا

۰ −→ k ⊗R E −→ k ⊗R F
۱k⊗Rφ−→ k ⊗RM −→ ۰

۱k ⊗R φ لذا مͬ�باشند. یͺسان بعدی دارای k روی برداری فضای عنوان به k ⊗RM و k ⊗R F که مͬ�آید به�دست

Rنوتری که آن�جا از .E = mE نتیجه در .k⊗RE ∼= E
mE طرفͬ از است. k⊗RE = ۰ نتیجه ودر است. یͺریختͬ

مͬ�باشد. E = ۰ ناکایاما، لم بنابر نتیجه در است. Mمتناهͬ�مولد از مدولͬ زیر به�عنوان E است، Mمتناهͬ�مولد و

� است. Mآزاد و F ∼=M پس

همولوژی و همبافت ٢.١

ͷی معرفͬ ضمن سپس مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را همبافت�ها رسته�ی روی مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف بخش این در

اساس که مهم ارزی هم رابطه�ی ͷی اثبات با سرانجام مͬ�پردازیم. مربوطه نتایج و قضایا اثبات به ونشانه�ها، علائم سری

این در شده ارائه تعاریف تمامͬ بودن استاندارد بر علاوه مͬ�رسانیم. اتمام به را بخش مͬ�دهد تشͺیل را بعد فصل کار

مͬ�باشند. استاندارد زیادی حد تا نیز شده برده به�کار نشانه�های و علایم بخش،

به�صورت ∂Xl R-همریختͬ�های Xlو R-مدول�های از دنباله�ای ،X یRͷ-همبافت .١.٢.١ تعریف

X = · · ·Xl+۲

∂Xl+۲−→ Xl+۱

∂Xl+۱−→ Xl

∂Xl−۱−→ Xl−۱

∂Xl−۲−→ Xl−۲ · ··

.∂Xl ∂Xl+۱ = ۰ ،l صحیح هرعدد ازای به یعنͬ صفراست. همریختͬ متوالͬ، همریختͬ دو ترکیب آن، در که مͬ�باشد

مͬ�نامیم. l-ام مرتبه�ی دیفرانسیل را ∂Xl و ، l-ام مرتبه�ی R-مدول Xlرا



٩ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

هر و باشد. Xl = ۰ ،l > u و l < v هر برای اگر مͬ�شود، نامیده u تا v درجه�های در متمرکز X همبافت ͷی

به�صورت همبافت ͷی تلقͬ M مدول عبارتͬ به مͬ�شود. شناخته X۰ مدول با صفر درجه�ی در متمرکز ،X همبافت

دارای صفر، درجه�ی به�جز درجه�ای هر در مͬ�تواند همبافت این است. صفر درجه�ی از M با M = ۰−→M−→۰

یعنͬ باشد. صفر

M = · · · ۰−→۰−→۰ · · · ۰−→M−→۰−→۰ · · ·

مͬ�دهیم. نمایش ۰ با را صفر همبافت اساس برهمین مͬ�کنیم. خودداری غیرضروری صفرهای نوشتن از ما اما

نمادگذاری�های ،l صحیح هرعدد ازای Xبه یRͷ-همبافت برای .٢.٢.١ نمادگذاری

CXl = Coker∂Xl+۱

ZXl = Ker∂Xl

BX
l = Im∂Xl+۱

.BX
l ⊆ ZXl و Xlمͬ�باشند از مدول�هایͬ زیر ZXl و BX

l هردوی مͬ�بریم. به�کار را

مدول .٣.٢.١ تعریف

Hl(X) =
ZXl
BX
l

با ،l ∈ Z هر ازای به H(X) همولوژی R-همبافت همچنین مͬ�نامیم. X همبافت l-ام مرتبه�ی همولوژی مدول را

مͬ�شود. تعریف ∂H(X)
l = ۰ H(X)lو = Hl(X) دادن قرار

،l صحیح عدد هر برای یعنͬ .H(X) = ۰ هرگاه گوییم بدیهͬ ͬͺهمولوژی به�طور را X همبافت .۴.٢.١ تعریف

باشد. Bl(X) = Zl(X)



١٠ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

به�طور که است چیزی همان بدیهͬ، ͬͺهمولوژی طور به R-همبافت ͷی بالا �در شده ارائه تعریف بنابر .۵.٢.١ نͺته

مͬ�شود. خوانده R-مدول�ها از دقیق دنباله�ی ͷکلاسی

∑mX با که X همبافت روی m اندازه�ی ١به انتقال عمل�گر آن�گاه باشد، صحیح عدد ͷی m اگر .۶.٢.١ تعریف

دیفرانسیل و مدول آن، در که است چپ سمت به X همبافت mدرجه�ای مͺان تغییر دهنده�ی نشان مͬ�شود، مشخص

به�صورت l-ام مرتبه�ی

(ΣmX)l = Xl−m

و

∂Σ
mX

l = (−۱)m∂Xl−m

مͬ�شوند. تعریف

مͬ�باشند. زیر شͺل به
∑۳Xو

∑۲X همبافت�های ،X همبافت برای مثال.

X = · · ·Xl+۲

∂Xl+۲−→ Xl+۱

∂Xl+۱−→ Xl

∂Xl−۱−→ Xl−۱

∂Xl−۲−→ Xl−۲ · · ·

Σ۲X = · · ·Xl
∂Xl−→ Xl−۱

∂Xl−۱−→ Xl−۲

∂Xl−۲−→ Xl−۳

∂Xl−۳−→ Xl−۴ · · ·

Σ۳X = · · ·Xl−۱

−∂Xl−۱−→ Xl−۲

−∂Xl−۲−→ Xl−۳

−∂Xl−۳−→ Xl−۴

−∂Xl−۴−→ Xl−۵ · · ·

با است فرد m ∈ Z زمانͬ�که و .Hl(Σ
mX) =

ker∂Xl−m

Im∂Xl−m+۱
= Hl−m(X) باشد، زوج m ∈ Z هرگاه

تساوی نتیجه در ،Im(f) = Im(−f) و ker(f) = ker(−f) ،f R-همریختͬ هر ازای به این�که به� توجه

داریم. را زیر نتیجه�ی لذا و است Hl(Σبرقرار
mX) =

ker−∂Xl−m

Im−∂Xl−m+۱
= Hl−m(X)

است. Hl(Σبرقرار
mX) = Hl−m(X) رابطه�ی همواره فوق توضیحات و تعاریف به توجه با .٧.٢.١ نتیجه

١Shift



١١ مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم .١ فصل

از α = (αl)l∈Z خانواده�ی ͷیα : X−→Y ریخت ͷی باشند، R-همبافت دو Y و X هرگاه .٨.٢.١ تعریف

نمودار که است αl : Xl−→Yl R-همریختͬ�های

X = · · · // Xl+۱

αl+۱

��

∂Xl+۱ // Xl

αl

��

∂Xl // Xl−۱

αl−۱

��

// · · ·

Y = · · · // Yl+۱
∂Yl+۱

// Yl
∂Yl

// Yl−۱
// · · ·

کند. جابه�جایͬ را

هرگاه مͬ�شود خوانده هموتوتͬ ͷی rX : X−→X ریخت ،X R-همبافت و r ∈ R ͷی برای .٩.٢.١ تعریف

به�صورت و باشد r در حاصل�ضرب

X = · · · // Xl+۱

r.

��

// Xl

r.

��

// Xl−۱

r.

��

// · · ·

X = · · · // Xl+۱
// Xl

// Xl−۱
// · · ·

به�صورت Xکه روی همانͬ ریخت راستا همین در مͬ�شود. داده

X = · · · // Xl+۱

۱X

��

// Xl

۱X

��

// Xl−۱

۱X

��

// · · ·

X = · · · // Xl+۱
// Xl

// Xl−۱
// · · ·

مͬ�دهیم. نمایش ۱X با را است

l ∈ Z هر ازای به که مͬ�کند القا همولوژی در را H(α) : H(X)−→H(Y ) ریخت α : X−→Y ریخت هر

مͬ�شود. تعریف zl +BX
l  αl(zl) +BY

l به�صورت

ریخت ͷی هرگاه مͬ�نامیم یͺریختͬ را R-همبافت�ها از α : X−→Y ریخت ͷی .١٠.٢.١ تعریف

.αα−۱ = ۱Y و α−۱α = ۱X که باشد موجود α−۱ : Y−→X

وتنها اگر هستند یͺریخت Y و X R-همبافت دو و داده نمایش پیͺان�هایشان کنار در u شͺل به را یͺریختͬ�ها

باشد. Xموجود u−→ Y یͺریختͬ ͷی اگر


