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تقدير و تشكر

اي حقيقت امر اين است كه ما كاره.  كردن به من آموختسپاس خداوند منان را كه زندگي
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.كر را دارمشتل در طي اين دوره برايم كشيدند، كما

ند، توفيق روزافزون از نامه را بر عهده داشت آقاي دكتر شهرام منصوري كه داوري اين پايانبراي

.خواستارمايزد منان
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الف چكيده

چكيده 

را مطالعه       فرآيندهاي الگويي القاييفرآيندهاي تصادفي و نامه نرخ آنتروپي پاياندر اين

 كه فرآيند اين ارتباط را در حالتي. كنيمن نرخ آنتروپي اين دو را مشخص مي و ارتباط بيكرده

روي خص هاي مشاركوف و نويزدار باشد با محدوديتتصادفي اصلي، فرآيند ارگوديك مانا، م

همچنين براي حالتي كه نرخ آنتروپي فرآيند الگويي نامتناهي . شودالفباهاي القا شده، بررسي مي

دهيم كه نرخ آنتروپي كنيم و نشان مينتروپي فرآيند الگويي را مشخص ميباشد، نرخ رشد آ

�صورت الگويي القايي از فرآيندي كه بفرآيند *
iX f∼) توزيع شده باشد با ) مستقل و همتوزيع

.كنيم در پايان مساله بازي را مطرح مي. برابر استf*آنتروپي توزيع 

.نرخ آنتروپي، فرآيند الگويي، الفبا، نرخ رشد، آنتروپي: واژگان كليدي
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١ پيش گفتار

يش گفتارپ

هاي آمار، مهندسي مكانيك، برق، نجوم، اقتصاد، ه آنتروپي و نظريه اطلاع در رشتهامروز

به درون خود " به معني Entropyآنتروپي از واژه يوناني . كاربرد دارد...  و ، مديريتپزشكي

]1يوس، اين اصطلاح اولين بار توسط كلوز گرفته شده است"روممي  در ترموديناميك به كار 22[

.گرفته شد

]شانون در. گذاري شد پايه2 نظريه اطلاع امروزي توسط شانون1948 در سال   نرخ 17[

ك متغير تصادفي، تعداد متوسط در واقع آنتروپي ي. آنتروپي فرآيندهاي تصادفي را معرفي كرد

 فرآيند باشد و نرخ آنتروپيصادفي مذكور مي متغير تهاي لازم از اطلاعات براي توصيفبيت

.هاي لازم از اطلاعات كه هر نشانه بتواند فرآيند را توصيف كندتصادفي، تعداد متوسط بيت

اي كه پيش رو داريد، شامل سه فصل است كه در فصل اول مقدماتي از آنتروپي و نامهپايان

.كنيما بيان ميتصادفي رفرآيندهاي تصادفي و نرخ آنتروپي فرآيندهاي 

.آوريميم و توزيع احتمال آن را بدست ميكن الگويي را معرفي ميدر فصل دوم فرآيند

ايي باشد، نرخ آنتروپي فرآيندهاي الگويي القنامه ميه شالوده اصلي اين پاياندر فصل سوم ك

انا و ارگوديك م ماركوف، يهايي كه فرآيند تصادفي، فرآيندفرآيندهاي تصادفي را در حالت

آوريم و ارتباط بين ص روي الفباهاي القا شده بدست ميهاي مشخنويزدار باشد با محدوديت

.كنيمند الگويي القايي آن را بررسي مينرخ آنتروپي فرآيند تصادفي و فرآي

١ Clausius
٢ Shannon



٢ پيش گفتار

 اولين بار ارتباط بين نرخ آنتروپي فرآيندهاي تصادفي و فرآيندهاي الگويي القايي آن را  1شمير

]در هايي براي آنتروپي فرآيندهاي الگويي شمير كران. بررسي كرد i.i.d براي فرآيندهاي 16[

ها در اين كران.  برد نرخ آنتروپي بكارها را برايآورد كه طبيعتا مي توان اين كرانبدست 

[ ] [ ] [ ], ,13 14 ]در.  اصلاح شدند15 ] [ ] [ ] [ ], , ,13 14 15  آنتروپي فرآيند الگويي متناهي فرض 16

هاي مذكور بطور كامل ارتباط بين نرخ آنتروپي فرآيند تصادفي و فرآيند شود ولي در مقالهمي

تر هاي كلينامه اين ارتباط را در حالتيانادر اين پ. الگويي القايي آن مشخص نشده است

.دهيممورد بررسي قرار مي) ا و نويزدارماركوف، ارگوديك مان(

:نامه بر اساس مقالات زير تدوين شده استاين پايان

[ ]1  G. M. Gemelos and T. Weissman, On the Entropy Rate of Pattern 

Processes, Hewlett Packard Tech Report HPL-2004 -159,September 2004 .

[ ]2 A. Orlitsky, N. P. Santhanam, and J. Zhang, Universal compression 

of memoryless source over unknown alphabets, IEEE Transactions on 

Information Theory, IT-50 : 7  (July 2004 ), p. 1469 1481.−

١ Shamir
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4  كليات. فصل اول

مقدمه 1-1

] مطرح شد1 بولتزمانگن توسط لئودوي1877پايه و اساس مفهوم آنتروپي در سال   و بعدها 3[

 در تفسير 3نيكويست.  و قبل از وي افراد ديگري چون اچ2ي كلود شانون بوسيله1948در سال 

اي  مقاله1924 نيكويست در سال .هايي چند انجام شدآنتروپي از نقطه نظر تئوري اطلاع تلاش

يك با استفاده از خود كلمات را توسط ) هايا نوشته(هاچاپ كرد كه در آن چگونگي ارسال پيام

] ولي بدون دگر شكلي فراهم نمود،كانال تلگراف با ماكسيمم سرعت ممكن ]3 .

هارتلي مقدار . دازه اطلاع را تعريف كند اولين كسي بود كه كوشيد ان4هارتلي. ال. وي. ار

 بنابراين در حالتي كه .كندهاي قابل تشخيص تعريف مياطلاع را به صورت لگاريتم تعداد پيام

: داريم،باشندkها با طول پيام

 نماد s دادن مشكل اساسي رهيافت هارتلي اين بود كه در آن هيچ فرضي در مورد امكان رخ

 دستاورد شانون .هاي متوالي نشده استنابرابر يا امكان وجود وابستگي بين نماديهابا احتمال

 با مرتبط اري هاي نيكويست و هارتلي را توسعه داد و نظريه اطلاع امروزاين است كه او نظريه

.گذاري كردوري از مفهوم شانس يا احتمال پايه با بهره،ساختن اطلاع با عدم حتميت

١ -Ludwing Boltzman
٢ -Claude Shannon
٣ -H.Nyquist
٤ -R.V.L.Hartley

k k
HH (s ) log (s ) k log(s ).= =
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براي نخستين بار توسط كلود شانون در سال شود،مروزه از آن صحبت ميكه انظريه اطلاع 

مؤيد اين عقيده بود كه اطلاع توسط شانون نظريهي آنتروپي در انتشار نظريه. مطرح شد1948

آنتروپي ميزان دوري يك متغير . "ديگرند تر از متغيرهاي  بعضي از متغيرهاي تصادفي، تصادفي"

توان گفت كه مفهوم  در واقع مي.آوردخاص را به صورت كمي در ميتصادفي از يك مقدار 

 به Entropyآنتروپي از واژه يوناني . دهدته اصلي نظريه اطلاع را تشكيل مي شانون هسآنتروپي

س به كار اين اصطلاح اولين بار توسط كلوزيو.  گرفته شده است"رومبه درون خود مي"معني 

 آن نظمي معادل دانست، هرچه نظم سيستم بالا رود آنتروپين با بيتواآنتروپي را مي. برده شد

.يابد و بالعكسكاهش مي

زان اطلاعي كه هر  مي. اطلاع به وجود آمديهبراي نشان دادن اطلاع به صورت كمي، نظر

 اندازه ، موضوع آنبردن بهتعداد سوالات لازم براي پينسبت دهد به وسيله موضوع به ما مي

. دشوگيري مي

شانس قرار داشته باشد  هم در فضايي غير،اگر موضوعي كه مورد نظر استبعنوان مثال 

)شانونآنتروپي (اطلاع شانونبراي رسيدن به موضوع لازم است كه  راهاييمتوسط تعداد سؤال

Hگوييم و با (X Hيا( (f)مقدار اطلاعات دريافتي از شهوديبه صورت .دهيمنشان مي 

بعبارت ديگر پيام مربوط به . وع اين حادثه نسبت عكس داردال وقوقوع يك حادثه با احتم

را اغلب آنتروپي .است، بيشترين اطلاع را دارا استاي كه داراي كمترين احتمال وقوع حادثه

.نامندمي يا ميزان عدم حتميت ميزان تعجب
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 حتميت و آنتروپيميزان تعجب، عدم2-1

گفته شود د رخ دهد، اگر آزمايش انجام گيرد و توانگيريم كه ميدر نظر مي را Eپيشامد

؟كنيمدر تعجب مي چق رخ داده استEكه

 به گمان  روي داد صيد يك ماهي بود كه1938انگيزي كه در سال  براي مثال، اتفاق شگفت

 صيد اين ماهي باعث به وجود آمدن تغيير اساسي .1 منقرض شده بود از آندانشمندان ساليان قبل

ماهي كه غير ممكن نيز به نظر  در حالي كه صيد يك شاه.شناسي شددر نظريه تكامل در زيست

.ها شودتواند باعث ايجاد تغيير در نظريهرسد به سختي مينمي

خواهد بيشتر ما  تعجب  باعث،كه حتميت كمتري داردي  پيشامدخ دادنپس به طور كلي ر

.شد، يعني ميزان تعجب تابعي از احتمال است

 بدست ميزان تعجباي براي  در واقع ضابطهرا كمي كنيم ميزان تعجب كنيم سعي ميحال

پيشامدي با يعني ميزان تعجبي كه از وقوع دهيم،مينمايش  S(p)ميزان تعجب را با .آوريممي

Eاز رخ دادن ميزان تعجب حاصل كه كنيم ميشود و بر اين اصل توافقحاصل ميpاحتمال 

>p براي همه مقادير S(p)مي كنيم فرض.تنها به احتمال وقوع آن بستگي دارد تعريف �1≥

=pكهشده و براي پيشامدهايي  كنيم كه در اين قسمت سعي مي. نشده استتعريفست، ا�

كنيم  كنيم و ثابت اي از شرايط منطقي تعيين را براساس توافق روي مجموعه S(p)شكل تابعي

.زم هستندلا S(p)كه اين اصول براي شكل معين 

١ -Coelacanth
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)S.1اصل  )=1 � .

.S(p)>S(q)آنگاه  باشد،p<qيعني اگر  است،p نزولي از  تابعي اكيداً S(p).2اصل 

رود هر تغيير  انتظار مي،در توضيح اين شرط اين كه. استp تابعي پيوسته از  S(p).3اصل 

.شودمي S(p)باعث تغيير كوچكي در pكوچك در 

>p به ازاي .4اصل  >q و�1≥ ≤1�،( ) ( ) ( )S pq S p S q= در توضيح اين شرط .+

پس .P(F)=q و  P(E)=p كهطوريه بگيريم را در نظر مي F وE دو پيشامد مستقل ،اين كه

)جهدر نتي. استP(EF)=pqاحتمال وقوع توام برابر  )S pqتعجب حاصل از وقوع توام ميزان 

EوFابتدا پيشامد كنيمحال فرض . است E آن پيشامد  رخ داده و پس ازFحال . رخ داده است

)بنابراين است،E ميزان تعجب وقوع پيشامد S(p)چون  ) ( )S pq -S p نشان دهنده افزايش

 مستقل از هم هستند، F وEعلاوه چون ب.  رخ داده استFشويم كه وقتي مطلع ميتعجب است

. باشد S(p)بنابراين افزايش تعجب بايستي برابر با 

:كنيم است، مطرح ميS(p)قضيه زير را كه بيان كننده ضابطه تابعحال 

)كند، اگر و تنها اگر صدق مي4 تا 1اصول در  S(p) تابع  1-1.قضيه )S p clogp=−

.  يك عدد دلخواه مثبت است و پايه لگاريتم دلخواه و بزرگتر از يك استcكه 

].ج.ر.برهان ]20

.دهيم يك قرار مي برابر راcبراي سادگي محاسبات 
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فرض كنيد . كند را تشريح ميXمتغير تصادفيهاي  سختي پيش بيني برآمد،عدم حتميت

nx مقاديرXمتغير تصادفي  , ,x  , x2 np متناظر هايرا با احتمال…1 , ,p ,p2 .  اختيار كند…1

عدم حتميت را كه تابعي . گيري نمايد را اندازهXبال يافتن كميتي هستيم كه عدم حتميت ما به دن

npاز , ,p ,p2 nH(p است با…1 ,p , ,p )1 2 H يا به اختصار با … (X . دهيم نشان مي(

nH(p ,p , ,p )1 2 nS(pگين وزني اعداد توان به صورت ميان را مي… ), ,S(p ) ,S(p )2  در …1

iS(pنظر گرفت كه  i{Xپيشامد عدم حتميت ( x حاصل از  تعجب عبارت ديگر ميزانيا ب={

i{Xپيشامداطلاع وقوع  x Hتابع. است={ (X i{Xهايپيشامد حتميت متوسط عدم( x }=

.است

X نشان دهنده ميزان تعجب حاصل از اين است كه متغير تصادفي i-log pاز آنجايي كه 

ر متغيع در مورد  را اختيار كند، در نتيجه ميانگين وزني ميزان تعجب حاصل از اطلاixمقدار 

 برابر است باXتصادفي 

n

i i
i=1

H(X) = - p logp .∑

H(X) در نظريه اطلاع به عنوان آنتروپي متغير تصادفي Xصورتي كه  در.شود شناخته مي 

آيد زيرا  صفر باشد، باز هم مشكلي پيش نميبرابراحتمالات يكي از
u o
lim ulogu =
→

� .

 احتمال  جرمو تابعXSگاهبا تكيه يك متغير تصادفي گسستهXفرض كنيد .1-1تعريف 

f(x)آنتروپي صورتايندر ،  باشد Xشود به صورت زير تعريف مي:

( )H(X) = -E log f(X)
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Xx S

         = - f(x) log f(x).
∈
∑

iتابعي از احتمالات X آنتروپيآوري اين نكته ضروري است كهياد if (x ) P(X x )= =

)توان از نماد  ميH(X)لذا به جاي نماد ، بستگي نداردXاست و به مقادير )H f (X) يا 

H(f H(p يا ( ,p , )1 2 . استفاده كرد…

در اكثر موارد مهم نيست كه آن را چه عددي .  پايه لگاريتم تعيين نشده است1-1در تعريف 

اما اغلب پايه را . باشد تغيير در مقياس واحدها ميقرار دهيم، چرا كه تغيير در پايه لگاريتم صرفاً

bitشود محاسبه مي2گامي كه در پايه حد آنتروپي را هنوا. دهندقرار مي) عدد نپر (e يا 2

بيان ) واحد طبيعي (nat محاسبه شود، واحد اطلاع بر حسب eنامند و هنگامي كه در پايه مي

: به صورت زير استnat وbitرابطه بين .شودمي

 bit /  nat.=1 693�

: به صورت زير استp با پارامتر Xمتغير تصادفي برنولي آنتروپي .1- 1مثال 

x x x x
x

H(X) p ( p)  log(p ( p) )− −
=

= − − −∑1 1 11 1
�

 ( p) log ( p) p log p= − − − −1 1

.
( p)

p
( p)log

p

−−
=

11

H(fبه صورت شهودي   براي قابل پيش بيني fجود در  عبارت است از عدم قطعيت مو(

H(fبا افزايش.گيرد يكنواختي يك توزيع را اندازه ميآنتروپي.Xبودن برآمدي از  )،f (x) به 

.شودتر ميتوزيع يكنواخت نزديك
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آنتروپيخواص 3-1

np فرض كنيم.1-1لم ,p , ,p�1 nqو2 ,q , ,q�1 به طوري .  اعداد مثبت دلخواهي باشند2

nكه  n
i ii 1 i 1p q= ==∑ : صورتدر اين∑

.
n n

i i i i
i 1 i 1
p log p p logq

= =
− ≤ −∑ ∑

)تساوي برقرار است اگر و فقط اگر و  )i 1,2,..., n=i ip q=.

]. ج.ر.برهان ]3

<zبه ازاي هر .1-2لم  ln z.:     داريم ،� z 1≤ −

) ابتدا مشتق دوم تابع.برهان ) ln(zf z :آوريمرا بدست مي=(

:از آنجا

<zاماز منفي بودن مشتق دوم بازاي تم )گيريم كه نتيجه مي� )f z1تابع محدب رو به پايين

zياز اين رو خط مماس بر منحني در نقطه        .است از آنجـا كـه     . در بالاي منحني قرار دارد    1=

)ي به طول يك برابر     خط مماس بر منحني در نقطه      )g z z= شيب خط برابـر اسـت   (است1−

)با )'f =1 1(

١ -convex of downword

'f (z) ln(z) f (z)
z

= ⇒ =
1

"f (z)
z

= − < �2

1
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:خواهيم داشت

. ملاحظه كرد1-1شكل توان در اين مطلب را مي. شودو در نتيجه اين لم اثبات مي

1-1شكل 

}فرض كنيم. 2-1قضيه  }X nS x ,x , ,x= …1 هاي مولفهو باشد Xتصادفيگاه متغير تكيه،2

)بردار احتمال )nP p ,p , ,p= 1 i{Xبترتيب احتمالات پيشامدهاي…2 x :باشند، آن گاه={

H(X)يعني .  كميتي نامنفي استX آنتروپي )الف ≥ �.

. در وضعيت قطعيت كامل باشدX صفر است اگر و تنها اگر X آنتروپي)ب

به عبارت ديگر . داراي توزيع يكنواخت باشدXحداكثر آنتروپي هنگامي است كه) ج

H(X) Log n≤و تنها اگر  و تساوي برقرار است اگر np p p
n

= = = =�1 2
1

چنين هم .

.يابدآنتروپي افزايش مي،XSبا افزايش اعضاي 

]. ج.ر.برهان ]3

f (z) g(z) ln(z) z≤ ⇒ ≤ −1
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. مقعر استP بر حسب H(P).1-3قضيه

]. ج.ر.برهان ]3

:به دو مثال زير توجه كنيد درك بيشتر مفهوم آنتروپي شانون رايب

شكل  (دار استها سايه ناحيه است كه يكي از آن16اي شامل فرض كنيد منطقه.1-2مثال

1-2.(

13-شكل 2-1              شكل 

خواهيم تعيين كنيم كه توان با بلي و خير پاسخ داد، ميسؤالاتي كه تنها مي     با پرسش 

توان حدس زد؛ ولي در اين بهترين استراتژي چيست؟ مي. دار در كجا قرار داردناحيه سايه

 سؤال 15دار را بيابيم ي سايهه سرانجام ناحيهكنصورت بايد اين مخاطره را پذيرفت كه قبل از اي

تواند به در اين صورت بازي پرسش و پاسخ مي.  است كه به طور انتخابي عمل كنيمبهتر. بپرسيم

ي كه در ادامه آورده شده توجه كنيد     پرسش و پاسخ به براي مثالصورت زير پايان پذيرد، 

):1-3شكل(
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 ناحيه پايين شكل است؟8دار يكي از آيا ناحيه سايه-1

.توان حذف كرد را مي16 تا9هاي  ، بنابراين ناحيه"خير": پاسخ

ي سمت چپ است؟ ناحيه باقي مانده4دار يكي از  آيا ناحيه سايه-2

. است6 يا 5،2،1دار  ، بنابراين ناحيه سايه"بلي": پاسخ

 ناحيه باقي مانده است؟4ي پايين اين دار يكي از دو ناحيهآيا ناحيه سايه-3

. است6يا 5دار  ، از اين رو ناحيه سايه"بلي": پاسخ

آيا ناحيه سمت چپ است؟-4

. است6دار  سايه ، بنابراين ناحيه"خير":      پاسخ

. سؤال لازم است4دار است،  ناحيه سايه16بنابراين براي تعيين اينكه كدام يك از 

ناحيه داراي 16له مقدار اطلاع را بررسي كنيم، چون تمام    اكنون اگر با توجه به اين مسا

:يند، داريماحتمال مساو

( )
i

H X log  bit,
=

= − =∑
16

1

1 1
4

16 16

 اين كه كدام برآمد تعداد سؤالاتي كه بايستي براي تعيينتوسط   مقدار اطلاع ظاهراً با م

.باشدرخ داده است متناظر مي)  حالتدار در اينناحيه سايه(

ها احتمالي اي است كه در آن همه وقتي توزيع احتمال به گونه   اين مطلب را در مثال بعد

.كنيم بررسي مي،برابر نيستند


