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مي شود كـه مـي   به سوالاتي در مورد باقيمانده ها تحويل ت مربوط به علم نظريه اعداد بسياري از سوالا

١nبراي هر عدد صحيح . نها پاسخ دادمند به آ توان به روشي نظام  nحسابي موسـوم بـه پيمانـه    ، <

 باقيمانـده   nچـون فقـط بـا    بـه شـكل متنـاهي،     ب معمـولي اسـت امـا   وجود دارد كه بازتابي از حسـا 

١ ٢ ١n ، ، ،− يا حساب  nآن را حساب به پيمانه  ظاهر مي شوند سروكار دارد، n كه در تقسيم بر…

به سبب  .مطرح شده در نظريه اعداد كلاسيك مي باشداز مباحث اين مفهوم يكي . همنهشتي مي نامند

، حل از مفهوم همنهشتي به جاي يك عدد، مجموعه اي از اعداد در نظر گرفته مي شود اينكه با استفاده

از جمله كاربردهاي مفهوم همنهشتي در دسـته بنـدي يـا كـلاس     . بسياري از مسائل آسان تر مي گردد

باشد كه مي توان از آن در حل ساده تر مسائل نظريه اعـداد كمـك    بندي اعداد و تعيين خواص آنها مي

در اين پايان نامه مفهوم جديدي به نام همنهشتي فازي در اعداد فازي را ارائه مي دهيم و برخي . گرفت

از كاربردهاي آن را بيان مي نماييم و از آن در كاهش قواعد فازي كـه در كنتـرل فـازي نقـش بسـياربا      

از جملـه كاربردهـاي ديگـر    . استفاده مي كنـيم   قواعد فازي 1ه وسيله دسته بندي كردناهميتي دارد ب

) همفهوم همنهشتي فازي براي حل معادل ) ٠f x مزيـت روش  .با تقريـب خواسـته شـده مـي باشـد      =

)همنهشتي فازي در حل معادله  ) ٠f x ه بيـان ديگـر در تعـداد    ب. كاهش تكرار محاسبات مي باشد =

همچنين از اين روش در بدسـت آوردن   .كمتري به جواب معادله با تقريب خواسته شده دست مي يابيم

نقاط ايستاي دستگاه معادلات ديفرانسيل معمولي استفاده مي شود كه در تعيين پايداري سيستم نقـش  

كاربردهاي همنهشتي فازي مـي باشـد   حل دستگاه معادلات غير خطي از ديگر . بسزايي را ايفا مي نمايد

شـامل   فصـل اول . فصـل مـي باشـد    7اين پايان نامـه شـامل   . كه آن را نيز مورد بررسي قرار مي دهيم

. مفاهيم و تعاريف مقدماتي مربوط به مفهوم همنهشتي كلاسيك مي باشد تاريخچه اي از نظريه اعداد و

تاريخچـه  در فصـل دوم   .ز است بيـان نمـوده ايـم   همچنين در اين فصل قضايا و لم هايي را كه مورد نيا

                                           
1 Clustering 
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همچنين مفاهيم مختصر و  .مقدمه اي از منطق فازي و تعاريف مربوط به آن را شامل مي شودمختصر و 

همنهشـتي فـازي ارائـه گرديـده      مفهوم جديددر فصل سوم . مقدماتي از كنترل فازي را بيان نموده ايم

الگـوريتم هـايي   در اين فصل . دسته بندي اعداد مي باشد كاربرد همنهشتي در فصل چهارم شامل. است

همانطور كه بيان نموديم بحث دسـته  . براي دسته بندي اعداد صحيح، حقيقي و فازي ارائه گرديده است

كنترل فازي داراي اهمييت بسزايي مي باشد، بدين جهت اين كاربرد همنهشتي را متذكر شده  در بندي،

در ابتداي ايـن فصـل   . كاربرد همنهشتي در حل معادلات جبري پرداخته ايمل پنجم به بيان فصدر  .ايم

در فصـل ششـم كـاربرد    . مقدمه اي از روش هاي كلاسـيك حـل معـادلات جبـري را بيـان نمـوده ايـم       

همنهشتي را در حل دستگاه معادلات معمولي و همچنين در محاسبه نقاط ايسـتاي دسـتگاه معـادلات    

فصل پاياني يا فصل هفتم پايان نامـه شـامل كـاربرد همنهشـتي در     . ده ايمديفرانسيل معمولي ارائه نمو

در اين فصل روش حل معادله سياله خطـي بـه كمـك همنهشـتي بيـان و      . برنامه ريزي خطي مي باشد

ــود       ــي شـ ــيم داده مـ ــي تعمـ ــياله خطـ ــادلات سـ ــتگاه معـ ــك دسـ ــل يـ ــه حـ ــپس روش بـ . سـ
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  مفاهيم و تعاريف مقدماتيمفاهيم و تعاريف مقدماتي: : اولاولفصل فصل 

  ريه اعدادريه اعدادتاريخچه نظتاريخچه نظ11--11

دو  2، باشـه 1بعد از دوران يونان باستان، نظريه اعداد در سده شانزدهم و هفـدهم بـا زحمـات ويـت    

در قـرن هجـدهم اويلـر و لاگرانـژ بـه قضـيه       . مزيرياك، و بخصوص فرما دوباره مورد توجه قـرار گرفـت  

 [٧]گاوس در مرجع  1801در . به آن تعبير علمي بخشيدند  وگاوس و در همين مواقع لژاندر پرداختند

 . حساب نظريه اعداد مدرن را پايه گذاري كرد

اظهار كرد كـه حـد تعـداد      ريمان. چبيشف كران هايي براي تعداد اعداد اول بين يك بازه ارائه داد

ابع زتـاي  و آناليز مختلط را در تئوري ت ـ قضيه عدد اول. اعداد اول از يك عدد داده شده تجاوز نمي كند

از  3تئـوري همنهشـتي  . و فرمول صحيح تئوري اعداد اول را از صفرهاي آن نتيجه گرفت. گنجاند ريمان

 :او علامت گذاري زير را پيشنهاد كرد. شروع شد [٧]مرجع

mod  c 

منتشـر كـرد و   ) ئـوري همنهشـتي  ت(را در اين زمينه به زبان روسي كاري  1847چبيشف در سال 

بجاي خلاصه كردن كارهاي قبلي، لژاندر قانون تقابـل درجـه دوم را   . آن را در فرانسه عمومي كرد 4سره

 5لژاندر در كتاب تئوري اعداد. اين قانون از استقراء كشف شد و قبلا اويلر آن را مطرح كرده بود. گذاشت

جدا از كارهـاي اويلـر و   . را ثابت كرد )قابل درجه دومقانون ت( براي حالت هاي خاص آن 1789در سال 

. كشف كردو اولين كسي بـود كـه يـك اثبـات كلـي ارائـه داد       1795لژاندر، گاوس اين قانون را در سال 

                                           
1 Viete 

2 Bachet de Meziriac 

3 Congruence theory 

4 Serret 

5 NumberTheory 
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را معرفـي   1او يك مقاله كلاسيك است؛ جكوبي كـه علامـت جكـوبي   كه  [�]در مرجع كوشي؛ ديريشله

اين تئوري تقابل درجه . آيزنشتين؛كومر و كرونكر نيز در اين زمينه كارهايي كرده اند ؛2زلر كرد؛ ليوويل؛

 ).گاوس؛ جكوبي اولين بار قانون تقابل درجه سوم را ثابت كرد؛ و كومر( دوم و سوم راشامل مي شود

-1868لوبك  ،1845كوشي، پوانسو . مديون گاوس است 3نمايش اعداد با صورت درجه دوم دوتايي

آيزنشتاين در تئوري صـورت هـاي سـه گانـه      .و بخصوص هرميت به موضوع، چيزهايي افزوده اند1859

اسميت دسـته بنـدي كـاملي از     .اسميت است.به طور كلي مديون او و اچ 4پيشتاز است و تئوري فرم ها

 صورتهاي سه گانه انجام داد و تحقيقات گاوس در مورد صـورت هـاي درجـه دوم حقيقـي بـه فرمهـاي      

توسـط  عـدد   8و يا  4،5،6،7 مربعات جستجو هايي در مورد نمايش اعداد به صورت جمع. مختلط افزود

ديريشله اولين كسي بود كه در يك دانشگاه آلماني در . آيزنشتاين ادامه يافت و اسميت آن را كامل كرد

 .اين مورد سخنراني كرد

. تـانري و اسـتليجز  همچنـين  د و بـورل و پوانكـاره ذهـن قـوي داشـتن      ،بين نويسندگان فرانسـوي 

در اتـريش  . هسـتند در زمينه نظريه اعـداد  كرونكر،كومر، شرينگ، باخمن و ددكيند آلماني هاي پيشتاز 

جـزو  ) 1892قسـمت اول،  (و در انگلستان تئوري اعداد مـاتيو   1885-86 در فاصله سالهاي مقاله استلز

به ايـن تئـوري چيزهـايي افـزوده      5گليشر.جنوچي، سيلوستر، و جي. كارهاي عمومي دانشگاهي هستند

 .[�]اند

                                           
1 Jacobi Symbol 

2 Zeller 

3 Binary Quadratic Forms 

4 Forms Theory 

5 J.W.L. 
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 همنهشتي كلاسيك  2-1

حساب باقيمانده ها يا نظريه همنهشتي ها ابزاري است كه در اثبات بسياري از قضـيه هـاي نظريـه    

د مجموعـه  به سبب اينكه با استفاده از مفهوم همنهشتي ، به جاي يك عـد . اعداد به كار گرفته مي شود

در اين فصل . اي از اعداد در نظر گرفته مي شود ، حل بسياري از مسائل از اين طريق ساده تر مي گردد

سپس معادله هاي همنهشتي . نمادهاي آن آشنا مي شويم ابتدا با مفاهيم اساسي نظريه همنهشتي ها و

به بيان قضـيه باقيمانـده    همچنين .خطي و نيز دستگاه معادله هاي همنهشتي خطي را بيان مي نماييم

در انتها نيز معادله سياله خطـي و روش حـل آن بـه كمـك همنهشـتي      . چيني و تعميم آن مي پردازيم

 .[١]كلاسيك را بيان مي نماييم

  مفاهيم و تعاريف اصليمفاهيم و تعاريف اصلي  11--22--11

 [١]از مرجـع  قبل از شروع اين بخش ذكر اين نكته ضروري اس كه تعريف و قضـاياي ايـن بخـش    

 .استخراج گرديده است  [٣]و

  bبا عدد صـحيح  aيك عدد طبيعي باشد،گوييم عدد صحيح  mفرض مي كنيم    1-2-1-1 تعريف

ــه پي ــه ب m ،aهرگــاه  همنهشــت اســت، mمان b− ــن صــورت مــي ). عــاد كنــد(را بشــمارد در اي

mod)نويسيم )a b m≡ . اگرa با b م،باشد مي نويسيهمنهشت ن(mod )a b m≡/ . به علت ايـن 

a(mod١)، bو aكه هر عدد صحيح بر يك بخش پذير است، براي هر دو عدد صـحيح   b≡ عنـي  ي

mod)همچنين توجه مي كنيم كه  .، همنهشت هستندهر دو عدد صحيح به پيمانه يك )a b m≡  اگر

a وجود داشته باشد كه k و تنها اگر عدد صحيحي مانند b km= +. 

 mبراي هر عدد صحيح و مثبت     1-2-1-1  لم

mod) )الف )a a m≡ 

mod)اگر  )ب )a b m≡،  آنگاه(mod )b a m≡ 
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mod)اگر  )پ )a b m≡ و (mod )b c m≡، آنگاه (mod )a c m≡ 

 عه اعـداد صـحيح اسـت،   مجمو ℤكه  ،ℤاز لم قبل چنين نتيجه مي شود كه رابطه همنهشتي در 

رده همنهشـتي   .هر رده هـم ارزي را يـك رده همنهشـتي مـي نـاميم      .است ℤيك رابطه هم ارزي در 

aشامل  :نشان مي دهيم، بنابراين aرا با   

{ } { }: (mod ) : ,a b b a m b b a km k= ∈ ≡ = = + ∈ℤ ℤ 

mod)  1-2-1-2 لم )a b m≡اگر و تنها اگر باقيمانده هاي  ؛a  وb  برm ،برابر باشند. 

}با يكي و تنها يكي از اعداد مجموعه  aهر عدد صحيح   1-2-1-3لم  }٠.١.٢, , ١m همنهشـت   …−

 .است

مجموعـه زيـر، تنهـا رده هـاي      m نتيجه مي گيريم كـه  ، نتيجه مي گيريم،با توجه به دو لم قبل

 .هستند mهمنهشتي به پيمانه 

{ }
{ }

{ }

٠ , ٢ , ,٠, ,٢ ,

١ , ٢ ١, ١,١, ١,٢ ١,

١ , ٣, ١, , ١, ٣,

m m m m

m m m m

m m m m m m

= − −

= − − − − + +

− = − − − + +

… …

… …

⋮

… …

 

mرا مجموعه اعداد صحيح به پيمانه mتي به پيمانه مجموعه رده هاي همنهش  1-2-1-2 تعريف و  

 :پس نشان مي دهيم،  mℤآن را با 

{ }٠,١, , ١mm = −…ℤ 

تعلـق   m ، به پيمانهضو آن به يكي از رده هاي همنهشتيمجموعه اي را كه هر ع   1-2-1-3 تعريف

 .، يك دستگاه كامل مانده مي ناميمداشته باشد

 dو a،b،cو هر عدد صحيح  mبراي هر پيمانه     1-2-1-1 قضيه

mod)اگر) الف )a b m≡ و (mod )c d m≡ ،آنگاه (mod )a c b d m+ ≡ + 

mod)) ب )ac b d m≡ 
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mod)اگر) پ )a b m≡،  آنگاه(mod )a c b c m+ ≡ mod)و  + )ac bc m≡ 

mod)اگر ) ت )a b m≡، براي هر عدد طبيعيk، (mod )k k ma b≡ 

 فرض كنيم   1-2-1-1 نتيجه

٠

( )
n k

k
k

p x c x
=

= ∑ 

mod)، در ايــن صــورت اگــر  چنــد جملــه اي بــا ضــرايب صــحيح باشــد      يــك )a b m≡، 

)آنگاه ) ( )(mod )p a p b m≡.  

mod)اگـر      1-2-1-2 قضيه )c a cb m≡  و( , )d c m= ؛ كـهd     بزرگتـرين مقسـوم عليـهc  

mod)است؛ آنگاهmو )
m

a b
d

≡. 

)چ چند جمله اي غير ثابت هي  1-2-1-3   قضيه )p x به طوري كه براي تماموجود ندارد ،x ي هـا

)صحيح  )p x يك عدد اول باشد. 

mod)اگر  1-2-1-2 نتيجه  )c a cb m≡ و( , ) ١c m مي m، 1وcترين مقسوم عليه؛ يعني بزرگ=

mod)باشد؛ آنگاه )a b m≡. 

mod)اگر    1-2-1-3نتيجه  )c a cb m≡، p عددي اول و|p cآنگاه ،(mod )a b p≡. 

  همنهشتي هاي چند جمله ايهمنهشتي هاي چند جمله اي  11--33

)اگر    1-3-1تعريف )f x چند جمله اي با ضرايب صحيح باشد يك ،( ) ٠(mod )f x m≡   را يـك

)، هـر گـاه  را يك جواب آن مي نـاميم  aهمنهشتي چند جمله اي و عدد صحيح  ) ٠(mod )f a m≡  .

)يك جواب  aاگر  1-2-1بنا به نتيجه  ) ٠(mod )f x m≡  و(mod )a b m≡ آنگاه ،b  نيز يك

) جواب همنهشتي ) ٠(mod )f x m≡ ر معادله هاي همنهشـتي بـه   بنابراين طبيعي است كه د. است

 .باشيم) در صورت وجود(دنبال يافتن جواب هاي نا همنهشت 
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mod)معادله همنهشتي    1-3-2 تعريف )ax b m≡ را يك معادله همنهشتي خطي مي ناميم. 

٠عدد صحيح 
x  يك جواب معادله همنهشتي(mod )ax b m≡ ٠، اگر و تنها اگر تاس

ax b= 

٠، اگر وتنها اگر به ازاي يك عدد صـحيح بخشپذير باشد، يا هم ارز آن mبر 
y،٠ ٠

ax my b− پـس  . =

ــاي     ــواب ه ــافتن ج ــاله ي mod)مس )ax b m≡ ــم ــواب ، ه ــافتن ج ــياله    ارز ي ــه س ــاي معادل ه

ax m y b−  .است =

mod)همنهشتي    1-3-1 قضيه )ax b m≡  ،اگر و تنها اگرداراي جواب استb برd  بخش پذير

)باشد كه در آن , )d a m= . ،ادله دارايمعبا برقراري اين شرطd    جواب است كه دو به دو بـه پيمانـه

m نا همنهشت هستند. 

) اگر   1-3-1 نتيجه , ) ١a m mod)همنهشتي ،= )ax b m≡   داراي يك جواب منحصر به فرد بـه

 .است mپيمانه 

� يبراي يافتن جواب هـاي همنهشـت    1-3-1 مثال ١�(mod٢١)x ه ابتـدا توجـه مـي كنـيم ك ـ    ، ≡

(�,٢١) پس همنهشتي داده شده داراي جواب اسـت و تعـداد جـواب    . بخش پذير است 3بر  15 و =٣

 كــافي اســت جــواب هــاي معادلــه ســياله اكنــون. اســت 3هــاي دو بــه دو نــا هنمهشــت آن برابــر بــا 

� ٢١ ١�x y− به سادگي و با استفاده از الگوريتم تقسيم در مـي يـابيم كـه    . را بيا بيم=
٠

١�x = و  −

٠
�y =  :جواب هاي نا همنهشت عبارتند از .يك جواب معادله است −

�٢ ٢١
١� ( ) ١� ( ) ١�

٣ ٣
، ،− + − + ١ يا − ٨ ١�، ،− − − 

منهشتي هم زمان زيـر  ، به حل يك دستگاه معادله هاي هپس از پرداختن به يك همنهشتي خطي

 :توجه مي كنيم

١ ١ ١

٢ ٢ ٢

(mod )
(mod )

(mod )n n n

a x b m
a x b m

a x b m

≡
≡

≡
⋮
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در ابتدا فرض مي كنيم كه پيمانه هاي 
nm كه يك شـرط لازم   ، بديهي استدو به دو متباين اند

پس لازم است كـه  . براي وجود جواب اين دستگاه اين است كه هر معادله همنهشتي جواب داشته باشد

)، اگر قرار دهيم nبراي هر  , )n n nd a m=، nb بر ،nd اگر چنين شرطي بـراي هـر   . ير باشدبخش پذ

n مي توان برقرار باشد ،nd  را ازn    اه امين همنهشتي حذف كرد تا اين دستگاه جديد كـه بـا دسـتگ

 :، بدست آيدداده شده جواب هاي يكسان دارد

١ ١ ١

٢ ٢ ٢

(mod )
(mod )

(mod )n n n

a b m

a b m

a b m

′ ′ ′≡
′ ′ ′≡

′ ′ ′≡
⋮

 

nدر اينجا 
n

n

mm
d

)و براي هر  ′= , ) ١i jm m ،i j′ ′ = )همچنين .≠ , ) ١i ja m′ ′ =. 

 :ي داده شده به شكل زير در مي آيددر اين صورت هر يك از معادله هاي همنهشت 

١ ١

٢ ٢

(mod )
(mod )

(mod )n n

x c m

x c m

x c m

′≡
′≡

′≡
⋮

 

بـراي   .ن جواب هاي مساله به يافتن جواب هاي مشترك از نوع بالا منتهـي مـي شـود   بنابراين يافت

 . مراجعه گردد [٣]مشاهده نكات بيشتر به مرجع

٢ فرض كنيم   )1قضيه باقيمانده چيني( 1-3-2قضيه ١
...rn ، ،n ،n به دو  عددهاي صحيح مثبت دو

)gcdتند يعنـي بـه ازاي   متبايني هس , ) ١i jn n ،i j= در ايـن صـورت دسـتگاه همنهشـتي هـاي       ≠

١خطي ١(mod )x a n≡ ،٢ ٢(mod )x a n≡ ،...، (mod )r rx a n≡    جوابي دارد كه به پيمانـه عـدد

١صحيح  ٢ rn n n⋯ [٩]يكتاست.  

 :دستگاه همنهشتي هاي خطي زير را در نظر مي گيريم  1-3-2مثال

٣(mod�) ٢(mod٣) ١(mod�)x ، ،x ،x≡ ≡ ≡… 

                                           
1  
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٣،در ايـــــن حالـــــت ٢ ١� ٣ �m ،m ،m= = ١همچنـــــين . = ١a =،٢ ٢a = ،٣ ٣a پـــــس  =

� ٣ � �٠m = × ×  رو اين واز =

٣ ٢ ١

�٠ �٠ �٠
١٢ ٢٠ ١�

� ٣ �
M ،M ،M= = = = = = 

 :زير جوابي بيابيمبراي هر يك از همنهشتي هاي خطي است اينك لازم 

٣ ٢ ١١� ١(mod ) ٢٠ ١(mod ) ١٢ ١(mod )x m ، x m ، x m≡ ≡ ≡ 

 :روش ديگر، به ترتيب جواب هاي زير بدست مي آيندبا استفاده ازالگوريتم تقسيم يا به هر 

١ ٣x =،٢ ٢x =،٣ ٣x = 

  پس

١ ١� ٣ ٢ ٢٠ ٢ ٣ ١٢ ٣ �� ٨٠ ١٠٨ ٢٣٣x = × × + × × + × × = + + = 

بقيه جواب . بدست مي آيد ،است 53 كوچك ترين جواب دستگاه كه، 60بر  233 بنابراين با تقسيم

 .است 53داراي جواب يكتاي ، 60همنهشت اند؛ يعني دستگاه به پيمانه  53با  60 ها به پيمانه

في براي وجود جواب همزمان و همچنين روشي براي يافتن جـواب  ، شرط كاقضيه باقيمانده چيني

ابتـدا قضـيه   . مي توان اين قضيه را به شكلي تعميم داد كه به صورت اگر و تنها اگر باشـد . ارائه مي دهد

 .زير را بيان مي نما ييم سپس تعميم قضيه باقيمانده چيني را ارائه مي دهيم

 فرض كنيم     1-3-3قضيه

١ ٢
١ ٢

r
rm p p pα α α= … 

mod) در اين صورت،به حاصل ضرب اعداد اول باشد،  mتجزيه متعارف )a b m≡ ،  اگر وتنهـا

,١,٢اگر براي هر ,a r= …،(mod )rpa b α≡. 

٢فرض كنـيم     )قضيه باقيمانده چيني تعميم يافته( 1-3-4قضيه ١
...rm ، ،m ،m    اعـداد صـحيح

 در اين صورت دستگاه مثبتي باشند، 

١ ١(mod )x a m≡،٢ ٢(mod )x a m≡ ،...،(mod )r rx a m≡ 
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)داراي جواب است اگر وتنها اگر براي هر , ) | ( )i j i jn n a a ،i j− چنانچه ايـن شـرط برقـرار    . ≠

٢، جواب كلي به پيمانه كوچكترين مضرب مشترك باشد ١
...rm ، ،m ،m يكتاست. 

x(mod�٠)٧دستگاه همنهشتي هاي  1-3-2مثال ≡،١١(mod٣�)x . را در نظر مـي گيـريم   ≡

٢در اين مثال  ١�٠ ٣�m ،m= ١٢و  = (�٠,٣�)d ٢و چون  = ١ �a a− ، و بنا بـه قضـيه قبـل    �|�، =

 هم ارز حل دستگاه هاي  حل اين دستگاه،. دستگاه داراي جواب است

٢ ٢ ٣١١(mod٢ ) ١١(mod٣ ) ٧(mod٢ ) ٧(mod�)x ،x ،x ،x≡ ≡ ≡ ≡ 

 :حال كافي است سه دستگاه همزمان زير را در نظر بگيريم . است

٢ ٣١١(mod٣ ) ٧(mod٢ ) ٧(mod�)x ،x ،x≡ ≡ ≡ 

 .ادامه حل با استفاده از قضيه باقيمانده چيني ميسر است. پيمانه هاي آن دو به دو متباين اند كه

١يـك عـدد اول و    pفرض كنيم    )قضيه لاگرانژ( 1-3-5قضيه ٠( ) n
nf x a x a x a= + + يـك   ⋯+

چند جمله اي با ضرايب صحيح باشد كه در آن يكي از 
ia برp    در ايـن صـورت  بخـش پـذير نيسـت ، 

)همنهشتي  ) ٠(mod )f x p≡ حداكثر n جواب ناهمنهشت دارد. 

  همنهشتي هاي چند جمله اي به پيمانه تواني از يك عدد اولهمنهشتي هاي چند جمله اي به پيمانه تواني از يك عدد اول  11--44  

در قضيه . ش به اختصار روش كلي حل همنهشتي هاي چند جمله اي را بيان مي نماييمدر اين بخ

زير خواهيم ديد كه چگونه حل همنهشتي هاي چند جمله اي به حل همنهشتي هاي چند جمله اي بـا  

 .پيمانه تواني از يك عدد اول تبديل مي شود

ــيه ــه     1-4-1قض ــيم تجزي ــرض كن ــورت   mف ــه ص ١ب ٢
١ ٢

r
rm p p pα α α= ــر  … ــد، اگ  باش

(mod )x c m≡ جوابي براي همنهشتي چند جمله اي( ) ٠(mod )f x m≡  ،آنگاه بـراي هـر   باشد

١ i r≤ ≤، (mod )i
ix c p α≡ براي همنهشتي  وابيج( ) ٠(mod )i

if x p α≡ بـه عكـس،   . است

١اگــر بــه ازاي i r≤ ≤ ،(mod )i
i ix c p α≡ جــوابي بــراي همنهشــتي، ( ) ٠(mod )i

if x p α≡ 
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)، آنگاه فقط يك جواب بـراي همنهشـتي   ،باشد ) ٠(mod )f x m≡  بطوريكـه بـراي هـر    وجـود دارد ،

١ i r≤ ≤ ،(mod )i
i ic c p α≡. 

)٢فرض كنيم   1-4-1مثال ) ١f x x x= + ٣pو + (١) در اين صورت،  = ٠(mod٣)f در واقع . ≡

)هر جواب  ) ٠(mod٣)f x )از آنجا كه . همنهشت است 3 به پيمانه 1با  ≡ ) ٢ ١f x x′ = نتيجـه    ،+

(١)مي گيريم كه ٠(mod٣)f ′ (١)٢و  ≡ ٣(mod٣ )f (١)٢؛ پس ≡ ٠(mod٣ )f ′ ≡  .  

  قانون تقابل درجه دومقانون تقابل درجه دوم  11--55

. ابتدا مفاهيم مهم و اوليه بيان مي گردد. ، بررسي همنهشتي در جه دوم استهدف اصلي اين فصل

ر بـازه همنهشـتي هـاي درجـه دوم     سپس قانون تقابل درجه دوم را كه يكي از اساسي ترين قضيه ها د

 در انتها نيز همنهشتي هاي درجه دوم به پيمانه يـك عـدد مركـب را ارائـه دهـيم     . مي كنيمبيان است، 

 ).را مطالعه كنيد [٣]براي توضيح بيشتر مرجع (

 :زم است به دو مورد زير توجه كنيمابتدا لا

) ويك عدداول فرد  فرض كنيم  )الف , ) ١a p  :، همنهشتي زير را در نظر مي گيريم=

(١ ٢                                 −(١ ٠(mod )a x bx c p+ + ≡ 

�)، نتيجه مي گيريم كـه  فرداست از اينكه  , ) ١a p ١)؛ پـس همنهشـتي   = تي بـا همنهش ـ  −(١

٢� ( ) ٠(mod )a ax bx c p+ +  با در نظر گرفتن برابري . هم ارز است ≡

٢ ٢ ٢� ( ) (٢ ) ( � )a a x b x c a x b b ac+ + = − − − 

 :همنهشتي زير به دست مي آيد

٢ ٢)٢ ) ( � )(mod )a x b b ac p≡− − 

٢yاينك قرار مي دهيم ax b= ٢و + �d b ac=  :شتي زير را خواهيم داشتهمنه −

(٢ ٢                                          −(١ (mod )y d p≡ 

٠چنانچه 
(mod )x x p≡  ١)يك جواب  آنگاه باشد، −(١
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٠٢ (mod )y a x b p≡ + 

٢)در ٠، چنانچه به عكس. صدق مي كند −(١
(mod )x x p≡ ٢)يك جواب ، آنگاه بـا  باشد −(١

٠٢حل (mod )a x y b p≡ ١)يك جواب براي− بـدين ترتيـب مـي تـوان     . ت خواهد آمـد به دس −(١

١)نتيجه گرفت كه حل همنهشتي  در نهايت به حل يك همنهشتي به شكل  −(١

٢ (mod )y A p≡ 

 .منتهي مي شود

١و 1ازيك عدد طبيعي بزرگتر mچنانچه )ب ٢
١ ٢

r
rm p p pα α α= ، تجزيه متعارف آن باشد …

 حل همنهشتي 

٢ ٠(mod )a x bx c m+ + ≡ 

 :م ارز حل دستگاه همنهشتي زير است، هبنا به قضيه باقيمانده چيني
٢ ١

١

٢ ٢
٢

٢

٠(mod )

٠(mod )

٠(mod )k
k

a x bx c p

a x bx c p

a x bx c p

α

α

α

+ + ≡
+ + ≡

+ + ≡
⋮

 

 براي حل همنهشتي pاولاما براي هر عدد

٢ ٠(mod )a x bx c pα+ + ≡ 

 :لازم است كه همنهشتي زير حل شود ابتدا

٢ ٠(mod )a x bx c p+ + ≡ 

، نخست بايـد  بيم كه براي حل همنهشتي درجه دوم، درمي ياياد آور شديم) ب(و ) الف(نچه در از آ

 به همنهشتي هايي از نوع

(٣ ٢                                        −(١ (mod )x a p≡ 

٢pحالتي را كه در آن . يك عدد فرد اول است، توجه كنيم pكه در آن  به سادگي مي توان  ، =

p|و چنانچهبررسي كرد  a ٢، تنها جواب همنهشتي (mod )x a p≡ ٠همان(mod )x p≡  اسـت .

p| ازاين رو، پس ازاين فرض مي كنيم كه a/ وp ٠اگر از طرفي، . يك عدداول فرد است
x  يك جواب
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(٣ ٠به سادگي ديده مي شود كه باشد،  −(١
p x−   اينـك از قضـيه لاگرانـژ    . نيز يك جـواب آن اسـت

٣)مي گيريم كه همنهشتي نتيجه  .جواب ندارد يا اين كه دو جواب ناهمنهشت خواهد داشت −(١

  دوم با پيمانه يك عدد مركبدوم با پيمانه يك عدد مركب  همنهشتي هاي درجههمنهشتي هاي درجه  11--66

در اين بخـش  . اول فرد را مورد مطالعه قرار داديمهشتي هاي درجه دوم با پيمانه عدد تا كنون همن

ابتـدا حـالتي را كـه     در. ارائه مي دهيمهايي كه لزوما يك عدداول نيستند، را همنهشتي هاي به پيمانه 

 .ريم، در نظر مي گيپيمانه تواني از يك عدد اول فرداست

)يك عدد فرد اول باشـد و عـلاوه بـر آن     p، يك عدد طبيعي nاگر   1-6-1قضيه , ) ١a p ، آنگـاه  =

٢همنهشتي  (mod )x a p≡ اگر وتنها اگرداراي جواب است ، ( ) ١
a

p
=.  

٢نخستين گام براي حل همنهشتي    1-6-2مثال ٢٢٣(mod٧ )x يافتن جـوابي بـراي همنهشـتي     ≡

٢ ٢٣(mod٧)x ٢ارز آنيا هم  ≡ ٢(mod٧)x ٠، اسـت  ≡
٣x يـك جـواب آشـكاراين همنهشـتي      =

٢اما . است

٠x را مي توان به صورت زير نوشت: 

٢ ٩ ٢٣ ( ٢) ٧٣ = = + − × 

,٢٣اين حالتپس در ٢a b= =  را چنان تعيين مي كنيم كه yدر گام بعد .−

� ٢(mod٧)y ≡ 

٣يعنــي  ١(mod٧)y ٠يــك جــواب ايــن همنهشــتي  ≡
٣x جــواب ديگــر همنهشــتي . اســت =

٢ ٢(mod٧)x ــر  ≡ ــت 4برابــ ــوا  اســ ــوان جــ ــي تــ ــق آن مــ ــه از طريــ ــراي  11ب ، كــ را بــ

٢همنهشتي ٢٣(mod٧)x  . به دست آورد  ≡

 .باشد 2قضيه بعد در مورد حالتي است كه پيمانه تواني از 
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 :اين صورتيك عدداول فرداست، در فرض كنيم    1-6-2قضيه

٢همنهشتي ) الف (mod٢)x a≡ همواره جواب دارد. 

٢همنهشتي ) ب (mod�)x a≡ ،١اگر  اگروتنها داراي جواب است(mod�)a ≡. 

�nبراي) پ ٢همنهشتي  ،≤ (mod٢ )nx a≡ ١اگر  داراي جواب است، اگروتنها(mod٨)a ≡. 

٠و 1ازيك عدد طبيعـي بزرگتـر   فرض كنيم   1-6-3قضيه  ١ ٢

١ ٢
٢ rk k k k

rn p p p=  آن بـه تجزيـه   …

)اگر  ،حاصل ضرب اعداد اول متمايز باشد , ) ١a p ٢اين صورت ر، د= (mod )x a n≡  ،حل پذير است

 اگر اگر و تنها 

)رايب) الف ) ١ ١,٢, ,

l

a
،l r

p
= = …. 

(�mod)١اگر) ب � |a ، n≡ ١اگر و(mod٨) � |a ، n≡ /. 

  معادله هاي سياله خطيمعادله هاي سياله خطي11--77  

از يك متغير هستند كه در جستجوي جـواب هـاي   معادله هاي سياله، معادله هايي با يك يا بيشتر

ساده ترين اين معادلـه  . نامند ي ديوفانتي نيز مياين معادله ها را معادله ها. صحيح يا گوياي آن هستيم

ax، معادله ديوفانتي خطي ها b y c+ ، تمام جـواب هـاي   ست كه مي توان به كمك مفاهيم قبلا =

 .آن را، در صورت وجود به دست آورد

axمعادله سياله   1-7-1قضيه b y c+ ناصـفر   a،bدو عـدد صـحيح   آن دست كم يكي از كه در =

)اگر  است، داراي جواب است، اگروتنها , ) ١a b ٠اگر . = ٠
x ،y   هـا از  در معادله صدق كنند تمام جـواب

 :برابري زير به دست مي آيند

٠ ٠,
( , ) ( , )

b a
x x t y y t

a b a b
= + × = − × 

 .يك عدد صحيح است آن كه در
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، بطوريكـه  وجـود دارنـد   u،v، آنگاه اعداد طبيعـي اعداد طبيعي متباين باشند a،bاگر  1-7-1نتيجه

١au bv− =. 

nهاي طبيعي و متباين باشـند و عدد a،bراگ 1-7-2 نتيجه ab>  هاي طبيعـي  ، آنگـاه عـددx،y 

axوجود دارند كه b y n+ =. 

١٢براي حل معادله سياله خطي    1-7-1مثال � �x y+ (�,١٢) ابتدا توجه مي كنيم كـه  ،= ١= 

لگـوريتم اقليدسـي   به منظور ياقتن جوابي بـراي آن از ا . ، پس معادله داده شده داراي جواب است�|١و

 :استفاده مي كنيم

١٢ ٢ � ٢ � ٢ ٢ ١،= × = = × + 

١ پس � ١٢)٢ ٢ �) ٢ ١٢ � � ١ � ٢ ٢،= − − × = × + × = − × 

ــرار،  از ــن قـ )١٢ايـ ٨) �(٢٠) �− + ــي= ، يعنـ
٠ ٠

٨ ٢٠x ،y= − ــه    = ــراي معادلـ ــوابي بـ جـ

١٢ � �x y+  :تمام جواب ها، از برابري هاي زير حاصل مي گردند. است =

٨ � ٢٠ ١٢x t ،y t= − + = − 

صحيح باشند و اعداد ٢a ،... ،na، ١aاگر    1-7-2قضيه
١ ٢

( , ,..., ) ١na a a  ، معادله سياله =

١ ١ ٢ ٢
... n nax a x a x b+ + + = 

١nامتناهي است و مي توان هر كدام را بر حسب مجموعه جواب ها ن. داراي جواب است متغيـر   −

 .بيان نمود

ــه ســياله  1-7-3نتيجــه ١معادل ١ ٢ ٢
... n nax a x a x b+ + + ــا  = ــر داراي جــواب اســت، اگروتنه  اگ

١ ٢
( , ,..., ) |na a a b ١كدام بر حسب هر ي است ودراين صورت تعدادجواب ها نامتناهn متغيـر بيـان    −

 .مي شوند


