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قدردانی و تشکر

وجودمان که او، پاك خاندان و محمّد بر دورد و سلام و اوست آیات از جلوه�اي گیتی، عرصه که خداوندي ستایش و سپاس

است. وجودشان وامدار

مطلبی عاجز، دستی و قاصر زبان به قدردانی، مقام در که است آن از اجّل معلمان، منزلت و جایگاه واقف�اند همگان

: جلّ” و عزّ اللَّه یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من ” باب از و وظیفه حسب بر اما شود. نگاشته

عفو قلم من، درشتی و کوتاهی بر همواره که من، زندگی تاریخ معلمان بزرگترین و نخستین این عزیزم، مادر و ازپدر

بوده�اند؛ من براي چشم�داشت بی یاوري و یار زندگی عرصه�هاي تمام در و گذشته�اند غفلت�هایم کنار از کریمانه و کشیده

هیچ از فروتنی، و خلق حسن با صدر، سعه کمال در که رئیسی بهروز دکتر آقاي جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از

گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایی زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی

شدند؛ متقبل را رساله این مشاوره زحمت که نجفی، بهزاد دکتر آقاي جناب صادق، و فاضل استاد از

شدند؛ متقبل را رساله این داوري زحمت که علیزاده رحیم دکتر و اصفهانی نصر دکتر آقاي جناب محترم؛ استاتید از و

دارم. را قدردانی و تشکر کمال



چکیده

اخیر سالهاي در است. تغییرات حساب روش�هاي با نیوتنی N−جسم مسئله تناوبی جواب�هاي مطالعه پایان�نامه این هدف

شکل مدار در موفقیت توجه�ترین قابل است. شده گرفته بکار N−جسم مسئله روي موفقیت با تغییرات حساب روش�هاي

یک روي جرم�ها تمامی مدار این در شد. کشف مونتگمري و مور ، شنسیه توسط که است انگلیسی) هشت (منظور هشت

و شنسیه می�گذرند. اویلري پیکربندي�هاي از متناوب طور به و می�کنند تعقیب را همدیگر برخورد بدون ∞ شکل به مدار

الساقین متساوي مثلث پیکربندي به و می�شود شروع اویلري پیکربندي یک از که مدار از قطعه هر که کردند ثابت مونتگمري

جسم چهار مسئله در تغییرات حساب دیگر کاربرد است. مناسبی مسیري فضاي یک روي کنش تابعک مینیمم می�شود، ختم

بین متوالی طور به آن پیکربندي که شد خواهد داده نشان تناوبی جواب یک وجود پایان�نامه، این در است. متوازي�الاضلاع

می�ماند. باقی متوازي�الاضلاع پیکربندي یک همیشه کند می تغییر خط هم پیکربندي و مربع پیکربندي

ب
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1 فصل

مقدمه

خصوص به فیزیک، نیز و دیفرانسیل معادلات هندسه، نظیر ریاضی دیگر شاخه�هاي با تعامل در دراز تاریخی تغییرات حساب

در استفاده مورد ریاضیات بیشتر مثال براي می�شود. مشاهده برق مهندسی و اقتصاد در نیز آن از کاربردهایی دارد. مکانیک

گرفت. درنظر ورشی حساب از بخشی می�توان را کنترل نظریه

فضاهاي Rnبه روي معمول متغیره چند حقیقی توابع اکسترمم�هاي یافتن مسئله تعمیم علم دراین بررسی مورد موضوع

تکنیک�هاي و مسائل حال این با می�شود. محسوب سازي بهینه از شاخه�اي تغییرات حساب اساس این بر است. مجرد تابعی

دامنه طبیعت در موجود تفاوت از ناشی مطلب این که است معمولی سازي بهینه با متفاوت ملاحظه�اي قابل طور به مطرح

دارند. قرار سازي بهینه هدف که است کمیت�هایی

انتگرال�هاي صورت به معمولاً تابعک�ها می�کند. مینیمم را تابعک مقدار که است تابعی کننده، یکمینیمم تابعک، یک براي

در که است همراه مناسبی مرزي شرایط و پذیري مشتق قیدهاي با اغلب نیز بحث مورد تابعی فضاي و می�شوند تعریف معین

می�شود. ظاهر نظر مورد مسئله بندي فرمول

صورت به موضوع دو هر زمان، از برهه�هایی در و دارد انتگرال و دیفرانسیل حساب اندازه�ي به قدمتی تغییرات حساب

روي بر 6 لژاندر و 5 لاگرانژ 4 اویلر، 3 نیتز، لایب 2 نیوتن، 1 برنولی، برادران میلادي، 18 قرن در یافته�اند. توسعه موازي
1Bernoulli
2Newton
3Leibniz
4Euler
5Lagrange
6Legendre
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N−جسم مسئله .1.1 مقدمه .1 فصل

ملاحظه�اي قابل طور به 8 ژاکوبی و 7 وایرشتراس توسط بعد قرن یک آن�ها کارهاي و کردند همکاري یکدیگر با موضوع این

به را مسئله 23 سال1900)، (در ریاضی المللی بین کنگره در خود معروف سخنرانی در هیلبرت دیوید کرد. پیدا گسترش

توصیف از قبل او بود. تغییرات حساب روش�هاي بیشتر توسعه درباره�ي او مسئله سومین و بیست کرد. عرضه ریاضی جهان

می�سازد نشان خاطر مسئله

دهم. خاتمه شد، یاد آن از ضمنی طور به سخنرانی این در مکرر طور به که کلی مسئله یک با را سخنرانی موضوع مندم ”...علاقه

من منظور است. نرسیده خود والاي ارزش به من عقیده�ي به هنوز وایرشتراس، توسط ملاحظه قابل توسعه�هاي رغم به که موضوعی

است.” تغییرات حساب

حوزه این در ملاحظه�اي قابل همکاري ریاضی�دانان دیگر همراه به هادامارد و لبگ نوتر، هیلبرت، بیستم، قرن اوایل در

کرد. مراجعه [27] به می�توان نوزدهم قرن پایان تا موضوع تاریخچه عمیق مطالعه�ي براي داشتند.

با آن رابطه از می�توان خاص، طور به شود. می ظاهر کاربردها در که است قسمت�هاي در تغییرات حساب عمومی اقبال

کلاسیک مکانیک در هامیلتون اصل دارد. مکانیک در خصوص به و فیزیک در فراوانی نفوذ علم این کرد. یاد کلاسیک مکانیک

تغییرات حساب توسعه اصلی عامل است. هندسی اپتیک در فرما زمان کمترین اصل دیگر اولیه مثال است. برجسته مثال یک

کلاسیک، مکانیک در تغییرات حساب عمده�ي هاي موفقیت رغم به بود. مکانیک در شده ظاهر مسائل 19 و 18 قرن در

به را کپلر مسئله [11] گُردُن9 1977 سال در گشت. ظاهر دیر بسیار جسم −N مسئله بکارگیري در آن موفقیت اولین

زمینه این در موفقیت اولین و گرفت نظر در مناسب توپولوژیکی قیدهاي با مسیري فضاي یک روي تابعکی سازي بهینه همراه

حساب تکنیک�هاي کارگیري به مسئله پایان�نامه این در است. دست این از دیگري مثال هشت شکل مدار گردید. حاصل

می�شود. بررسی N−جسم مسئله در تغییرات

N−جسم مسئله 1.1

مسئله در آن کاربرد به خاص طور به و پرداخته تغییرات حساب اساسی مفاهیم و N−جسم مسئله معرفی به بخش این در

تکنیکی پیچیدگی�هاي از اجتناب براي اما هستند، تعمیم قابل شده بیان مطالب اکثر که است ذکر به لازم داریم. نظر شده یاد

باشند. جسم N مسئله با متناسب که می�گیریم نظر در طوري را فرضیات� همواره است، رساله این هدف از دور که
7Weierstrass
8Jacobi
9Gordon
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N−جسم مسئله .1.1 مقدمه .1 فصل

حرکت انتگرال�هاي و نیوتن معادلات 1.1.1

m1,m2, . . . ,mN ذره�اي Nجرم ≥ 2 حرکت بررسی به N−جسم مسئله خلاصه طور به یا نیوتنی N−جسم مسئله

می�کنند: حرکت نیوتن گرانش قانون تحت R3 در که می�پردازد

mkẍk =
∂

∂xk
U(x), k = 1, . . . , N, (1.1)

می�شود تعریف زیر صورت به و است نیوتونی گرانشی پتانسیل U(x) و است k−ام نقطه�اي جرم مکان ،xk ∈ R3 آن در که

U =
∑

1≤j<i≤N

Gmimj

rij
, rij = |xi − xj|.

سادگی براي را U(x) تابع می�کنیم. فرض یک برابر را آن پایان�نامه این سراسر در که است گرانش جهانی ثابت G اینجا در

می�نامیم. پتانسیل تابع

نوشت زیر صورت به می�توان را 1.1 سیستم .x = (x1, · · · , xN), y = (y1, · · · , yN) ∈ R3N کنید فرض
ẋ =M−1y

ẏ = ∇U(x)
(2.1)

صورت به قطري ماتریس Mیک آن در که

M = diag[m1,m1,m1,m2,m2,m2, · · · ,mn,mn,mn]

تعریف �R6N در دینامیکی سیستم یک 2.1 معادلات دستگاه نامند. می 1.1 معادله هامیلتونی صورت را معادلات این است.

دینامیکی سیستم یک به را مسئله می�دهد اجازه که دارد وجود مذکور سیستم براي شده شناخته انتگرال 10 اما می�کند.
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N−جسم مسئله .1.1 مقدمه .1 فصل

هستند. زیر صورت به انتگرال�ها این دهیم. کاهش انتگرال منیفلد نام به بعدي (6N − 10) منیفلدي روي

N∑
k=1

(mkxk − tyk) جرم مرکز انتگرال سه

N∑
k=1

yk خطی تکانه انتگرال سه

N∑
k=1

xk × yk زاویه�اي تکانه انتگرال سه

H = K(M−1y)− U(x) انرژي انتگرال یک

1.1 سیستم هامیلتونی را H(x, y) انتگرال می�باشد. جنبشی انرژي K(ẋ) = K(M−1y) = 1
2y

TM−1y اینجا در

می�نامند.

محورها حول دوران زمان، فضا در انتقال�ها توسط که است زمان) (فضا R3 ×R از تبدیلاتی گروه گالیله، تبدیلات گروه

هستند. ناوردا گالیله تبدیلات تحت 2.1 و 1.1 معادلات می�آید. وجود به (x, t) 7→ (x+ tv, t) یکنواخت حرکت�هاي و

با بنابراین آورد. بدست دیگري از گالیه تبدیل تحت را آنها از یکی بتوان اگر گرفته نظر در معادل را 1.1 سیستم جواب دو

کلیت دادن دست از بدون ،(x̄k = xk − t
mk
yk, ȳ = mk ˙̄x دادن قرار (با و مناسب گالیله تبدیل یک گرفتن نظر در

کرد: فرض می�توان

N∑
k=1

mkxk = 0 و
N∑
k=1

yk = 0. (3.1)

x ∈ R3N تمام از متشکل بعدي 3(N − 1) برداري فضاي یک ،V پیکربندي، فضاي ،1.1 سیستم براي .1.1.1 تعریف
می�کنند. صدق 3.1 اتحاد اولین در که است هایی

کرد فرض می�توان کلیت دادن دست از بدون باشد. R3 استاندارد پایه {ei}3i=1 کنید فرض

N∑
k=1

xk × yk (4.1)

انتگرال) منیفلد روي SO(2) گروه عمل ) است، ناوردا e3 محور حول دوران تحت 1.1 که آنجا از باشد. e3 راستاي در

منیفلد دهنده نشان M اگر داد. کاهش 6N − 11 به دورانی تقارن�هاي قسمت خارج با توان می را سیستم بعد بنابراین

فضاي می�نامند. یافته کاهش انتگرال منیفلد را M̄ := M/SO(2) قسمتی خارج فضاي صورت این در باشد انتگرال
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N−جسم مسئله .1.1 مقدمه .1 فصل

می�شود. نامیده یافته کاهش پیکربندي فضاي نیز V̄ := V/SO(2) قسمی خارج

می�شود: تعریف زیر صورت به ∆ برخورد، مجموعه ،1.1 سیستم براي .2.1.1 تعریف

∆ = {x = (x1, ..., xN) ∈ (R3)N : xi = xj که باشد، داشته iوجود ̸= j }

در جز به است. V مماس کلاف روي 1.1 توسط شده تعریف برداري میدان تکینگی�هاي مجموعه ∆ ∩ V صورت این در
.V \∆ در جواب�ها یعنی است، برخورد بدون جواب�هاي «جواب» یک از ما منظور شد، خواهد ذکر که مواردي

هموگرافیک هاي جواب 2.1.1

جواب�ها، این گرفته�اند. قرار مطالعه مورد قرن دو حدود هموگرافیک، جواب�هاي نام به ،1.1 سیستم هاي جواب از خاصی رده

هموتتیک را هموگرافیک جواب یک می�مانند. باقی متشابه زمان، هر در که می�باشند جسم −N مسئله از پیکربندي�هایی

از حاصل پیکربندي که معنی این به باشد، «صلب» هموگرافیک تناوبی جواب اگر نباشد. دورانی پیکربندي اگر می�گویند

تعادلی جوابی نسبی، تعادل یک می�نامند. نسبی تعادل را آن صورت این در باقی�بماند، متجانس اولیه پیکربندي با N−جسم

هستند تناوبی هموگرافیک جواب�هاي از خانواده�اي به متعلق جواب�ها این است. یکنواخت دوار مختصات سیستم در 1.1 از

می�شوند. شروع پیکربندي�مرکزي نام به خاص پیکر�بندي یک از که

طوري�که: به باشد داشته وجود λ ∈ R اگر می�گویند (1.1 (براي مرکزي پیکربندي یک را x ∈ R3N\∆ پیکربندي

M−1∇U(x) = 2λx (5.1)

است: معادل زیر رابطه با 5.1 رابطه صورت این در باشد اینرسی ممان I(x) =∑N
k=1mk|xk|2 اگر

∇U(x) = λ∇I(x),

(یعنی است −1 درجه از همگن تابع U(x) که آنجا از است. I تراز سطح روي بر U تحدید لاگرانژ ضریب λ آن در که

می�شود تبدیل زیر رابطه به فوق اتحاد صورت این در .λ = −U(x)
2I(x) که �می�یابیم در آسانی به ،(U(ax) = a−1U(x)

2I(x)∇U(x) + U(x)∇I(x) = 0.

باشد. Ũ :=
√
IU تابع بحرانی نقطه اگر تنها و اگر است، مرکزي پیکربندي x درنتیجه،
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N−جسم مسئله .1.1 مقدمه .1 فصل

گوییم معادل را مرکزي پیکربندي دو بنابراین است، ناوردا متعامد، تبدیل�هاي تحت و است صفر درجه از همگن Ũ تابع

تعداد به اشاره مرکزي پیکربندي�هاي تعداد از منظور آید. بدست زمان در تأخیر احتمالاً و دوران یک با دیگري از یکی اگر

کره (یا پیکربندي کره در مرکزي پیکربندي O(3)-مدارهاي معادل طور به یا و مرکزي پیکربندي�هاي ارزي هم کلاس�هاي

می�شود: تعریف زیر صورت به شکل کره دارد) شکل

S = V ∩ I−1(1). (6.1)

الاضلاع متساوي مثلث پیکربندي یک از عبارت�اند که دارد وجود مرکزي پیکربندي چهار دقیق طور به جسم سه مسئله براي

پیکربندي را آنها که دارد وجود هم�خط پیکربندي N !
2 تعداد دقیق طور Nبه هر براي اویلري. خط هم پیکربندي سه و لاگرانژ

مطالعه�ي براي .([18] ) دارند. وجود مسطح غیر پیکربندي�هاي که شده Nثابت ≥ 4 حالت در . [24 ،20] می�نامند مولتن

کرد. مراجعه [16 ،15 ،14 ،24 ،18 ،26] منابع به می�توان مرکزي پیکربندي�هاي کاربرد و اهمیت

رقص�آرایی جواب�هاي 3.1.1

یک هر و باشد بسته خم�هاي از اجتماعی آن مدارهاي که است x مانند تناوبی جواب 1.1 مسئله براي رقص�آرایی جواب یک

ساده رقص�آرایی را جواب صورت این در باشند داشته یکسانی مسیر جرم�ها تمامی اگر باشد. جسم دو براي حداقل مسیري

می�نامند.

از نمونه اولین جسم سه مسئله براي باشند. برابر جرم دو هر اگر تنها و اگر است رقص�آرایی بیضوي کپلري مدار یک

از مثال دومین توجهی قابل طور به می�باشد. یکسان جرم�هاي با لاگرانژ الاضلاع متساوي پیکربندي رقص�آرایی، جواب�هاي

دارند، وجود هستند نیز نسبی تعادل که رقص�آرایی جواب�هاي از فراوانی مثال�هاي شد. کشف آن از بعد قرن دو حدود نوع این

.[23 دارند[7، قرار عددي شبیه�سازي مراحل در گسترده�اي طور به هموگرافیک غیر رقص�آرایی جواب�هاي مطالعه حال این با

می�گردد. ارائه غیره و مرکزي پیکربندي جواب�هاي از نمونه چند قسمت این پایان در

بود. خواهد مرکزي پیکربندي یک منتظم ضلعی N هر که است واضح باشند، برابر اجرام تمامی که حالتی در .3.1.1 مثال
.(1.1 (شکل هستند ساده رقص�آرایی جواب�هاي از مثال�هایی مرکزي پیکربندي�هاي این به منسوب نسبی تعادل�هاي

.(2.1 (شکل می�دهند نتیجه را ساده غیر رقص�آرایی جواب�هاي جرمی، تقارن با نسبی تعادل�هاي از بسیاري .4.1.1 مثال

(شکل شد. کشف [8] مونتگرومی شنسیه، و [19] مور توسط مستقل طور به CM مدار یا هشت شکل مدار .5.1.1 مثال
کرد. خواهیم بررسی سوم فصل در را مدار این به مربوط جزئیات ببینید). را 3.1
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تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

برابر جرم�هاي با منتظم ضلعی�هاي چند :1.1 شکل

جرمی تقارن�هاي با ساده غیر رقص�آرایی جواب�هاي :2.1 شکل

در می�دهد. نشان جسم چهار مسئله در را ساده غیر و هموگرافیک غیر رقص�آرایی پیکربندي از مثالی شکل .6.1.1 مثال
شد. خواهد ذکر آن درباره بیشتري جزئیات چهارم فصل

تغییرات حساب 2.1

کردن پیدا تغییرات حساب هدف A : χ → R. یعنی باشد χ روي تابعک یک A و باشد تابعی فضاي یک χ کنید فرض

البته کنند. تضمین را باشد A براي نسبی اکسترمم یک A(f) که f ∈ χ مانند عضوي وجود که است لازمی شرایط

مسئله در که گیریم می نظر در طوري را A و χ همواره و است نامه پایان این هدف از دور کلی حالت در مسئله بررسی

می�کنیم. معرفی کلی حالت در را مفاهیم برخی حال این با شود. می ظاهر جسم −N

فرشه مشتق و گاتو مشتق 1.2.1

ساختارهاي به مجهز Y Xو معمولاً است. Y مجموعه Xبه مانند مجموعه از توابع تمامی مجموعه تابعی یکفضاي از منظور

فضاهاي ظهور به منجر اقلیدسی فضاي از طبیعی تعمیم�هایی هستند. غیره و نرم متر، توپولوژي، همانند مختلفی ریاضی

هیلبرت فضاي است. کامل نرم این با که است نرمداري برداري فضاي X باناخ فضاي مثال براي است. گردیده گوناگونی

فضاهاي مهمترین از باشد. شده القاء داخلی ضرب از آن نرم و باشد داخلی ضرب ساختار یک داراي که است باناخی فضاي

بسیار رده L2 فضاي برد. نام ||f || = {sup |f(x)|} نرم به مجهز Rn به R از پیوسته توابع مجموعه به می�توان باناخ

متناهی زیر کمیت که است R دامنه با f اندازه�پذیر مقدار حقیقی توابع تمام شامل L2 است. هیلبرت فضاهاي از مهمی

7



تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

هشت. شکل مدار :3.1 شکل

می�کند. گذر خط هم و مربع پیکربندي بین مدام طور به که تناوبی مدار یک :4.1 شکل

∫)باشد.
R

f 2(x)dx

)1/2
<∞.

خطی توابع تمام مجموعه می�شود. >تعریف f, g >=
∫
R
f(x)g(x)dx صورت به داخلی ضرب L2 در g و f هر براي

X∗∗ که X = X∗∗ اگر است بازتابی ،X باناخ فضاي می�دهند. نمایش χ∗ با و می�نامند χ دوگان فضاي را R به χ از

است. X∗ دوگان فضاي

براي هرگاه می�نامیم شده متعادل مجموعه زیر یک را B ⊆ V مجموعه�ي ،V مانند حقیقی برداري فضاي یک براي

هر براي دیگر عبارت به باشد. داشته Bقرار در کامل طور به نیز می�کند وصل هم به را −x و x که خطی ،x ∈ B هر

.αx ∈ B آنگاه ،|α| ≤ 1 که α ∈ R هر و x ∈ B

فضاهاي روي تابعک�ها به f : Rn → Rm توابع دیفرانسیل حساب تعمیم تغییرات، حساب شد ذکر که همانگونه

شده تعریف تابع�هاي به را دیفرانسیل حساب در معمول توابع مشتق�گیري مفاهیم که است نیاز منظور این براي است. تابعی

موضعاً برداري فضاهاي به جهتی مشتق تعمیم می�شود مطرح ذیل در که 10 گاتو مشتق دهیم. تعمیم باناخ فضاهاي روي

است. باناخ فضاهاي مانند محدب

،x ∈ χ براي باشد. مقدار حقیقی تابعک یک F : χ → R ∪ {+∞} و باناخ فضاي یک χ کنید فرض .1.2.1 تعریف
10Gateaux
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تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

که باشند موجود چنان L : χ→ R کراندار خطی تابعک و h ∈ χ اگر باشد. F (x) <∞ کنید فرض
lim
s→0

1
s
{F (x+ sh)− F (x)− L(sh)} = 0

می�دهیم. نشان δxF (h) با را آن و می�نامیم h ∈ χ جهت در و x نقطه�ي در F گاتو وردش را L(h) صورت این در

مثال براي ندارد. خطی خاصیت گاتو مشتق مشتق، از شده تعریف صورت�هاي سایر برخلاف که است یادآوري به لازم

،a ∈ R که x + ay در حتی F که ندارد لزومی صورت این در باشد M و L ترتیب به y و x در F گاتو مشتق اگر

یک تشکیل شده، تعریف آنها در گاتو مشتق که جهت�هایی همه از متشکل Dx فضاي حال این با باشد. داشته گاتو مشتق

می�شود. نامیده x در پذیرفتنی وردش�هاي فضاي را که می�دهند χ از خطی زیرفضاي

طبق که می�نامند x در F گاتو وردش را δxF : h → δxF (h) نگاشت ،x در پذیرفتنی وردش���هاي فضاي روي

معنی به پذیر مشتق (یا گاتو مشتق�پذیر x نقطه�ي در را F صورت این در Dxباشد = χ اگر است. خطی ،Dx روي تعریف

می�نامند. x در F گاتو مشتق را δxF تابع حالت این در و می�نامند گاتو)

است. باناخ فضاهاي به Rn در پذیري مشتق مفهوم تعمیم بعد تعریف

نقطه�ي در را F بگیرید. نظر در تابعک یک را F : χ → R ∪ {+∞} و باناخ فضاي یک χ کنید فرض .2.2.1 تعریف
که باشد موجود چنان L : χ→ R کراندار خطی تابعک یک و F (x) <∞ هرگاه گویند فرشه مشتق�پذیر x ∈ χ

lim
∥h∥→0

F (x+ h)− F (x)− L(h)

∥h∥
= 0.

می�دهیم. نمایش DF (x) با را L

اگر گویند. F بحرانی نقطه�ي یک را x صورت این در است) صفر خطی تابعک ،0 اینجا در (که ،DF (x) = 0 اگر

xدر χ0 بر مماس (فضاي ،Txχ0 روي خطی تابعک یک عنوان DFبه (x) و باشد χ منیفلد زیر یا فضا زیر یک χ0 ⊂ χ

گویند. χ0 روي F بحرانی نقطه�ي یک را x آنگاه باشد، صفر مساوي (

فرشه (یعنی مشتق دو هر که صورتی در و دهد می نتیجه را گاتو پذیري مشتق و پیوستگی فرشه پذیري مشتق وضوح به

.DF (x) = δxF بود خواهند برابر هم با باشند، شده تعریف گاتو) و

این در باشد χ روي خطی تابعک یک Φ اگر باشد. < ., . >χ داخلی ضرب با هیلبرت فضاي یک χ کنید فرض

نمایش قضیه ) Φ(f) =< f, g >χ ،f ∈ χ هر براي که است موجود چنان g ∈ χ فرد به منحصر عنصر صورت

،h ∈ χ هر براي که است موجود چنان ▽F (x) ∈ χ فرد به منحصر عنصر باشد، فرشه پذیر مشتق F اگر حال ریس).

می�نامیم. x در F گرادیان −χ را ▽F (x) .DF (x)(h) =< ▽F (x), h >χ

است. دیفرانسیل حساب در اول مشتق آزمون مشابه بسیار که می�پردازیم لمی بیان به اکنون
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تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

نقطه�ي در ،χ از χ0 مجموعه زیر روي F تحدید و باشند شده تعریف بالا مشابه Dx و χ ،F کنید فرض .3.2.1 لم
که باشد موجود چنان B ⊂ Dx تهی غیر متعادل مجموعه�ي زیر اگر �باشد. متناهی نسبی اکسترمم یک داراي x ∈ χ0

.δxF (h) = 0 ،h ∈ B هر براي صورت این در ،x+B ⊂ χ0

هر براي است متعادل B که آنجایی از باشد. مینیمم مفروض، اکسترمم کنید فرض کلیت دادن دست از بدون اثبات.
داراي x در F چون صورت این در x ± sh ∈ χ0 فرض به بنا .±sh ∈ B داشت خواهیم |s| < 1 و h ∈ B

،0 ≤ F (x + sh) − F (x) نتیجه در F (x) ≤ F (x + sh) ،|s| ≤ 1 کوچک مقادیر براي است نسبی مینیمم
نتیجه در F (x) ≤ F (x− sh)

0 ≤ F (x− sh)− F (x)

فوق، نامساوي�هاي به تساوي این کردن اضافه با بنابراین و δxF (sh) = sδxF (h) است Dxخطی روي δxF چون اما ،
بنابراین و −sδxF (h) ≤ (F (x+ sh)− F (x)− δxF (sh)) آنگاه باشد s < 0 که حالتی در

−δxF (h) ≤
1
s
(F (x+ sh)− F (x)− δxF (sh)) .

آنگاه sδxF (h) ≤ (F (x+ sh)− F (x) + δxF (sh)) باشد s > 0 اگر دیگر طرف از
δxF (h) ≤

1
s
(F (x+ sh)− F (x) + δxF (sh))

δxF (h) = 0 بنابراین و −δxF (h) ≤ 0, δxF (h) ≤ 0 داشت خواهیم اخیر رابطه دو از s→ 0 اگر حال

اعضاي مورد در اما کنند. صدق �پذیري مشتق از مناسبی فرم یک در آن اعضاي که است نیاز گاهی هیلبرت فضاي در

مشتق L2 فضاي اعضاي که ندارد ضرورتی هیچ مثال براي نمی�آید. میان به سخنی پذیري مشتق از معمولاً فضاها این

کامل شده حاصل فضاي صورت این در بگیریم نظر در را L2 در پذیر مشتق توابع تمام مجموعه بخواهیم شاید باشند. پذیر

کرده ضعیف را مشتق�پذیري مفهوم مشکل این از اجتناب براي نمی�شود. تضمین آن در دنباله�ها همگرایی بنابراین و نمی�باشد

ترتیب این به سوبولف فضاهاي باشیم. داشته ضعیف مفهوم به پذیر مشتق توابع از هیلبرت فضاي یک بتوان که طوري ∫به
fdg = fg −

∫
gdf جز به جز گیري انتگرال قانون باشد. R روي پذیر مشتق تابعی f کنیم فرض می�شوند. تعریف

براي جز به جز گیري انتگرال قانون که باشد داشته وجود Df مانند تابعی ولی نباشد پذیر مشتق f اگر بگیرید. نظر در را

است. ادامه در دقیق�تر تعریف می�نامند. f ضعیف مشتق Dfرا آنگاه باشد برقرار g هر

پذیر مشتق بار بینهایت تابع هر براي بعلاوه باشد. u ∈ Ck(Ω) و Rn از بازي مجموعه زیر Ω کنید فرض .4.2.1 تعریف
که باشد موجود چنان v انتگرال�پذیر موضعاً تابع یک ( ϕ ∈ C∞

c (Ω)) فشرده محمل با ϕ∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

ϕvdx

می�نامند. u ضعیف جزئی مشتق α−امین را v صورت این در

که است u ∈ Lp(Ω) توابع تمام از Wمتشکل k,p سوبولف فضاي ،k و p مثبت صحیح عدد دو هر براي .5.2.1 تعریف
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تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

یعنی: باشد Lp(Ω) به Dαuمتعلق یعنی u α مرتبه ضعیف مشتق باشد، |α| < k که αاندیس هر ازاي به
W k,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω)∀ |α| < k}.

می����شود. تعریف زیر صورت به نرم یک u ∈ W k,p(Ω) براي

1 ≤ p <∞ براي

||u||Wk,p(Ω) =

 ∑
0⩽|α|⩽k

∫
Ω

|Dαu|pdx


1
p

p = ∞ براي و

||u||Wk,∞(Ω) = max
0≤α≤k

{
sup
x∈U

|DαU(x)|
}

هیلبرت فضاي یک سوبولف فضاي حالت این در زیرا می�دهند نشان Hk(Ω) با را W k,2(Ω) گاهی p = 2 براي

می�باشد.

لاگرانژ اویلر- معادله 2.2.1

بگیرید: نظر در را زیر تابعک و باشد ثابت T > 0 کنید فرض

F (x) =

∫ T

0
f(x(t), ẋ(t), t)dt, (7.1)

اول مرتبه مشتق که است Rn در خم�هاي تمام فضاي χ دیگر عبارت به است. x ∈ χ = H1([0, T ],Rn) اینجا در که

یک روي و باشد کراندار پایین از تابعی f : Rn × Rn × R → R ∪ {+∞} کنید فرض باشد. موجود آنها ضعیف

کنید فرض باشد. پذیر مشتق بار دو ،Ω ⊆ Rn آن در که Ω× Rn × R صورت به باز مجموعه

x ∈ H1([0, T ],Ω), ∂

∂ẋ
f(x(t), ẋ(t), t) ∈ C0([0, T ],Rn). (8.1)

x(t)+sh(t) ∈ Ω به متعلق t ∈ [0, T ] هر و کوچک، کافی اندازه�ي به s هر براي ،h ∈ C1([0, T ],Rn) کنید فرض

گیریم می نظر در را f تیلور بسط حال بود، خواهد

f(x+ sh, ẋ+ sḣ, t) = f(x, ẋ, t) + (
∂

∂x
f(x, ẋ, t) · h+

∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t) · ḣ)s+O(s2).

11



تغییرات حساب .2.1 مقدمه .1 فصل

داریم: s بر فوق رابطه تقسیم با صورت این در
f(x+ sh, ẋ+ sḣ, t)− f(x, ẋ, t)

s
=

∂

∂x
f(x, ẋ, t) · h+

∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t) · ḣ+ o(s)

7.1 به توجه با

1
s
{F (x+ sh)− F (x)} =

∫ T

0

∂

∂x
f(x, ẋ, t) · h+

∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t) · ḣdt+O(s) (9.1)

داریم جزء به جزء گیري انتگرال از استفاده با صورت این در .ϕx(t) =
∫ t

0
∂
∂x
f(x(τ), ẋ(τ), τ)dτ کنید ∫فرض T

0

∂

∂x
f(x, ẋ, t) · hdt = ϕx(T ) · h(T )−

∫ T

0
ϕx(t) · ḣdt

داریم: 9.1 عبارت در جایگذاري با
1
s
{F (x+ sh)− F (x)} = ϕx(T ) · h(T ) +

∫ T

0
(
∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− ϕx(t)) · ḣdt+O(s).

داریم: s→ 0 اگر فوق عبارت در 8.1 فرض تحت است. پیوسته فوق معادله راست سمت در شده ظاهر انتگرال زیر عبارت
1
s
{F (x+ sh)− F (x)} = ϕx(T ) · h(T ) +

∫ T

0

∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− ϕx(t)dt

است زیر صورت به h راستاي در x گاتو مشتق بنابراین .C1([0, T ],Rn) ⊆ Dx لذا و

δxF (x) = ϕx(T ) · h(T ) +
∫ T

0
(
∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− ϕx(t)) · ḣdt

می�گیرند نظر در زیر صورت به مجموعه�هایی روي را پذیرفتنی وردش�هاي عملی، هاي کاربرد از بسیاري در

Bϵ = {h ∈ C1([0, T ],Rn) : h(0) = h(T ) = 0, sup
[0,T ]

|h| < ϵ} (10.1)

این در h ∈ Bϵ اگر است. متعادل مجموعه�ي یک Bϵ وضوح به و ،sh ∈ Bϵ صورت این در |s| < 1 و h ∈ Bϵاگر

(h(t) = (زیرا0 شود می تبدیل زیر فرم به h جهت در و x در F گاتو وردش صورت

δxF (h) =

∫ T

0
(
∂

∂ẋ
f(x, ẋ, t)− ϕx(t)) · ḣdt. (11.1)

داریم: دوم مرتبه بنیادي لم یا 11 ریموند لم به نیاز 3.2.1 لم استفاده براي

براي و ،H ∈ C0([0, T ],Rn) اگر باشد. دلخواه ϵ > 0 و باشد شده تعریف 10.1 همانند ، Bϵ کنیم فرض .6.2.1 لم
11Bois-Reymond Du
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