
೯داو৯دਵࣞعالراণپاسࢂචارمඋଘඁࢋرॐ࢟تواૐॣه�اشوਮ࣪قع࢙م�آड़وزیراඇ൚ো࣍مඟ໊دوජ໑భحه�یدیࢂඟیازূࡗજࣱلو
ز৯دজ࣓مঙاকمরود.

৶ࢤود ୀامঙࢤوار دلࢂਗඟی�ীشانਠ൏।یاଌنඵේज़ررا و راঘ࣒مامরوده�ا৯د ज़وقو ماෙय़భباৣمঙࢤواره و ازاونوБЗرනවرଌنग़عماৣم৮در
৩ھاশࢌণپاسرادارم.

،ساࠛدت�ज़مام৳ජໍخا�ଘ،ودর࣓مজد৯ࣇخارزभناଌرනවرБЗشانীراතࡗख़భدیඟ໋شا േ઼࣓ماଡازاণتادراঘ࣒مایБЗرদواروସ୍مآ༚یدනراධرਞख़ی
ධرانෘऩه�ای گارشاଌنپایان�ଓฬواอশૢه ৽ সیඵ෬ری�وراঘ࣒ماਪی�یീযیارارز৯دهوਟی�భࡂشانభ৳ماਗیජ໑اउلূ਼࡛࣪قو زॐمات،

اززॐ࢟ت�وख़࡛ࢴت�ীشانୀام༚لઍৈورඓࣂࡣت،৩ھاশࢌพ়ࢁඟواංඖنانرادارم.
ازاণتادज़شاورඟ໋اਗیآ༚یدනرय़ھدیหหریख़భࡗතرشانඵزইࡣبع࢙م৶ࢤوده�اموازاسایدارേ॒ندآ༚یدනرධෑر୍ی�دوز

وآ༚یدනرॣعاد৳േندیزॐ࢟تبازऒوایوداوریاଌنپایان�ଓฬراୀ࠱ھدهداতه�ا৯دพ়ࢁ່ඟاواندارم.

دوণتانସ୍مথభذرز৯دਛیඟ໖ای່راকمداਗඟ໋ଘ௭یਗی�णشارم. భپایاند॥ت৳ماਗیইسانوઍ࡙ख़وصاً
ෙ७ور۱۳۹۲



مطالب فهرست

هفت تصاویر فهرست

١ مقدمه ١ فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه از بی�نیاز روش�های ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاریخچه ٢.١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه مفاهیم ٣.١

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چندگانه اندیس ١.٣.١

۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سوبولف فضاهای ٢.٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیگر فصل�های بر مروری ٣.٣.١

١۴ شبکه از نیاز بی موضعی پترو-گالرکین روش ٢ فصل

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه از بی�نیاز روش�های سازی پیاده نحوه ١.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تقریب های روش ٢.٢

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (LS) مربعات کمترین تقریب ١.٢.٢

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . (WLS)وزن�دار مربعات کمترین تقریب ٢.٢.٢

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . (MLS)متحرک مربعات کمترین تقریب ٣.٢.٢

٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . محاسبات در پایدار روشی سازی پیاده ۴.٢.٢

٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MLS خطای تخمین ۵.٢.٢

چهار



۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه از نیاز بی موضعی پترو-گالرکین روش ٣.٢

۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . BVP یک ضعیف شکل ١.٣.٢

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . روش سازی پیاده ٢.٣.٢

۵٣ بیضوی معادلات حل برای شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش ٣ فصل

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس معادله�ی ١.٣

۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هلم�هلتز معادله�ی ٢.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خطی غیر معادله�ی یک حل ٣.٣

۶۶ سهموی معادلات حل برای شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش ۴ فصل

۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرما معادله�ی ١.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همرفت-پخش معادله�ی ٢.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (MHD) مغناطیسی هیدرودینامیک معادله�ی ٣.۴

٨۵ مراجع

٨٩ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

٩٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

پنج



تصاویر فهرست

١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متناهی عناصر روش ١.٢

١۵ . . . . . . . . . . شبکه از بی�نیاز و متناهی عناصر روش دو در دامنه سازی گسسته ٢.٢

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . MLS تقریب در ui گره�ای مقادیر و uh(x) تقریب تابع ٣.٢

محمل دایره�ای، محمل گره�ها، شامل شبکه از بی�نیاز روش�های در محاسباتی طرح ۴.٢

٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مستطیلی

۴٣ . . . . . . . . . . (چپ) فرانک تابع (راست)، نقطه ١٢١ توسط فرانک تابع تقرب ۵.٢

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . MLPG روش در موضعی دامنه�های زیر ۶.٢

۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال٢.١.٣ برای دایره داخل نقاط توزیع چگونگی ١.٣

۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال٣.١.٣ برای دایره داخل نقاط توزیع چگونگی ٢.٣

MLPGروش خطای و (راست) نویمان مرزی شرایط با هلم�هلتز معادله�ی تحلیلی جواب ٣.٣

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (چپ)

۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (١١.٣) معادله برای ثابت نقطه روش همگرایی ۴.٣

و µ = ۱/۲ به�ازای دیریکله مرزی شرایط با گرما معادله�ی حل از حاصل خطای لگاریتم ١.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . N = ۳۶, ۱۲۱

y = ۱/۲ و ۰/۲ ≤ x ≤ ۰/۴ خط روی همرفت-پخش معادله�ی تقریبی و تحلیلی جواب ٢.۴

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pe = ۱ برای

y = ۱/۲ و ۰/۲ ≤ x ≤ ۰/۴ خط روی همرفت-پخش معادله�ی تقریبی و دقیق جواب ٣.۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pe = ۵ برای

y = ۱/۲ و ۰/۲ ≤ x ≤ ۰/۴ خط روی همرفت-پخش معادله�ی تقریبی و دقیق جواب ۴.۴

٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pe = ۵۰ برای

شش



y = ۱/۲ و ۰/۲ ≤ x ≤ ۰/۴ خط روی همرفت-پخش معادله�ی تقریبی و دقیق جواب ۵.۴

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Pe = ۵۰۰ برای

هفت



چکیده

به�طور علمی مختلف زمینه�های در مسایل حل برای شبکه سازی گسسته بر مبتنی سنتی عددی روش�های

گذشته دهه�های در اگرچه است. معایبی دارای هنوز روش�ها این از استفاده اما یافته�اند، توسعه چشم�گیری

زمان�بر و پیچیده فرآیندی شبکه تولید همچنان اما است، گرفته� صورت شبکه تولید زمینه در زیادی تلاش�های

است.

روش�های از دیگر خانواده�ای پیدایش موجب گذشته دهه�ی سه طی در مشکلات، این بر غلبه برای تلاش

طی در که است شده شبکه از بی�نیاز روش�های عنوان تحت پاره�ای، مشتقات با معادلات حل برای عددی

کاهش حداقل یا حذف روش�ها این اولیه�ی هدف است. کرده� جلب خود به را زیادی توجهات اخیر های سال

حل برای شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش پایان�نامه این در است. شبکه تولید از ناشی مشکلات

از مستقل معادلات حل برای را روش این کارایی و کرده معرفی را پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات

نتایج و مثال�ها ارایه�ی با داد. خواهیم قرار بررسی مورد زمان به وابسته معادلات و غیرخطی و خطی زمان

می�دهیم. نشان را روش کارایی و دقت عددی

کمترین تقریب شبکه، از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش شبکه، از بی�نیاز روش�های کلیدی: واژه�های

MHD معادله�ی ، متحرک مربعات



١ فصل

مقدمه

مشتقات با معادلات حل برای شبکه١ از روش�هایبی�نیاز اجمالی معرفی و تاریخچه به ابتدا فصل این در

مورد مفاهیم و تعاریف آخر در شبکه٢می�پردازیم. از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش جمله از پاره�ای

کرد. خواهیم مطرح را پایان�نامه در استفاده

شبکه از بی�نیاز روش�های ١.١

اما می�شوند. پاره�ای مشتقات با دیفرانسیل معادلات تولید به منجر اغلب فیزیکی پدیده�های مدل�سازی

برای عددی روش�های از استفاده بنابراین نیست. امکان�پذیر همیشه معادلات این برای تحلیلی جواب یافتن

شبکه سازی گسسته بر مبتنی سنتی عددی روش�های اگرچه می�رسد. به�نظر ناپذیر اجتناب معادلات این حل

و (FVM)۵متناهی حجم�های روش ،(FEM)۴متناهی عناصر روش ،(FDM)متناهی٣ تفاضلات مانندروش

یافته�اند، توسعه چشم�گیری به�طور علمی مختلف زمینه�های در مسایل حل مرزی۶(BEM)برای عناصر روش

روش در نامنظم مرزهای با رویارویی چگونگی است. معایبی دارای هنوز روش�ها این از استفاده اما

به مربوط مسایل و متناهی عناصر روش در اطلاعات از وسیعی حجم ذخیره�سازی متناهی، تفاضلات

Meshless١

Meshless local Petrov-Galerkin method(MLPG)٢

Finite Difference Method(FDM)٣

Finite Element Method(FEM)۴

Finite Volume Method(FVM)۵

Boundary Element Method(BEM)۶



مقدمه٢ .١ فصل

تولید روش�هاست. این به مربوط مشکلات جمله از مرزی عناصر روش در اساسی٧ جواب�های محاسبه�ی

دیگر از مساله، فیزیکی دامنه�ی شبکه�بندی چگونگی به روش�ها این دقت زیاد وابستگی و مناسب شبکه�های

تولید زمینه در زیادی تلاش�های گذشته دهه�های در اگرچه روش�هاست. این تمامی بین در عمده مشکلات

است. زمان�بر و پیچیده فرآیندی شبکه تولید همچنان اما است، گرفته� صورت شبکه٨

روش�های از دیگر خانواده�ای پیدایش موجب گذشته دهه�ی سه طی در مشکلات، این بر غلبه برای تلاش

طی در که است شده شبکه از بی�نیاز روش�های عنوان تحت پاره�ای، مشتقات با معادلات حل برای عددی

کاهش حداقل یا حذف روش�ها این اولیه�ی هدف است. کرده� جلب خود به را زیادی توجهات اخیر سال�های

دامنه شبکه، تولید از ناشی مشکلات بر غلبه منظور به روش�ها این در است. شبکه تولید از ناشی مشکلات

و نامنظم به�طور نقاط این کلی حالت در که می�شوند، سازی گسسته گره�ای٩ نقاط براساس مساله مرز و

قدمت با مقایسه در روش�ها این اگرچه .[١١] شده�اند پراکنده دامنه در شده�ای تعیین پیش از ارتباط بدون

آن�ها چشمگیر گسترش باعث روش�ها این مزایای اما ابتدایی�اند، گام�های در هنوز شبکه، بر مبتنی روش�های

است. شده

نظر از که دامنه�هایی یا پیچیده دامنه�های با مسایلی برای روش�ها این شبکه�ای، ساختار به نیاز عدم به توجه با

روش�ها، این بالای پذیری انعطاف همچنین هستند. پیاده�سازی قابل به�خوبی می�کنند، تغییر هندسی شکل

نقاط افزودن با می�توان روش�ها این در این بر علاوه می�آورد. فراهم بالاتر ابعاد به را آن�ها توسیع امکان

مرتبه روش�ها این مزایای دیگر از داد. افزایش ناحیه آن در را روش دقت دامنه، از دلخواه ناحیه�ای در گرهی

.[٣٨] است شکل١٠ توابع پیوستگی بالای

شکل توابع هستند. نیز معایبی دارای روش�ها این شبکه، از بی�نیاز روش�های برای شده ذکر مزایای کنار در

شرایط اعمال برای بنابراین نمی�کنند صدق کرونکر١١ دلتای خاصیت در اغلب روش�ها این در استفاده مورد

شکل توابع متناهی، عناصر روش برخلاف طرفی از هستیم. خاصی تکنیک�های نیازمند دیریکله١٢ مرزی

،l افزایش با توابع این l-ام مرتبه مشتق و نیستند چندجمله�ای شبکه از بی�نیاز روش�های در شده استفاده

محاسبه قابل دقیق به�طور ثابت، ضرایب با دیفرانسیل معادلات سختی ماتریس به�علاوه می�یابد. افزایش

به نسبت خصوصیت دو این فاقد شبکه از بی�نیاز روش�های در استفاده مورد شکل توابع بنابراین نیست.

Fundamental Solutions٧

Mesh Generation٨

Nodes٩

Shape Functions١٠

Kronoker Delta١١

Drichlete Boundary Conditions١٢



مقدمه٣ .١ فصل

شکل توابع انتگرال محاسبه برای رو این از هستند. متناهی عناصر روش� در استفاده مورد شکل توابع

هزینه�ی افزایش باعث که هستیم بالا دقت مرتبه با عددی روش�های نیازمند شبکه، از بی�نیاز روش�های

.[٩] می�شود محاسباتی

تاریخچه ٢.١

توسط دلخواه شبکه�های روی یافته تعمیم متناهی تفاضلات روش معرفی با زمینه این در تلاش�ها اولین

و جین�گلد آن از پس و [٣١] لوسی ١٩٧٧ سال در .[۴٠] گرفت صورت ١٩٧۵ سال در کا����ئو و پرون

برای بار اولین روش این کردند. معرفی را شده١٣ هموار ذره�ای هیدرودینامیک�های روش [١۵] موناقان

آمد. به�وجود سیالات مکانیک در مسایل حل برای سپس و مرز بدون فیزیک اختر پدیده�های مدل�سازی

.[٣۶ ،٣۵] گرفت صورت ١٩٨٨ و ١٩٨٢ سال�های طی در همکارانش و موناقان توسط روش این توسعه

روش در متحرک١۴ مربعات کمترین تقریب از [٣٧] همکارانش و نایرولس ١٩٩٢ سال در آن، از پس

بلیچکو ١٩٩۴ سال در بعد، سال دو نامیدند. پراکنده١۶ عناصر روش را آن و کردند استفاده گالرکین١۵

است. نایرولس روش توسعه که کرد ارایه را عناصر١٧ از بی�نیاز گالرکین روش [١٢] همکارانش کمک به

و دیریکله مرزی شرایط اعمال شیوه انتگرال�گیری، فرآیند بهبود منظور به عناصر از بی�نیاز گالرکین روش

و لیو توسط جزیی١٨ بازیافتی هسته�ی روش آمد. به�وجود پراکنده عناصر روش مشتقات تقریب تعیین

ناشی نواقص بردن بین از برای تلاشی واقع در روش این شد. معرفی ١٩٩۵ سال در [٢۴] همکارانش

و سیالات دینامیک در مسایل از بسیاری بود. شده هموار ذره�ای هیدرودینامیک�های روش در پایداری از

روش [٣٩] همکارانش و اونیاته سال همان در شده�اند. سازی پیاده به�خوبی روش این توسط نوسانات آنالیز

آمد به�وجود سیالات٢٠ جریان مسایل مدل�سازی برای بار اولین روش این کردند. معرفی را متناهی١٩ نقاط

از گرفت. قرار استفاده مورد کشسانی مسایل مانند مکانیک در مسایل از بسیاری حل برای آن از پس و

Smoothed Particle Hydrodynamic Method١٣

Moving Least Square(MLS)١۴

Galerkin Method١۵

Diffuse Element Method١۶

Element Free Galerkin Method١٧

Reproducing Kernel Particle Method١٨

Finite Point Method١٩

Fluid Flow٢٠



مقدمه۴ .١ فصل

سال در ملنک و بابوشکا توسط که کرد اشاره می�توان واحد٢١ افراز روش به شبکه از بی�نیاز روش�های دیگر

.[١٠] شد ارایه ١٩٩٧

سال�های در کردند. معرفی را شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش [۴٨] زو و آتلوری ١٩٩٨ سال در

.[٨،۶] کردند استفاده محاسباتی مکانیک به مربوط مسایل حل برای روش این از همکارانش و آتلوری بعد

مسایل کیم و آتلوری آن از بعد .[٢٣] پرداختند همرفت-پخش مساله حل به لین و آتلوری ٢٠٠٠ سال در

.[٢١] دادند قرار بررسی مورد را شکست مکانیک به مربوط

از استفاده جزئی بازیافتی هسته�ی و عناصر از نیاز بی گالرکین چون روش�هایی با روش این اصلی تفاوت

قابل نکته�ی است. انتگرال�گیری در سراسری٢٣ ضعیف شکل از استفاده به�جای موضعی٢٢ ضعیف شکل

مثبت معین و متقارن ماتریسی مربعات کمترین تقریب روش از حاصل ضرایب ماتریس که است این توجه

شبکه یک نیازمند اغلب می�شوند، بندی دسته گالرکین روش عنوان تحت که روش�هایی طرفی از است.

شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش روش�ها، این میان در اما هستند. انتگرال�گیری برای کمکی

،MLPG روش معرفی برای [۴] در آتلوری این�رو از نیست، شبکه�بندی نیازمند نیز انتگرال محاسبه برای

موضعی پترو-گالرکین روش داریم سعی پایان�نامه این در است. به�کاربرده را شبکه” از بی�نیاز ”کاملا عبارت

دهیم. قرار بیشتر بررسی مورد پاره�ای مشتقات با معادلات عددی حل برای را شبکه از بی�نیاز

پایه مفاهیم ٣.١

سرتاسر در می�گیرند. قرار استفاده مورد آینده فصل�های در که می�پردازیم مفاهیمی معرفی به بخش این در

(x۱, x۲, . . . , xn) مرتب ٢۴ n-تایی با که است شده گرفته نظر در Rn در دلخواه نقطه�ای x نامه پایان این

است. [۴١ ،٢٨ ،١۴ ،١٣ ،٢] مراجع از برگرفته بخش این مطالب کلیه�ی می�شود. داده نمایش

Partition of Unity Method٢١

Local Weak Form٢٢

Global Weak Form٢٣

n-tuple٢۴



مقدمه۵ .١ فصل

چندگانه اندیس ١.٣.١

اندیس یک را α باشد، αi نامنفی صحیح اعداد از مرتب n-تایی یک α := (α۱, α۲, . . . , αn) اگر

می�نامیم. چندگانه٢۵

می�شود. تعریف α چندگانه�ی اندیس با ارتباط در زیر نمادهای

می�شود. تعریف |α| =
∑n

i=۱ αi به�صورت و می�شود داده نشان |α| با α طول •

.βi ≤ αi ،i = ۱, ۲, . . . , n هر برای اگر β ≤ α آن�گاه باشند، چندگانه اندیس دو β و α اگر •

α! = α۱!α۲! . . . αn! •

به�صورت دوجمله�ای بسط ضرایب ،β ≤ α برای •

(
α

β

)
=

α!

β!(α− β)!
=

(
α۱

β۱

)(
α۲

β۲

)
. . .

(
αn

βn

)
می�شود. تعریف

از است عبارت |α| درجه�ی از x جمله�ای تک •

xα = xα۱
۱ x

α۲
۲ . . . xαn

n .

می�شود تعریف جمله�ای�ها تک خطی ترکیب به�صورت m مساوی یا کمتر درجه�ی از چندجمله�ای یک •

p(x) =
∑
|α|≤m

cαxα,

m مساوی یا کمتر درجه�ی با چندجمله�ای�های فضای هستند. مختلط یا حقیقی اعداد cα ضرایب که

می�شود. داده نشان
∏n

m نماد با Rn فضای در

می�شود تعریف زیر به�صورت ،|α| ≤ m که α هر برای ،u ∈ Cm تابع α-ام مرتبه مشتق •

Dαu :=
∂|α|u

∂xα۱
۱ ∂xα۲

۲ . . . ∂xαn
n

.

Multi-index٢۵



مقدمه۶ .١ فصل

لایبنیتز٢۶ فرمول به�راحتی می�توان بنابراین

Dα(uv)(x) =
∑
β≤α

(
α

β

)
Dβu(x)Dα−βv(x),

کرد. ثابت u, v ∈ Cm تابع دو ضرب α-ام مرتبه مشتق برای را

نقطه�ی حول u تابع |α| مرتبه تیلور٢٧ h.چندجمله�ای = (h۱, h۲, . . . , hn) و u ∈ Cm+۱ کنید فرض •

نوشت زیر به�صورت می�توان را |α| = m که a

u(a+ h) =
m∑

|α|=۰

۱
α!

Dαu(a)hα +
۱

(m+ ۱)!
∑

|α|=m+۱

Dαu(a+ θh)hα,

. θ ∈ (۰, ۱) آن در که

Γ هموار قطعه�ای یا هموار مرز دارای و همبند ناحیه�ای Ω ⊆ Rn کنید فرض (دیورژانس٢٨) ١.٣.١ قضیه

داریم این�صورت در باشد، Ω همسایگی در پذیر مشتق پیوسته به�طور برداری میدان یک F اگر باشد.

∫
Ω

∇.F =

∫
Γ

F.n,

است. Γ مرز روی سو برون نرمال بردار n آن در که

سوبولف فضاهای ٢.٣.١

شرایط در ∥.∥ : X → R تابع اگر باشد. (خطی) برداری٢٩ فضای یک X کنید فرض ٢.٣.١ تعریف

،u ∈ X هر برای ∥u∥ ≥ ۰ (الف)

،u = ۰ اگروفقط�اگر ∥u∥ = ۰ (ب)

،α ∈ R هر و u ∈ X هر برای ∥αu∥ = |α|∥u∥ (ج)

،u, v ∈ X هر برای ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ (د)

Leibniz Formula٢۶

Taylor Polynomial٢٧

Divergence٢٨

Vector Space٢٩



مقدمه٧ .١ فصل

� می�نامیم. ∥.∥ نرم با نرم�دار٣٠ خطی فضای یک را X و نرم یک را ∥.∥ تابع آن�گاه کند، صدق

شرایط در (., .) : X → R تابع اگر باشد. حقیقی برداری فضای یک X کنید فرض ٣.٣.١ تعریف

،u, v ∈ X هر برای (u, v) = (v, u) (الف)

،α, β ∈ R هر و u, v ∈ X هر برای (αu+ βv, w) = α(u,w) + β(v, w) (ب)

،u ∈ X هر برای (u, u) ≥ ۰ (ج)

،u = ۰ اگروفقط�اگر (u, u) = ۰ (د)

� می�نامیم. (., .) داخلی ضرب با داخلی حاصل�ضرب فضای یک را X آن�گاه کند، صدق

رابطه�ی (., .) داخلی ضرب با X داخلی حاصل�ضرب فضای برای ۴.٣.١ ملاحظه

∥u∥ = (u, u)
۱
۲ ,

می�شود. نامیده داخلی ضرب از حاصل القایی نرم که است X روی نرم یک بیان�گر

داشته وجود C ثابت هرگاه گوییم لیپ�شیتز پیوسته�ی را Ω ⊆ Rn روی شده تعریف v تابع ۵.٣.١ تعریف

باشد برقرار زیر نامساوی x, y ∈ Ω هر برای به�طوری�که باشد

|u(x)− u(y)| ≤ C∥x− y∥.

�

به�ازای آن�ها از α مرتبه�ی پاره�ای مشتقات تمام که است توابعی فضای Cm فضای ۶.٣.١ تعریف

یعنی باشند، پیوسته ۰ ≤ |α| ≤ m

Cm(Ω) = {u : Dαu ∈ C(Ω), ۰ ≤ |α| ≤ m}.

� هستند. پیوسته Ω روی و دارند وجود آن�ها پاره�ای مشتقات تمام که است توابعی فضای نیز C∞

٣١ پذیر اندازه توابع فضای باشد. غیرتهی باز مجموعه�ی یک Ω ⊂ Rd کنید فرض ٧.٣.١ تعریف

Normed Linear Space٣٠

Measurable Functions٣١



مقدمه٨ .١ فصل

می�شود تعریف زیر به�صورت ۱ ≤ p ≤ ∞ برای و می�نامند Lp(Ω)
لبگ٣٢ فضای را u : Ω → R

Lp(Ω) := {u | ∥u∥Lp(Ω) < ∞},

می�شود تعریف زیر به�صورت ∥.∥Lp(Ω) نرم آن در که

∥u∥Lp(Ω) :=

(∫
Ω

|u(x)|pdx
)۱/p

, ۱ ≤ p < ∞,

است. لبگ اندازه dx آن در که

زیر به�صورت فضا این در ∥.∥∞ نرم است. Ω روی u کران�دار پذیر اندازه توابع فضای نیز L∞(Ω) فضای

می�شود تعریف

∥u∥L∞(Ω) = ess sup{|u(x)| : x ∈ Ω},

= inf{M : µ{x ∈ Ω : |u(x)| > M } = ۰}.

�

این�صورت در ، ۱
p
+

۱
q
= ۱ به�طوری�که ۱ ≤ p, q ≤ ∞ کنیم فرض هولدر٣٣) (نامساوی ٨.٣.١ قضیه

آن�گاه ،a = (a۱, a۲, . . . , an),b = (b۱, b۲, . . . , bn) ∈ Rn اگر (١

|
n∑
i=۱

aibi| ≤

(
n∑
i=۱

|ai|p
)۱/p( n∑

i=۱

|bi|q
)۱/q

.

و uv ∈ L۱(Ω) آن�گاه v ∈ Lq(Ω) و u ∈ Lp(Ω) اگر (٢

∥uv∥L۱(Ω) ≤ ∥u∥Lp(Ω)∥v∥Lq(Ω).

است، غیرصفر مجموعه آن داخل u که می�شود تعریف مجموعه�ای بستار u تابع محمل٣۴ ٩.٣.١ تعریف

Lebesgue Space٣٢

Hölder Inequality٣٣

Support٣۴



مقدمه٩ .١ فصل

داریم یعنی

supp(u) = {x ∈ Rn : u(x) ̸= ۰},

با تابعی u تابع آن�گاه باشد، Ω در فشرده مجموعه�ای u محمل و باشد شده تعریف Ω ⊆ Rn دامنه در u اگر

� می�شود. نامیده فشرده٣۵ محمل

از توابعی فضای C∞
۰ (Ω) یا D(Ω)فضای باشد، کران�دار دامنه�ای Ω ⊆ Rn کنید فرض ١٠.٣.١ تعریف

� هستند. فشرده محمل دارای Ω در که است C∞

گوییم، p-انتگرال�پذیر موضعی به�طور را u : Ω ⊆ Rn → R تابع ۱ ≤ p ≤ ∞ برای ١١.٣.١ تعریف

و Ω̄′ ⊂ Ω به�طوری�که باشد داشته وجود x حول Ω′ باز همسایگی x ∈ Ω هر برای گاه هر ،u ∈ Lp
loc

� .u ∈ Lp(Ω
′)

هر برای آن�گاه باشد. باز مجموعه�ی یک Ω ⊆ Rn کنید فرض جزبه�جز) (انتگرال�گیری ١٢.٣.١ تعریف

داریم |α| ≤ m و ϕ ∈ C∞
۰ (Ω) ،u ∈ Cm(Ω)

∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−۱)|α|
∫
Ω

Dαu(x)ϕ(x)dx.

�

هر به�ازای اگر است. ناتهی باز مجموعه�ی یک Ω ⊆ Rn آن در که u ∈ L۱
loc(Ω) کنید فرض ١٣.٣.١ لم

ϕ(x) ∈ D(Ω)

∫
Ω

u(x)ϕ(x) dx = ۰,

است. صفر جا همه تقریبا Ω روی v آن�گاه

v تابع آن�گاه u, v ∈ L۱
loc(Ω) و باشد ناتهی باز مجموعه�ی یک Ω ⊆ Rn کنید فرض ١۴.٣.١ تعریف

باشیم داشته ،ϕ(x) ∈ D(Ω) هر برای هرگاه می�شود، نامیده u تابع α-ام مرتبه� ضعیف٣۶ مشتق

∫
Ω

u(x)Dαϕ(x)dx = (−۱)|α|
∫
Ω

v(x)ϕ(x)dx.

Compact Support٣۵

Weak Derivative٣۶



مقدمه١٠ .١ فصل

�

Wm,p(Ω) سوبولف فضای .p ∈ [۱,∞] و باشد نامنفی صحیح عدد m کنید فرض ١۵.٣.١ تعریف

دارد، قرار Lp(Ω) در ،|α| ≤ m به�ازای آن�ها α-ام مرتبه�ی ضعیف مشتقات تمام که است توابعی فضای

یعنی

Wm,p(Ω) = {u : Dαu ∈ Lp(Ω), ۰ ≤ |α| ≤ m}.

�

می�شود تعریف زیر به�صورت که می�کنیم Wm,pاستفاده فضای نرم دادن نشان برای ∥u∥Wm,p(Ω) نماد از

∥u∥Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∥Dαu∥pLp(Ω)

۱/p

, ۱ ≤ p < ∞,

∥u∥Wm,p(Ω) = max
|α|≤m

∥Dαu∥L∞(Ω), p = ∞.

می�شود تعریف زیر به�صورت |u|Wm,p(Ω)
نیم�نرم٣٧ براین علاوه

|u|Wm,p(Ω) =

∑
|α|=m

∥Dαu∥pLp(Ω)

۱/p

, ۱ ≤ p < ∞,

|u|Wm,p(Ω) = max
|α|=m

∥Dαu∥L∞(Ω), p = ∞.

بنابراین می�دهیم. نمایش Hm(Ω) نماد با سوبولفWm,۲(Ω)را فضای خاص، حالت در ١۶.٣.١ تعریف

قرار L۲(Ω) در ،۰ ≤ |α| ≤ m به�ازای آن�ها α مرتبه�ی ضعیف مشتقات که است توابعی فضای ،Hm(Ω)

یعنی دارد،

Hm(Ω) = Wm,۲(Ω).

�

Semi-Norm٣٧



مقدمه١١ .١ فصل

می�کنیم. تعریف را زیر مفاهیم ابتدا سوبولف نابرابری برای

١٧.٣.١ تعریف

در شده٣٨ نشانده فشرده به�طور V گوییم باشند. کران�دار و باز مجموعه�ی دو V ⊂ U ⊂ Rn کنید فرض

می�دهیم. نشان V ⊂⊂ U نماد با و باشد فشرده V̄ و V ⊂ V̄ ⊂ U اگر می�شود، نامیده U

�

١٨.٣.١ تعریف

پوسته�ی ،x ∈ Ω هر برای هرگاه می�شود، نامیده ستاره�گون٣٩ B ⊂⊂ Ω گوی به نسبت Ω مجموعه�ی

� باشد. Ω مجموعه زیر {x} ∪B بسته�ی و محدب

١٩.٣.١ تعریف

کنید فرض بگیرید. نظر در d قطر با را Ω مجموعه

ρmax = sup{ρ : است ستاره�گون ρشعاع با گویی به ,{Ωنسبت

می�شود تعریف زیر به�صورت Ω ضخامت۴٠ پارامتر این�صورت در

γ =
d

ρmax

.

به نسبت و d قطر با لیپ�شیتز مرز با دامنه�ای Ω ⊂ Rs کنید فرض سوبولف) (نابرابری ٢٠.٣.١ قضیه

یکی در که باشند به�گونه�ای m مثبت صحیح عدد و ۱ ≤ p ≤ ∞ حقیقی عدد اگر باشد. گون ستاره B گوی

کنند صدق زیر حالت دو از

،m ≥ s آن�گاه p = ۱ اگر (١

،mp > s آن�گاه p > ۱ اگر (٢

دارند وجود γ و s ،d ،m پارامتر�های به وابسته C ثابت و است پیوسته Ω روی u ∈ Wm,p(Ω) هر آن�گاه

Compactly Embeded٣٨

Star-Shaped٣٩

Chunkiness Parameter۴٠



مقدمه١٢ .١ فصل

که به�گونه�ای

∥u∥L∞(Ω) ≤ Cm,s,γ,d∥u∥Wm,p(Ω). (١.١)

�



مقدمه١٣ .١ فصل

دیگر فصل�های بر مروری ٣.٣.١

مشتقات با معادلات حل در شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش بررسی هدف با که پایان�نامه این در

معادلات شامل مختلف، مسایل حل برای را روش این دقت و کارایی داریم سعی است، شده تدوین پاره�ای

فصول در نامه پایان این مطالب کنیم. بررسی خطی غیر و خطی زمان۴٢ به وابسته و زمان۴١ از مستقل

است. شده ارایه زیر به�ترتیب بعدی

در پایدار روشی ارایه با و می�شود بررسی و معرفی متحرک مربعات کمترین تقریب ابتدا دوم فصل در

موضعی پترو-گالرکین روش معرفی به آن از پس می�گیرد. قرار تحلیل مورد تقریب این خطای محاسبات،

می�پردازیم. شبکه از بی�نیاز

از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش خطای بررسی به غیرخطی و خطی معادلات بررسی با سوم فصل در

می�پردازیم. بیضوی مسایل حل برای شبکه

با و می�شود مطرح سهموی مسایل حل برای شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش چهارم فصل در

سهموی معادلات دستگاه از نمونه�ای همچنین می�کنیم. بررسی را روش این خطای معادلات، از برخی حل

می�شود. ارایه

Time Independent۴١

Time Dependent۴٢



٢ فصل

شبکه از نیاز بی موضعی پترو-گالرکین روش

با دیفرانسیل معادلات حل در شبکه از بی�نیاز روش�های از یکی شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش

است، شبکه از بی�نیاز انتگرال�گیری در هم و شکل توابع تقریب در هم که دلیل به�این و است پاره�ای مشتقات

برای متحرک مربعات کمترین تقریب از روش این در می�شود. محسوب شبکه از بی�نیاز کاملا روش یک

روش�های سازی پیاده کلی حالت ابتدا فصل این در می�شود. استفاده شبکه از بی�نیاز تقریب توابع ساخت

در و آن خطای تحلیل و متحرک مربعات کمترین تقریب بررسی به سپس می�کنیم. بیان را شبکه از بی�نیاز

می�پردازیم. شبکه از بی�نیاز موضعی پترو-گالرکین روش به پایان

شبکه از بی�نیاز روش�های سازی پیاده نحوه ١.٢

به�طور را متناهی عناصر روش با مقایسه در شبکه از بی�نیاز روش�های در مساله حل روند بخش این در

روش�های در شبکه تولید به نیاز عدم شد، بیان قبل فصل در که همان�طوری .[٢۶] می�کنیم بیان خلاصه

شکل توابع ساخت همچنین است. متناهی عناصر روش و روش�ها این بین اصلی تفاوت شبکه، از بی�نیاز

تعریف پیش از عناصر از استفاده با شکل توابع متناهی، عناصر روش در است. متفاوت روش دو این در

توابع شبکه از بی�نیاز روش�های در اما هستند. یکسان عناصر کلیه�ی برای توابع این و می�شوند ساخته شده

نقاط، تغییر با و می�شوند ساخته می�شوند، انتخاب محلی به�صورت که دلخواهی، گره�های برای معمولا شکل

می�کنند. تغییر نیز شکل توابع

تابع تقریب از روش دو هر در یعنی می�کنند، عمل یکسان معادلات دستگاه سازی گسسته در روش�ها این

نظر در متناهی بعد با فضایی در تقریب این می�شود. استفاده معادلات دستگاه سازی گسسته برای مجهول

برای می�توان را می�شود استفاده متناهی عناصر روش در که تکنیک�هایی از بسیاری بنابراین می�شود، گرفته


