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೯دایا...

صدایت ندید، که انگار و دید را تو زندگͬ�اش از لحظه هر در که ناسپاست بنده�ی همان منم خدایا!

نشنید. که انگار و شنید را

برخودش برداری�ات فرمان از و نیافرید دلش در را غمͬ هیچ نافرمانͬ�ات که همانͬ منم خدایا!

است. خودش از دارد چه هر کرد خیال و کرد فراموشت که هایی لحظه چقدر بالید؛

هنگام در و خودشگذاشت شایستگͬ حساب به را تو رحمت و نعمت که هستم همانͬ من خدایا!

افتاد. شده�ات فراموش لحظه�های یاد به و کرد شͺایت تو درگاه به صبرانه بی آزمایش، و بلا

صادقانه هم این�بار و صادق�ام تو با هستم و بوده بد چقدر هر من مͬ�دانͬ خود ولͬ منم؛ آری خدایا!

مͬ�گویم: برایت تو، محبت و مهر به امید دنیایی با و

تو که آنچنان خدمتͬ بتوانم داشته�هایم این با تا کن کمͺم من! خدای
کند مͬ سنگینͬ دوشم بر که بارگرانͬ این و باشم داشته تو خلق به خواهͬ

برسانم. مقصد به سلامت به ناتمام راه این در را

೯دایا
ࣼقدردو॥تداਣංඍیوංඋیدیਠീی
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ث

චاری... ণپاس໋�

بشناسم؛ را تو که دادی هستͬ مرا که خودت به گویم مͬ سپاست خدایا!

هستͬ؛ پرستیدن شایسته�ی چقدر تو که بفهمم تا بخشیدی که فهمم قدرت به را تو سپاس خدایا!

پدر به را تو سپاس برسانند. تو به را من تا کردی ارزانͬ�ام که نعمت�هایی تمام به را تو سپاس

آرامشم. و تسͺین مایه�ی بودنشان و توست محبت از بارقه�ای وجودشان که مهربانم مادر و دلسوز

کردن زندگͬ خوب و زندگͬ الفبای با مرا تا کوشیدند که کسانͬ تمام به سپاس را تو پروردگارم!

این در و کردند تربیت تفکر و فهمیدن به مرا که اساتیدم و معلمین تمام به را تو سپاس کنند؛ آشنا

”علم” که بدانم تا شدند همراهم پله پله اکنونم، جوانͬ تا کودکͬ از تحصیل، متمادی سال�های

است. خوبی چیز چقدر

و است خارج شمارش توان از و دادی برایم که نعمت�هایی تمام به سپاس را تو من! رب ای و

باشم. نکرده تردید حͺمتت در تا ندادی برایم که نعمت�هایی تمام به را تو سپاس

از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک

همچنین و نمايم سپاس�گزاری خانͬ علͬ دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و حمايتها

دارم را تشͺر کمال گرفتند، عهده به را پایان�نامه این مشاوره که خیرفام بهروز دكتر آقای جناب از

را تحقيق اين داوری و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز پورمحمود جعفر دكتر آقای از و

گرفتند. برعهده

فیضͬ سمیه

١٣٨٩ دی�ماه



چͺیده

شامل تا یافته توسعه مͬ�کند، بازی سیمپلͺس اصطلاح�شناسͬ در نقشاساسͬ که استاندارد، پایه�ی

برای متراکم عملیات با محاسباتͬ نتایج شود. سطرها) از کم�تر ستون�هایی تعداد ناقص(با حالت

از استفاده با را اولیه� سیمپلͺس الͽوریتم ͷی ما پایان�نامه، این در بوده�اند. مناسب حالت این

برنامه�ریزی مسائل پیشنهادی، الͽوریتم مͬ�کنیم. پیشنهاد و معرفͬ ناقص، پایه�ای LU عامل�های

الͽوریتم با مقایسه در رضایت�بخش�تری به�صورت هستند، تبهͽن اغلب که را، واقعͬ جهان خطͬ

کرد. خواهد حل سیمپلͺس،

مسئله�ی ١۵ از مجموعه ͷی هم Netlibو مسئله�ی ۵٠ از مجموعه� ͷی روی پیشنهادی الͽوریتم

و اجرا ،BPMPD مسئله�ی ۵ و Kennington مسئله�ی ٨ شامل واقعͬ، جهان بزرگ خیلͬ

نتایج همچنین است. سرگذاشته پشت MINOSرا ۵.٣ مشخص، به�طور آن است. شده آزمایش

ندارد. وجود تبهͽنͬ و الͽوریتم ناکارآمدی بین حتمͬ رابطه�ی هیچ که مͬ�کنند آشͺار

پایه-ناقص؛ اولیه؛ تبهͽنͬ سیمپلͺس؛ الͽوریتم مقیاس-بزرگ؛ ریزی برنامه کلیدی: کلمات

.LUفاکتورگیری

ح
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پیشͽفتار

در محدودیت�هایخطͬ با خطͬ، ماکزیمم�سازییͷتابع یا مینیمم�سازی مسئله با برنامه�ریزیخطͬ

برنامه�ریزی مسئله�ی حل های روش معروفترین از ͬͺی دارد. سروکار نامساوی یا و مساوی شͺل

تاکنون شد. معرفͬ ͷجرج.بی.دانتزی توسط ١٩۴٧ سال در که است سیمپلͺس روش خطͬ

گرفته بͺار حوزه�ها سایر و شهرسازی حͺومت، صنعت، ارتش، در وسیع بطور خطͬ برنامه�ریزی

بزرگ مسائل مدل�سازی توانمندی جمله از متعددی عوامل از خطͬ برنامه�ریزی ویژگͬ است. شده

الͽوریتم�های از استفاده با بزرگ مسائل حل در جدید نسل کامپیوترهای بͺارگیری نیز و پیچیده و

است. شده ناشͬ کارا

تئوری قالب در خطͬ، برنامه�ریزی پیشرفت در زیادی افراد تاکنون سیمپلͺس روش ابداع زمان از

کاربرد و جدید کاربردهای و نوین الͽوریتم�های کشف کارا، کدهای و روش�ها معرفͬ آن، ریاضͬ

برنامه�های گسسته، برنامه�های مثلا́ پیچیده، مسائل حل برای ابزاری عنوان به خطͬ برنامه�ریزی

داشته�اند. مشارکت بهینه کنترل مسائل و احتمالͬ برنامه�ریزی مسائل ترکیباتͬ، مسائل غیر�خطͬ،

گام طول به مͬ�توانند صفر مقدار با پایه متغیرهای مͬ�دهد رخ سیمپلͺس الͽوریتم در تبهͽنͬ وقتͬ

دور از اجتناب برای محدودی روش�های شوند. منتهͬ دور ایجاد نتیجه در و الͽوریتم در صفر

چندانͬ کارایی و نیستند سیمپلͺس الͽوریتم با رقابت قابل عمل در روش�ها این اما دارند وجود

رفته بͺار مختلفͬ چاره�های زمان هر در دور از فرار و مشͺل این حل برای ندارند. واقع جهان در

که ”١ فاز خطͬ برنامه�ریزی اکید بهبود الͽوریتم ” ͷی دیویس و ͷدانتزی لیچنر، مخصوصا است

توسط ناقص پایه مفهوم ١٩٩٨ سال در اینکه تا کردند. پیشنهاد مͬ�رود، پیش توقفͬ هیچ بدون

اصلاح LU تجزیه�ی با الͽوریتم این سپس بود؛ شده استفاده QR تجزیه�ی از که شد معرفͬ ١ پن

خیلͬ به�صورت محاسباتͬ آزمایش�های در الͽوریتم�هایی چنین جدولͬ نسخه�های پیاده�سازی شد.
١Pan

خ



د مطالب فهرست

نیست سودمند اولیه الͽوریتم�های برای ناقصفقط پایه�های از استفاده بعلاوه شدند. اجرا مناسب

است. سودمند نیز دوگان موارد برای بلͺه

در که مͬ�دهد قرار بحث مورد را خطͬ برنامه�ریزی مسائل حل برای جدیدی الͽوریتم پایان�نامه این

سیمپلͺس الͽوریتم با آن تمایز وجه و الͽوریتم این اساس شد؛ معرفͬ پʿن توسط ٢٠٠٨ سال

در است. پایه این رسانͬ به�روز نحوه و روش این در رفته بͺار پایه ماتریس نوع استاندارد،

ماتریس پایه ماتریس لزوماً آن در که مͬ�شود ارائه پایه ماتریس از جامعͬ تعریف پایان�نامه این

الͽوریتم مͬ�شود. نامیده ناقص پایه�ی پایه�ای چنین که باشد مستطیلͬ تواند مͬ و نیست مربعͬ

نتیجه در و مͬ�کند استفاده پایه ماتریس برای مستطیلͬ LU تجزیه�ی از تکرار هر در پیشنهادی

پیاده از که عددی نتایج مͬ�کند. حل تراکم کم عملیات و اجرائیات با را خطͬ برنامه�ریزی مسائل

هیچ که مͬ�دهد نشان آمده بدست Netlib مسئله�ی ۵٠ از مجموعه ͷی روی الͽوریتم این کردن

الͽوریتم این مزیتدیͽر واقع در ندارد. وجود تبهͽنͬ و الͽوریتم ͷی ناکارآمدی بین حتمͬ رابطه�ی

استفاده با تبهͽن مسائل حل لذا و الͽوریتم طول در دور ایجاد عدم سیمپلͺس الͽوریتم به نسبت

است. الͽوریتم این از

مقاله�ی طول در که عددی، آنالیز مباحث بعد فصل در که یافته سازمان این�صورت به پایان�نامه

آورده خطͬ برنامه�ریزی مسائل برای الͽوریتم ͷی ٢ فصل در مͬ�شوند. بررسͬ نیازند، مورد اصلͬ

تعاریف و اصلͬ الͽوریتم نیز ٣ فصل در شده�است. استفاده QR تجزیه�ی از آن در که است شده

است. گرفته قرار بررسͬ مورد پیشنهادی الͽوریتم عددی نتایج نیز و آن به مربوط



١ فصل

عددی خطͬ جبر از مباحثͬ

١



٢ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

١ فصل

عددی خطͬ جبر از مباحثͬ

فاکتورگیری از استفاده با Ax=b خطͬ دستگاه حل ١.١

مقدمه ١.١.١

بͽیرید نظر در را زیر معادلات دسته

a١,١x١ + a١,٢x٢ + · · ·+ a١,nxn = b١

a٢,١x١ + a٢,٢x٢ + · · ·+ a٢,nxn = b٢
...

an,١x١ + an,٢x٢ + · · ·+ an,nxn = bn (١.١)

مجهول�اند. xi متغیرهای و معلوم حقیقͬ اعداد (i = ١,٢, ..., n) bi و aij ضرایب آن در که

تعیین برای را عددی روش�های برخͬ فصل این گویند. ١ خطͬ دستگاه را معادلات دسته چنین

١linear system



٣ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

مͬ�دهد. قرار بحث مورد xiها
افزایش به�سرعت دستگاه n مرتبه با مͬ�تواند (١.١) معادلات حل الͽوریتم�های عملیات تعداد

دستگاه مͬ�طلبد. را عددی روش�های دقیق انتخاب بزرگ، n برای آنها کاربرد در بنابراین و یابد

همچنین و x, b ∈ Rn آن در که مͬ�نویسیم Ax=b به�صورت مختصر طور به را (١.١) خطͬ

.A ∈ Rn×n

جوابمنحصر دارای b ∈ Rn طرفراست بردار هر برای (١.١) دستگاه آنگاه باشد، Aنامنفرد اگر

محاسبه�ی دارد: خود در را مهمͬ کاربردی شایستگͬ صوری، عبارت این است. x = A−١b بفرد

نیاز محاسباتͬ عملیات به ،xجواب یافتن برای دستگاه خود از بیشتر معمولا ،Aمعکوس ، A−١

محاسبه بدون x تعیین روش�های مطالعه وسیع�تر، به�طور را، فصل این ویژگͬ بتوان شاید دارد.

مͬ�شوند. تقسیم غیرمستقیم و مستقیم دسته دو به x تعیین روش�های دانست. A−١ صریح

عملیاتمحاسباتͬ، مشخصشده�ی قبل از و متناهͬ دنباله�ای از بعد که روش�هایی تعریف١.١.١.

مͬ�شوند. نامیده ٢ مستقیم روش�های مͬ�کنند، تولید را x درایه�های از x تایی n ͷی

تقریبی جواب�های بردار از x(m) دنباله که دارند قرار ۴ تکراری ٣یا غیر�مستقیم روش�های مقابل، در

بردار به ،m→∞ هرگاه ∥ x−x(m) ∥→ ٠ معنͬ به دنباله، این که مͬ�رود امید مͬ�دهد. نتیجه را

باشد. همͽرا صحیح جواب

عددی الͽوریتم�های توسعه�ی غالبا ،۵ فاکتورگیری یا عامل�ها به تجزیه نام به کلͬ روش ͷی

و شود ساخته A = BC تجزیه�ی که است این فاکتور�گیری از هدف مͬ�کند. هدایت را کارآمد

میانͬ مجهول به�عنوان را z := Cx ابتدا مͬ�گیرد. صورت مرحله دو در BCx = b حل سپس

حل با را x اصلͬ مجهول سپس مͬ�کنیم. حل z تعیین برای را Bz = b سپس و کرده تعریف

به�دست طوری را C و B بتوان که دارد پیͽیری ارزش وقتͬ روند این مͬ�آوریم. دست به Cx = z

شوند. حل به�سادگͬ آن�ها به مربوط دستگاه�های که آورد

٢direct
٣indirect
۴iterative
۵factorization



۴ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

فوق�العاده عددی، الͽوریتم به�عنوان استکه (١.١) دستگاه برایحل روشمستقیمͬ ۶ کرامر قاعده

عدد ͷی به ،٧ کهادها به�وسیله استاندارد بسط طریق از دترمینان n+ ١ محاسبه�ی است. ضعیف

عملیات، تعداد بیشترین با مستقیم روش حالیͺه در دارد. نیاز عملیات از O((n+١)n!) نجومͬ

به تجزیه روش معرفͬ با البته و دارد لازم عملیات O(n٣) فقط دارد، گاوس حذف روش که

عامل�ها، به تجزیه روش موردنیاز عملیات تعداد که داد خواهیم نشان بعد، بخش�های در عامل�ها

است. O(n٣) یعنͬ مقدار این از کمتر است، گاوس روش از شده برگرفته که

LU تجزیه ٢.١.١

به تجزیه روش Ax = B دستگاه حل مستقیم روش�های از ͬͺی شد ذکر قبلا که طور همان

است. Aماتریس عامل�های

راست طرف بردار اما یͺسان، ضرایب ماتریس با خطͬ دستگاه چند حل کاربردها از بعضͬ در

مانند متفاوت

Ax١ = b١ , Ax٢ = b٢ , · · ·

است. مفید عامل�ها به تجزیه روش مسائل گونه این در است. نیاز مورد

معرفͬ ͬͺچولس روش و کروت و دولتیل روش�های یعنͬ LU تجزیه روش سه بعد بخش�های در

Aماتریس آن در که است LU تجزیه�ی روش از خاصͬ حالت ͬͺچولس روش واقع در مͬ�شوند؛

است. مثبت معین و متقارن

مͬ�کنیم تعریف زیر به�صورت را L ∈ Rn×n مثلثͬ پائین ماتریس

L :=


١
l٢,١ ١
...

ln,١ · · · ln,n−١ ١



۶cramer’s rule
٧minors



۵ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

وقتͬ گوئیم. LU عامل�های به تجزیه را A تجزیه�ی این .A = LU که کرد ثابت مͬ�توان

قطری درایه�های آن در که است LU منحصربفرد عامل�های به تجزیه ͷی دارای باشد نامنفرد A

و مͬ�کند عرضه خطͬ دستگاه�های حل برای را قویی راه LU تجزیه�ی مͬ�باشد. ١ عدد صرفا L

بخش این در مͬ�کند. فراهم U و L محاسبه�ی برای را مناسبی الͽوریتم ͷی گاوس حذف روش

از حالͬ�که در مͬ�کنند، تولید را مثلثͬ عامل�های به تجزیه که مͬ�پردازیم الͽوریتم چند بررسͬ به

را کروت٨ و دولتیل روش�های بخصوص دورند. به گاوس حذف روش پیچیدگͬ�های از بعضͬ

مͬ�سازند. مرتفع U و L محاسبه�ی برای را میانͬ نتایج بازیابی و ذخیره به نیاز که مͬ�کنیم ارائه

کروت و دولتیل های روش

رابطه�ی n٢ با آنگاه دارد وجود A ∈ Rn×n از LU تجزیه�ی ͷی اینکه فرض با

ai,j =

min{i,j}∑
p=١

li,pup,j (٢.١)

فقط هم روی مثلثͬ�اند بالا و پائین U و L چون آوریم. به�دست را ui,j و li,j عامل�های مͬ�توانیم

لذا li,i = ١ ، i = ١,٢, · · · , n برای که قرار این با بعلاوه، دارند. غیرصفر درایه�ی n٢ + n

است. کافͬ کار این برای (٢.١) معادلات بنابراین شود، محاسبه باید ui,j و li,j کمیت n٢ فقط

داریم این�که بخصوص

ui,j = ai,j −
i−١∑
j=١

li,pup,j j = i, i+ ١, · · · , n (٣.١)

i = j + ١, j + ٢, · · · , n برای و

li,j =
١
uj,j

(

j−١∑
p=١

li,pup,j) (۴.١)

٨Doolittle and Crout



۶ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

را آن�ها هوشمندانه، حل روش ͷی نمͬ�رسند، نظر به جالب و(١.۴) (٣.١) معادلات حالیͺه در

مͬ�کند. تبدیل دولتیل به�نام مفیدی الͽوریتم به

دولتیل الͽوریتم

LU تجزیه در Rn×n به متعلق U و L ماتریس�های است؛ شده� داده A ∈ Rn×n نامنفرد ماتریس

مͬ�شوند: محاسبه زیر به�صورت Aماتریس

١− FOR k = ١,٢, · · ·n :

٢− FOR j = k, k + ١, · · · , n :

٣− uk,j ← ak,j −
∑k−١

p=١ lk,pup,j .

۴− Next j.

۵− FOR i = k + ١, k + ٢, · · · , n :

۶− li,k ← (ai,k −
∑k−١

p=١ li,pup,k)/uk,k.

٧− Next i.

٨−Next k.

٩− End.

مͬ�دهیم.) نسبت الͽوریتم این مجموع�های به را ٠ مقدار k = ١ که (وقتͬ

li,j متغیرهای مقادیر به تکرار مرحله�ی این محاسبه�ی جهت بیرونͬ حلقه�ی kام، تکرار به�ازای

نیست. نیاز شوند، محاسبه و... k + ٢ و k + ١ شمار تکرار با زیر�حلقه�های در باید که ui,j یا

آنگاه آوریم دست به است شده فهرست که ترتیبی همین به مرحله این در را مجهولات اگر بعلاوه،

معلوم�اند. آن�ها به نیاز زمان در (۴.١) و (٣.١) معادلات راست طرف کمیت�های تمام

تعیین برای دیͽر ترکیب ͷی از که است کروت روش دولتیل، روش برای جایͽزین ͷی

مͬ�کند. استفاده U و L درایه�های



٧ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

کروت الͽوریتم

،A ماتریس LU تجزیه�ی در U و L ∈ Rn×n ماتریس�های شده�است، داده A ∈ Rn×n ماتریس

: مͬ�شود محاسبه زیر به�صورت

١− FOR j = ١,٢, ..., n :

٢− FOR i = ١,٢, .., j :

٣− ui,j ← ai,j −
∑i−١

p=١ li,pup,j .

۴− Next i.

۵− FOR i = j + ١, j + ٢, ..., n :

۶− li,j ← (ai,j −
∑i−١

p=١ li,pup,j)/uj,j .

٧− Next i.

٨−Next j.

٩− End.

مولفه�های آوردن دست به ترکیب در تنها کروت و دولتیل روش�های تفاوت که است ذکر قابل

است. U و L ماتریس�های

ͬͺچولس تجزیه�ی

تجزیه�ی بنام مثلثͬ تجزیه�ی کارآمد روش از باشد، مثبت معین و متقارن A ∈ Rn×n هرگاه

تجزیه CCT شͺل به حاصل�ضربی به�صورت را A روش این کرد. استفاده مͬ�توان ͬͺچولس

محل�های است. A برای ٩ͬͺچولس مثلث به معروف و مثلثͬ پائین C ∈ Rn×n آن در که مͬ�کند

از بیش ،Rn×n در دلخواه نامنفرد ماتریس ͷی از LU تجزیه�ی مانند تجزیه، این نیاز مورد ذخیره�ی

ذخیره محل (n٢ + n)/٢ به CCT به A تجزیه�ی نیست. اصلͬ ماتریس ذخیره�ی نیاز مورد تعداد

مͬ�باشد، متقارن که A اصلͬ ماتریس متمایز درایه�های ذخیره�ی موردنیاز تعداد با که دارد نیاز
٩cholesky triangle



٨ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

است. یͺسان

C ∈ Rn×n پائین�مثلثͬ ماتریس آنگاه باشد، معین�مثبت و متقارن A ∈ Rn×n اگر .١.١.١ قضیه

هستند. مثبت C قطری درایه�های تمام A.بعلاوه = CCT که دارد وجود

مانند مͬ�توان C ͬͺچولس مثلث محاسبه�ی برای کاربردی الͽوریتم ͷی تهیه�ی منظور به

ادامه ai,j =
∑n

k=١ ci,kcj,k معادلات حل از ci,j درایه�های تعیین با کروت و دولتیل روش�های

داد.

ͬͺچولس الͽوریتم

ͬͺچولس مثلث ci,j درایه�های زیر مراحل طͬ باشد. متقارن و مثبت معین A ∈ Rn×n فرضکنید

مͬ�شود: محاسبه A برای

١− c١,١ ←
√
a١,١

٢− FOR i = ٢,٣, ..., n :

٣− ci,١ ← ai,١/c١,١

۴−Next i.

۵− FOR j = ٢,٣, ..., n− ١ :

۶− cj,j ← (aj,j −
∑j−١

k=١ c
٢
j,k)

١/٢.

٧− FOR i = j + ١, j + ٢, ..., n :

٨− ci,j ← (ai,j −
∑j−١

k=١ ci,kcj,k)/cj,j .

٩− Next i.

١٠−Next j.

١١− cn,n ← (an,n −
∑n−١

k=١ c
٢
n,k)

١/٢.

١٢− End.



٩ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

٨ مرحله�ی در کسر مخرج به�عنوان که ci,j درایه�های از هیچ�کدام که مͬ�کند تضمین ١.١.١ قضیه

که مͬ�دهد نتیجه ai,i =
∑n

k=١ c
٢
i,k رابطه�ی بعلاوه، نیست. صفر مͬ�شود، استفاده

.|ci,k| 6 √ai,i
مͬ�کند. کنترل را C درایه�های بزرگͬ a درایه�های بنابراین

LU روش مزایای

زیرند: شرح به آن مزیت چند که است مزیت�هایی دارای LU روش

احتیاج A ذخیره�ی نیازِ مورد فضای از بیش فضایی به ،U و Lماتریس دو هر ذخیره�ی برای -١

نیست. ١ضروری یا مشخص٠ به�طور درایه�های ذخیره�ی زیرا نیست؛

زیرا مͬ�سازد. فراهم A دترمینان محاسبه�ی برای را آسانͬ راه LU عامل�های به تجزیه -٢

مثلثͬ پائین یا بالا ماتریس هر دترمینان اما .det(A) = det(L)det(U) آنگاه A = LU

نتیجه det(L).در = ١ بنابراین مͬ�آید، به�دست آن قطری درایه�های حاصل�ضرب با صرفا

محاسبه�ی معمولͬ روش مقابل در نتیجه، در .det(A) = det(U) = u١,١u٢,٢...un,n

سطری تبدیل از استفاده با دارد، O(n!)عملیاتلازم که کهادها دادن بسط با یعنͬ دترمینان

کرد. محاسبه عملیات O(n٣) با را dat(A) �توان مͬ

وقتͬ زیرا آورد. به�دست مͬ�توان را x متغیر هم باز کند تغییر b اگر ،Ax = b سیستم در -٣

ساده، جای�گذاری ͷی با آن�صورت در شد، تجزیه U و L ماتریس دو حاصل�ضرب به A

قسمتکار، روشاساسͬ�ترین این در به�عبارتدیͽر آورد. به�دست مͬ�توان را x متغیر مقدار

مͬ�باشد. bماتریس از مستقل تجزیه این و بوده L و Lماتریس دو حاصل�ضرب Aبه تجزیه

دقت خود این که نمود محاسبه سه�گانه و دوگانه دقت با مͬ�توان را LU روش به�راحتͬ -۴



١٠ عددی خطͬ جبر از مباحثͬ .١ فصل

مͬ�آورد. به�وجود نتایج در را زیادی

QR تجزیه ٢.١

Lاز آن در که مͬ�کند Aتجزیه = LU به�صورت ماتریسAرا بخشقبل، در شده LUمعرفͬ تجزیه

قطری درایه�های با مثلثͬ پائین L اینکه بویژه است. مثلثͬ بالا U و است خاصبرخوردار ساختاری

A = QR به�صورت را A ماتریس مͬ�کند؛ پشتیبانͬ را QR تجزیه�ی مشابه تفکری است. واحد

است. برخوردار خاصͬ ساختار ͷی از Q مجددا و بالامثلثͬ R اینجا در اکنون که مͬ�کنیم تجزیه

.QTQ = I هرگاه است متعامد Q ∈ Rn×n ماتریس ͷی .١.٢.١ تعریف

ͷی تشͺیل آن ستون�های که است این Q ∈ Rn×n متعامد ماتریس در معادل ویژگͬ ͷی

Q ستون�های qiها که باشد داده Rn به متعلق q١, q٢, ..., qn بردارهای از یͺه متعامد مجموعه�ی

هستند.

داریم x ∈ Rn بردار هر برای دارند؛ کلیدی خاصیت چندین متعامد ماتریس�های

∥ Qx ∥٢٢= (Qx)TQx = xTQTQx = xT Ix =∥ x ∥٢٢

نتیجه آن از مͬ�کنند. حفظ را اقلیدسͬ طول متعامد ماتریس�های خطͬ، تبدیلات به�عنوان بنابراین

بنابراین و برخوردارند واحد مطلق مقدار از Q متعامد ماتریس ͷی ویژه�ی مقادیر تمام که مͬ�شود

حقیقت در است. متعامد متعامد، ماتریس دو حاصلضرب که داد نشان مͬ�توان .| detQ |= ١

مͬ�دهند. تشͺیل گروه ͷی Rn×n در متعامد ماتریس�های مجموعه�ی

که هستند چرخش ماتریس�های دسته، اولین مفیدند. بخصوص متعامد، ماتریس�های از دسته دو

زیرند: به�صورت R٢ فضای در

Q =

[
cosθ sinθ
−sinθ cosθ

]


