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چͺيده

چͺيده
و مͬپردازد بزرگ اندازه با ویژه مقادیر مسائل حل برای موجود روشهای از تعدادی بررسͬ به پایان�نامه، این

نیاز مورد بعد فصول در که پایهای و اولیه قضایای و مفاهیم به اول فصل در است. شده تدوین فصل چهار در

مقادیر آوردن دست به برای موجود ͷکلاسی روشهای از تعدادی دوم فصل در مͬشود. پرداخته هستند،

مͬکنیم. بررسͬ را کرایلوف زیرفضای بر مبتنͬ تͺراری روشهای ابتدا سوم فصل در شد. خواهد مطرح ویژه

نامتقارن ماتریسهای برای بزرگ اندازه با ویژه مقادیر مسائل حل برای که است روشͬ مهمترین آرنولدی روش

شروع فرآیندهای بهتر، جواب به رسیدن برای سپس مͬشود. پرداخته آن به فصل این در و مͬرود کار به

بهتر به وابسته ویژه، مقدار شدن دقیقتر مجدد، شروع فرآیندهای در مͬشوند. مطرح آرنولدی روش مجدد

سوم فصل در که مجددی شروع روشهای مͬشود. استفاده آن از روش آغاز در که است اولیهای بردار شدن

مطرح روشهای چهارم فصل در هستند. اولیه بردار به بخشیدن بهبود جهت در کدام هر مͬشوند مطرح

مͬپردازیم. آنها مقایسهی به و بررسͬ عددی طور به را سوم و دوم فصلهای در شده

مجدد. شروع فرآیندهای آرنولدی، روش تͺراری، روشهای ویژه، مقادیر : کلیدی کلمات

ج
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مقدمه

قرن اوایل به آن قدمت و است عددی جبرخطͬ موضوعات اساسͬترین و مهمترین از ͬͺی ویژه مقادیر مسئله

مهندسͬ، در متنوعͬ کاربردهای و هستند عملͬ مهم بسیار مسائل از ویژه مقادیر مسائل مͬگردد. بر نوزدهم

معادلات آنالیز، نظیر ریاضͬ مختلف بخشهای در مسئله این هم�چنین دارند. ͷفیزی و شیمͬ اقتصاد، آمار،

سیستمهای و ١ ͬͺدینامی سیستمهای در است. اهمیت حائز بسیار ... و ͬͺدینامی سیستمهای دیفرانسیل،

مثلا́ مͬ�شود. استفاده سیستم پایداری تعیین برای ویژه مقادیر از معمولͬ)، دیفرانسیل معادلات ) ٢ سخت

ناپایدار سیستم صورت این غیر در و پایدار سیستم باشد، | λi |< ۱ اگر گسسته، ͬͺدینامی سیستمهای در

سیستم باشد، منفͬ ویژه مقادیر تمام حقیقͬ قسمت اگر پیوسته ͬͺدینامی سیستم ͷی در هم�چنین است.

ناپایدار پیوسته ͬͺدینامی سیستم مثبت، حقیقͬ قسمت با ویژه مقدار ͷی حتͬ وجود صورت در و پایدار

مͬباشد.

است معادله�ای شرودینͽر، معادله� است. شرودینͽر معادله� ،ͷفیزی در ویژه مقادیر مسئله� کاربرد از نمونه ͷی

سال اواخر در معادله این مͬ�کند. توصیف را زمان با ͬͺفیزی سامانه� ͷی کوانتومͬ حالت تغییر ͬͽونͽچ که

از معادله این شد. مطرح شرودینͽر اروین اتریشͬ، فیزیͺدان توسط ١٩٢۶ سال در و فرمول�بندی ١٩٢۵

مستقل معادله� است. شده تبدیل هایزنبرگ ورنر ماتریسͬ ͷانیͺم مانند دیͽری فرمول�بندی به ریاضͬ لحاظ

است: زیر صورت به شرودینͽر زمان از

Ĥψ = ψE.

در که است ویژه� مقدار معادله� ͷی جبرخطͬ در معادله این مͬ�کند. توصیف را پایا حالت�های حالت، این

است. ویژه بردار ψ و ویژه مقدار همان E آن

ویژه مقادیر محاسبه برای هستند. det(A − λI) مشخصه چندجملهای صفرهای ماتریس ͷی ویژه مقادیر

مشخصه چندجمله�ای صفر�های سپس و آورد دست به را آن مشخصه� چندجمله�ای مͬ�توان ابتدا ،Aماتریس

نیست. پایدار عددی لحاظ از روش این متأسفانه ولͬ کرد. محاسبه استاندارد روش ͷی با را،

است. شده مطرح ویژه مقادیر مسائل حل برای متفاوتͬ روشهای آنها در که دارد وجود زیادی منابع

با است. کرده مطرح ویژه مقادیر مسائل و ماتریسͬ جبر از مهمͬ نتایج ١٩۶۵ سال در [٢٧] ویلͺینسون

به برای کارا الͽوریتمͬ هنوز اما است، شده انجام ویژه مقادیر مسائل حل برای زیادی کارهای که این وجود
١Dynamical system
٢Stiff system



مقدمه۴

ندارد. وجود باشد کاربرد قابل ماتریسها همه برای که ویژه جفتهای آوردن دست

زمینههای است. بوده توجه مورد بسیار امروزه که است مسئلهای بزرگ، اندازه با ویژه مقادیر مسائل حل

که دارند وجود هستهای مطالعات و کوانتومͬ ͷفیزی شیمͬ، فضایͬ، علوم نیرو، دستͽاههای نظیر کاربردی

که بزرگͬ مسائل بیشتر مͬشوند. پیدا بزرگ بسیار مرتبه از ماتریسهای برای ویژه مسائل معمولا˟ آنها در

مطرح نامتقارن بزرگ ماتریسهای برای مسائل این اخیراً هستند. خلوت مͬشوند، مطرح زمینهها این در

جهت این در زیادی تحقیقات هنوز و است گرفته انجام راستا این در توجهای قابل پیشرفتهای و شده

توانͬ، روش که هستند ویژه جفتهای آوردن دست به برای روشهایͬ تͺراری، روشهای مͬشود. انجام

روشها این جمله از لانͺسوز روش و [١٠] آرنولدی روش زیرفضایͬ، تͺرار روش معͺوس، تͺرار روش

عنوان تحت را مهمͬ روش ۴ آرنولدی است. شده مطرح ٣ بوئر توسط ابتدا زیرفضایͬ تͺرار روش مͬباشند.

ابتدا نیز لانͺسوز روش است. بخشیده بهبود را آن ١٩۵٧ سال در و مطرح ١٩۵١ سال در آرنولدی روش

استفاده متقارن ماتریسهای برای بیشتر روش این است. گردیده مطرح ۵ لانͺسوز توسط ١٩۵٠ سال در

که است متقارن ماتریسهای ویژه مقادیر مسائل حل برای روشͬ نیز، ژاکوب-دیویدسن روش .[٣] مͬشود

آوردن دست به برای عددی الͽوریتم چندین [٢۴] سورنسن .[٢١] مͬباشد ژاکوبͬ قدیمͬ روش آن، پایه

[١۴] پارلت توسط الͽوریتمها این است. کرده بررسͬ و مطرح بزرگ مقیاس با ماتریسهای ویژه مقادیر

نامتقارن ماتریسهای برای ویژه مقادیر مسئله بررسͬ به نیز سعد است. شده ارایه متقارن ماتریسهای برای

روش برای مطلوبتر نتیجه به رسیدن برای مجدد، شروع عنوان با فرآیندی هم�چنین سورنسن، است. پرداخته

ارایه ویژه مقادیر یافتن برای جدیدی الͽوریتم نیز [٢٠] خالقͬ و نجفͬ صابری است. کرده مطرح آرنولدی

بخشیدهاند. بهبود را آن [۶] قزوینͬ و نجفͬ صابری و

٣Bauer
۴Arnoldi
۵Lanczos
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١ فصل

و ویژه مقادیر ماتریس، انواع بر مقدمه�ای
ویژه بردار�های

مقدمه ١.١

مͬشوند، مرتب مشخص ستون و سطر صورت به که را میدان ͷی اعضای از مجموعهای .١.١.١ تعریف

نمایش زیر صورت به و mگوییم × n را ماتریس باشیم، داشته ستون n و سطر m اگر مͬگوییم. ماتریس

مͬ�دهیم:

A =


a۱۱ a۱۲ · · · a۱n
a۲۱ a۲۲ · · · a۲n
... ... ... ...

am۱ am۲ · · · amn

 .
که است ویژه بردارهای و ویژه مقادیر محاسبه مͬشود، مطرح ماتریسها مورد در که مبحثͬ مهمترین

مͬپردازیم. بزرگ مقیاس با ماتریسهای برای مبحث این به مطالعه این در

قسمͬ به باشد داشته وجود x مانند ناصفر بردار اگر باشد. n × n ماتریس A کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

،x بردار نامند. x بردار با متناظر A ماتریس ویژه مقدار را λ آن�گاه ،(A − λI)x = ۰ یا Ax = λx که

Aماتریس ویژه زوج ͷی را (λ, x) مرتب زوج مͬشود. λنامیده ویژه مقدار به وابسته ،A راست ویژه بردار

Aماتریس ویژه مقادیر det(A− λI) = ۰ معادله� ریشههای آن�گاه باشد n× nماتریس ͷی A اگر گویند.

داشته y بردار برای اگر هم�چنین گویند. Aماتریس مشخصه معادله را det(A− λI) = ۰ معادله مͬباشند.

نامند. λ ویژه مقدار به وابسته ،Aماتریس چپ ویژه بردار ͷی را y آن�گاه ،ytA = λyt باشیم

غالب ویژه مقدار را آن باشد مطلق قدر نظر از A ماتریس ویژه مقدار بزرگ�ترین ،λ۱ اگر .٣.١.١ تعریف

نامیم. غالب ویژه بردار را λ۱ با متناظر ،q۱ ویژه بردار و مͬنامیم

گوییم. ماتریس رتبه را ماتریس ͷی خطͬ مستقل سطرهای یا ستونها تعداد حداکثر .۴.١.١ تعریف

اصطلاحاً یا باشند، خطͬ مستقل آن ستونهای یا سطرها تمام هرگاه گوییم، معͺوسپذیر را A مربعͬ ماتریس



مقدمه٧ ١.١

باشد. ١ تمام رتبه Aماتریس

مجموعه و گویند A ٢ طیف را Aماتریس ویژه مقادیر تمام مجموعه .۵.١.١ تعریف

L(λ) = {x|(A− λI)x = ۰},

ویژه مقدار ͷی λ ∈ C که وقتͬ مͬباشد. q(λ) = n− rank(A− λI) بعد با Cn از خطͬ زیرفضای ͷی

است. منفرد (A− λI) ماتریس یعنͬ ،ρ(λ) > ۰ آن�گاه باشد

که است n × m ماتریسͬ مͬشود، داده نشان At با که A ،m × n ماتریس ٣ ترانهاده .۶.١.١ تعریف

هستند: زیر صورت به آن درایههای

(At)ij = (A)ji.

متناظر مختلط مزدوج آن، درایه� هر که است ماتریسͬ ،A مختلط ماتریس ۴ مختلط مزدوج .٧.١.١ تعریف

مͬشود. داده نشان A با و است Aماتریس درایههای با

یعنͬ: است، برابر خودش با A حقیقͬ ماتریس مختلط مزدوج

A = A.

نشان A∗ با که را A ماتریس ۵ ترانهاده مزدوج باشد. m × n ماتریسͬ A کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

مͬکنیم: تعریف زیر صورت به مͬدهیم،

A∗ = At = A
t
.

هرگاه مͬشود نامیده ۶ مربعͬ ماتریس ͷی A ماتریس باشد، m × n ماتریس ͷی A اگر .٩.١.١ تعریف

باشد. m = n

باشد داشته خطͬ مستقل ویژه بردار n از کمتر است، n × n مرتبه از که A ماتریس اگر .١٠.١.١ تعریف

مͬشود. نامیده ناقص رتبه ماتریس ͷی

باشد. صفر آن مؤلفههای اکثر هرگاه گویند ٧ خلوت را Aماتریس .١١.١.١ تعریف

باشد. ناصفر آن مؤلفههای اکثر هرگاه گویند ٨ پر را Aماتریس .١٢.١.١ تعریف
١Full rank
٢Spectrum
٣Transpose
۴Complex conjugate
۵Transpose conjugate
۶Squar matrix
٧Sparse
٨Full



ویژه٨ بردار�های و ویژه مقادیر ماتریس، انواع بر مقدمه�ای .١

.i > j ازای به aij = ۰ اگر است ٩ مثلثͬ بالا ،A = [aij ]n×n مربعͬ ماتریس ͷی .١٣.١.١ تعریف

aij = ۰ اگر است مثلثͬ پایین A = [aij ]n×n یعنͬ است، ١٠ مثلثͬ پایین مثلثͬ، بالا ماتریس ͷی ترانهاده

است. مثلثͬ بالا مثلثͬ، پایین ماتریس ͷی ترانهاده و i < j ازای به

فقط ناصفر درایههای یعنͬ باشد، مثلثͬ پایین هم و مثلثͬ بالا هم که است ماتریسͬ ،A ١١ قطری ماتریس

قطرهستند. روی

که قسمͬ به شود یافت P چون نامنفردی ماتریس هرگاه گویند شدنͬ قطری را Aماتریس .١۴.١.١ تعریف

باشد. قطری ماتریس ͷی P−۱AP

یعنͬ: باشد، برابر خودش با آن ترانهاده هرگاه گوییم ١٢ متقارن را Aماتریس .١۵.١.١ تعریف

At = A.

باشد، برابر خودش با آن، ترانهاده� مزدوج هرگاه گوییم ١٣ هرمیتͬ را A مربعͬ ماتریس .١۶.١.١ تعریف

یعنͬ:

A∗ = A.

یعنͬ باشد، hij = ۰ ،i > j + ۱ برای اگر گوییم ١۴ هسنبرگͬ بالا را H مربعͬ ماتریس .١٧.١.١ تعریف

مͬ�باشد. زیر صورت به H

H =



h۱۱ h۱۲ h۱۳ · · · · · · h۱n
h۲۱ h۲۲ h۲۳ · · · · · · h۲n
۰ h۳۲ h۳۳ · · · · · · h۳n
... ۰ h۴۳ · · · · · · h۴n
... ... · · · · · · · · · · · ·
... ۰ hn−۱,n−۲ hn−۱,n−۱ hn−۱,n
۰ · · · · · · ۰ hn,n−۱ hn,n


.

هرگاه: نامیم ١۵ سهقطری را A مربعͬ ماتریس .١٨.١.١ تعریف

aij = ۰, | i− j |> ۱.
٩Upper triangular
١٠Lower triangular
١١Diagonal
١٢Symmetric
١٣Hermitian
١۴Upper Hessenberg
١۵Tridiagonal



مقدمه٩ ١.١

است: زیر صورت به کلͬ حالت در سهقطری ماتریس ͷی

H =



b۱ c۱
a۲ b۲ c۲ ۰

a۳ b۳ c۳
. . . . . . . . .

۰ an−۱ bn−۱ cn−۱
an bn


.

به باشد موجود P چون پذیری وارون ماتریس هرگاه نامیم متشابه را B و A ماتریسهای .١٩.١.١ تعریف

.B = P−۱AP که طوری

برای PAP−۱ و A ویژه مقادیر یعنͬ هستند. یͺسان ویژه مقادیر دارای متشابه ماتریس دو .٢٠.١.١ قضیه

هستند. یͺسان P ماتریسهای همه

هستند. خطͬ مستقل ماتریس، ͷی متمایز ویژه مقادیر به وابسته ویژه بردارهای .٢١.١.١ قضیه

نباشند. صفر آن ویژه مقادیر از ͷی هیچ اگر فقط و اگر است نامنفرد Aماتریس .٢٢.١.١ قضیه

اصلͬاند. قطر بر واقع عناصر همان قطری و مثلثͬ ماتریسهای ویژه مقادیر .٢٣.١.١ قضیه

کلͬ حالت در ها آن ویژه بردارهای و هستند یͺسان At و A ماتریسهای ویژه مقادیر .٢۴.١.١ قضیه

متفاوتند.

از: عبارتند Ak ویژه مقادیر آن�گاه باشند، A ویژه مقادیر λ۱, · · · , λn اگر .٢۵.١.١ قضیه

λk۱, · · · , λkn, (k ∈ N)

مͬمانند. باقͬ تغییر بدون ویژه بردارهای و

آن�گاه باشد موجود A−۱ اگر است. آن نظیر ویژه بردار q و A ویژه مقدار ͷی λ کنید فرض .٢۶.١.١ قضیه

است. q همان آن نظیر ویژه بردار و است A−۱ ویژه مقدار ۱
λ

آن�گاه باشد، دلخواه حقیقͬ عدد ͷی σ و λ نظیر ویژهی بردار q و A ویژه مقدار ͷی λ اگر .٢٧.١.١ قضیه

است. آن نظیر ویژه بردار q و A− σI ماتریس ویژه مقدار λ− σ

حقیقͬاند. هرمیتͬ، ماتریسهای ویژه مقادیر .٢٨.١.١ قضیه

q ناصفر بردار صورت این در باشد. آن ویژه مقدار ͷی λ و هرمیتͬ ماتریس ͷی A کنیم فرض برهان.

که: قسمͬ به است موجود

Aq = λq.



ویژه١٠ بردار�های و ویژه مقادیر ماتریس، انواع بر مقدمه�ای .١

داریم: پس مͬگیریم، ترانهاده مزدج طرفین از حال

(Aq)∗ = (λq)∗ =⇒ q∗A∗ = λq∗.

داریم: است، هرمیتͬ A که این از

q∗A∗ = λq∗ =⇒ q∗Aq = λq∗q =⇒ q∗(λq) = λq∗q

=⇒ λq∗q = λq∗q. (q∗q ̸= ۰)

است. حقیقͬ λ بنابراین و λ = λپس

مͬشوند: تعریف زیر صورت�های به برداری نرمهای ،V = (v۱, v۲, · · · , vn)t بردار برای .٢٩.١.١ تعریف

:ͷی نرم یا مجموع نرم .١

∥ V ∥۱=| v۱ | + | v۲ | + · · ·+ | vn | .

:۲ نرم یا اقلیدسͬ نرم .٢

∥ V ∥۲= (
n∑

i=۱
| vi |۲)

۱
۲ .

ماکزیمم: نرم یا بͬنهایت نرم .٣

∥ V ∥∞= max
i
| vi | .

است: زیر صورت به القایͬ ماتریس نرم-٢ و

∥ A ∥=∥ A ∥۲= sup
V ̸=۰

∥ AV ∥۲
∥ V ∥۲

.

یا سطرها از متشͺل ها ماتریس این کنند. مͬ بازی عددی آنالیز در را مهمͬ نقش متعامد، های ماتریس

های ستون یا سطرها که کرد ادعا توان مͬ لذا دهند، مͬ متعامد ای مجموعه تشͺیل که هستند هایͬ ستون

عمودند. هم به نسبت ماتریس،

برابر آن ترانهاده با ماتریس، معͺوس هرگاه گوییم متعامد را Q حقیقͬ و مربعͬ ماتریس .٣٠.١.١ تعریف

: یعنͬ باشد،

QtQ = QQt = I.



مقدمه١١ ١.١

Q ماتریس ترانهاده مزدوج با برابر Q معͺوس هرگاه گوییم یͺانͬ را Q مربعͬ ماتریس .٣١.١.١ تعریف

: یعنͬ باشد،

Q∗Q = QQ∗ = I.

u آن�گاه باشند حقیقͬ v و u اگر ،u ̸= v, u∗v = ۰ اگر متعامدند v و u بردارهای جفت .٣٢.١.١ تعریف

متعامد v ∈ V هر و u ∈ U هر اگر متعامدند، هم بر V و U بردارهای از مجموعه دو عمودند. هم بر v و

اگر: یعنͬ باشند، متعامد جفت به جفت اعضا اگر متعامدند S مانند ناصفر بردارهای از مجموعه ͷی باشند.

u, v ∈ S, u ̸= v =⇒ u∗v = ۰

∥ u ∥= ۱ ،u ∈ S هر برای نیز و باشند متعامد بردار�ها اگر یͺهاند، متعامد S بردارهای از مجموعه ͷی

باشد.

.٣٣.١.١ قضیه

است. متعامد متعامد، ماتریس دو حاصلضرب الف.

است. متعامد متعامد، ماتریس ͷی وارون ب.

متعامدند. متمایز، ویژه مقادیر با متناظر ،A ویژه بردار�های آن�گاه باشد هرمیتͬ A اگر .٣۴.١.١ قضیه

بردارهای صورت این در باشند، A متمایز ویژهی مقادیر µ و λ و هرمیتͬ ماتریس ͷی A کنید فرض برهان.

که: قسمͬ به موجودند v و u ناصفر

Au = λu,

Av = µv, λ ̸= µ

داریم: پس است، هرمیتͬ A و Au = λu چون حقیقͬاند. µ و λ ،(٢٨.١.١) قضیهی بنابر

u∗A = λu∗.

داریم: فوق رابطهی در v ضرب با

u∗Av = λu∗v. (١.١)

پس: ،Av = µv چون طرفͬ از

u∗Av = µu∗v (٢.١)



ویژه١٢ بردار�های و ویژه مقادیر ماتریس، انواع بر مقدمه�ای .١

داریم: (٢.١) و (١.١) روابط بنابر و

λu∗v = µu∗v.

لذا

(λ− µ)u∗v = ۰

مͬشود. ثابت حͺم و u∗v = ۰ پس ،λ ̸= µ وچون

ویژه مقادیر نظیر ویژه بردارهای و حقیقͬاند متقارن و حقیقͬ ماتریسهای ویژه مقادیر .٣۵.١.١ قضیه

متعامدند. ها آن متمایز

ویژه مقدار ͷی به متناظر خطͬ مستقل بردارهای تعداد حداکثر ng(λ) = dimL(λ) عدد .٣۶.١.١ تعریف

معادله در λ ریشه تͺرار مرتبه و مͬشود نامیده λ ویژه مقدار هندسͬ ͬͽچندگان عدد این مͬکند. مشخص را

قطری ماتریس A اگر مثلا́ مͬدهند. نمایش na نماد با و گویند λ ویژه مقدار جبری ͬͽچندگان را مشخصه

داریم: آن�گاه باشد n مرتبه

na(λ) = n = ng(λ)

.۱ ≤ ng(λ) ≤ na(λ) ≤ n داریم همیشه و

برقرار �λها بعضͬ برای ng(λ) > ۱ اگر است ١۶ موهن A و na(λ) = ۱ اگر است ساده λ ویژهی مقدار

باشد.

صورت این غیر در و ناقص رتبه ماتریس ͷی Aماتریس باشد، برقرار na(λ) >ng(λ) اگر .٣٧.١.١ تعریف

است. کامل رتبه ماتریس

باشد. AS ⊂ S اگر است A پایای زیرفضای ͷی S ⊆ Cn×n زیرفضای .٣٨.١.١ تعریف

تعویضپذیر (A∗ = A
t
الحاقͬاش( ماتریس با هرگاه گوییم ١٧ نرمال ماتریس را Aماتریس تعریف٣٩.١.١.

.A∗A = AA∗ یعنͬ باشد،

شور تجزیه ٢.١

باشد داشته وجود Q یͺانͬ ماتریس اگر است، قطریپذیر یͺانͬ طور به A مربعͬ ماتریس .١.٢.١ تعریف

که: طوری به

A = QΛQ∗,

است. قطری ماتریس ͷی Λ آن در که
١۶Derogatory
١٧Normal



شور١٣ تجزیه ٢.١

: است زیر صورت به که دارد ١٨ شور تجزیه ͷی A مربعͬ هرماتریس (شور). ٢.٢.١ قضیه

AQ = QR,

ماتریس قطر روی عناصر که است مثلثͬ بالا ماتریس ͷی R و (Q∗Q = I) یͺانͬ ماتریس ͷی Q آن در که

هستند. A ویژه مقادیر R

n − ۱ برای قضیه که مͬکنیم فرض حال است. برقرار بدیهͬ صورت به قضیه باشد n = ۱ اگر برهان.

متناظر A ویژهی بردار u کنیم فرض مͬباشد. درست نیز n برای قضیه که داد خواهیم نشان باشد. درست

باشد. U مانند یͺانͬ ماتریس ͷی اول ستون و بوده ∥ u ∥= ۱ که مͬکنیم انتخاب طوری را u است. λ با

که: کنیم انتخاب طوری را U۱ بعدی n× (n− ۱) ماتریس مͬتوانیم همواره

U = (u,U۱),

داریم: ،AU = A(u,U۱) = (λu,AU۱) چون باشد. یͺانͬ

U∗AU =

[
u∗

U∗
۱

] [
λu AU۱

]
=

[
λ B
۰ C

]
,

λ جز به مͬباشد. (n− ۱)× (n− ۱) بعد از C = U∗AU و سطری −n)�تایͬ ۱) بردار ͷی B آن در که

یͺانͬ ماتریس یعنͬ دارد، وجود C ماتریس برای شور تجزیه فرض طبق هستند. یͺسان C و A ویژه مقادیر

که: دارد وجود قسمͬ به (n− ۱) مرتبه از و V

R̂ = V ∗CV,

مͬکنیم: تعریف را زیر ماتریس سپس باشد. ]مثلثͬ
۱ ۰
۰ V

]
,

و ( است یͺانͬ V چون ) است یͺانͬ ماتریس ͷی که

Q = U

[
۱ ۰
۰ V

]
.

داریم: نتیجه در

Q∗AQ =

[
۱ ۰
۰ V ∗

]
U∗AU

[
۱ ۰
۰ V

]
=

[
۱ ۰
۰ V ∗

] [
λ B
۰ C

] [
۱ ۰
۰ V

]
=

[
λ B
۰ V ∗C

] [
۱ ۰
۰ V

]
=

[
λ BV
۰ V ∗CV

]
.

١٨Schur decomposition


