


کامپیوتر و ریاضͬ علوم دانشͺده

ارشد کارشناسͬ نامه پایان

محض(جبر) ریاضͬ

عنوان

بودن انژکتیو و یͺدست برای مح�ͷهایی

تدوین

قادرنظری فهیمه

راهنما استاد

زاده طاهری عبدالجواد دکتر

مهر١٣٩١



චاری... ণپاس໋�

کرد. هدایت صادقانه و بخشید سخاوتمندانه آفرید، عاشقانه که را خداوندی سپاس نخست

یافتم. را هدایت و آموختم را تلاش آزمودم، را خواستن بی�دریغش حمایت سایه�سار در که را پدری سپاس

یافتم. را امید�ها و زیستم را زندگͬ خواستم، را خواسته�ها پاکش مهر بر تکیه با که مادری از قدردانͬ با

راهنمایی�های با که طاهری�زاده عبدالجواد دکتر آقای جناب گرانقدر، استاد بی�دریغ زحمات از فراوان تشͺر با

بوده�اند. مجموعه این مراحل تمام در بنده راهͽشای خویش، ارزنده

را پایان�نامه�ام طوسͬ، دکتر آقای جناب و جهانگیری دکتر خانم سرکار که مͬ�نهم ارج را ارجمند بس افتخاری

سنجیدند. دانششان ͷمح با را آموخته�هایم و نشستند داوری و قضاوت به

نگارش در که تورانͬ فهیمه و یوسفͬ ناهید خانم�ها عزیزم دوستان از باشم داشته تشͺری ابراز تا است فرصتͬ

رسانده�اند. یاری مرا پایان�نامه این

قادرنظری فهیمه

١٣٩١

پ



چͺیده

R-مدول�ها بودن یͺدست برای مح�ͷهایی پایان�نامه این در باشد. نوتری و جابه�جایی Rیͷحلقه فرضکنیم

به منجر امر این مͬ�شود. ارائه تانسوری ضرب�های از بعضͬ بودن تاب بدون و وابسته اول ایده�آل�های حسب بر

یͷدرونریختͬ دارای که حلقه�هایی کلͬ�تر، طور به یا و p مشخصه Rبا حلقه بودن منظم برای ͷمحͷی بسط

اول ایده�آل�های حسب بر R-مدول�ها، بودن انژکتیو برای مح�ͷهایی هم�چنین مͬ�شود. انقباضͬ�اند، موضعاً

نتایج، این آوردن دست به با همراه مͬ�شود. خاصارائه همومورفیسمͬ مدول�های h-بخش�پذیری و وابسته هم

مشتمل ویژه به ابزارها این مͬ�پردازیم. نیاز مورد ابزارهای توسعه به است، یͺدستͬ به مربوط نتایج دوگان که

سازی) موضعͬ به مربوط نتیجه ͷی انضمام به ) h-بخش�پذیری و بخش�پذیری مفهوم تحلیل و تجزیه بر است

ͷمح ͷی و همومورفیسمͬ مدول ͷی برای حلقه تغییر مورد در وابسته هم اول ایده�آل�های درباره قضیه�ای و

مͬ�شود. ارائه بودن انژکتیو برای موضعͬ

h-بخش�پذیر، مدول بخش�پذیر، مدول تاب، بدون مدول یͺدست، مدول انژکتیو، مدول کلیدی: واژه�های

وابسته. هم اول ایده�آل وابسته، اول ایده�آل

. 13C11 ، 13C05 :(٢٠١٠) موضوعͬ بندی رده

ت



مقدمه

مشͺل�تر R-مدول�ها، بودن تصویری مح�ͷهای بررسͬ از R-مدول�ها انژکتیوی و یͺدستͬ مح�ͷهای بررسͬ

مورد چند مثال عنوان به مͬ�پردازیم. انژکتیوی و یͺدستͬ مح�ͷهای بررسͬ و ارائه به پایان�نامه این در است.

از: عبارتست R جابه�جایی و نوتری حلقه روی یͺدستͬ مح�ͷهای از

.TorR١ (
R

p
,M) = ٠ ،p ∈ Spec(R) هر برای اگر تنها و اگر است Mیͺدست R-مدول (١)

طوری به باشد، R از ایده�آلͬ I و نوتری حلقه�های همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض [8, 10.2.2] (٢)

R Mروی صورت این در مͬ�گیریم. نظر در متناهͬ تولید با S-مدول ͷی Mرا و IS ⊆ Jac(S) که

.TorR١ (
R

I
,M) = ٠ و باشد یͺدست R

I
روی M

IM
اگر تنها و اگر است یͺدست

باشد. تصویری اگر تنها و اگر است Mیͺدست متناهͬ تولید با مدول -R [16, 3.57] (٣)

روی مͬ�گوید ما به که است بئر ͷمح مح�ͷها، این جمله از است، موجود مح�ͷهایی نیز بودن انژکتیو برای

.Ext١R(
R

p
,M) = ٠ ،p ∈ Spec(R) هر برای اگر تنها و اگر است Mانژکتیو مدول ،R نوتری حلقه

نتیجه� در و باشد بخش�پذیر اگر تنها و اگر است Mانژکتیو تاب بدون مدول ،R صحیح حوزه روی هم�چنین

کلͬ حالت در ولͬ مͬ�دهیم. ارائه بخش�پذیری و انژکتیوی برای معادلͬ شرایط اندکͬ تغییر با ،١٣.٢.٢

نیستند.�� تاب بدون لزوماً انژکتیو مدول�های

است. شده تنظیم زیر ترتیب به و است فصل چهار بر مشتمل پایان�نامه این

کرده�ایم. مطرح همولوژی از مقدماتͬ و جابه�جایی حلقه�های نظریه در مقدماتͬ قضایای تعاریفو اول فصل در

ث



ج

است تانسوری ضرب و وابسته اول ایده�آل�های به راجع� استاندارد نتیجه� ͷی ،١.١.٢ قضیه� در ابتدا دوم فصل در

ایده�آل�های مفاهیم از استفاده با یͺدستͬ کننده مشخص چندین ١٠.١.٢ و ۴.١.٢ قضایای در و مͬ�کنیم بیان

نشان که مͬ�پردازیم مثالͬ به راستا این در مͬ�دهیم. ارائه تانسوری ضرب�های بعضͬ و تابی بدون وابسته، اول

حلقه�های روی یͺدستͬ کننده تضمین ۴.١.٢ قضیه� در وابسته اول ایده�آل�های روی شده گذاشته شرط مͬ�دهد

دوگان�های از بعضͬ و مͬ�کنیم مطرح را بخش�پذیری از معادل غیر مفهوم دو سپس نیست. تحویل�یافته غیر

دو هستند محاطͬ اول ایده�آل�های فاقد که حلقه�هایی در مͬ�دهیم نشان و مͬ�دهیم ارائه را تابی بدون به مربوط

یͺدیͽرند. معادل شده، مطرح بخش�پذیری مفهوم

درونریختͬ مفهوم بخشیدن عمومیت از بعد واقع در مͬ�شود، ارائه ١٠.١.٢ قضیه� از کاربردی سوم فصل در

انقباضͬ موضعاً درونریختͬ ͷی که تحویل�یافته�ای حلقه�های نظم برای ١۴.١.٣ قضیه� در انقباضͬ، موضعاً

مͬ�شود. ارائه معادلͬ گزاره�های دارند،

نامیده وابسته هم اول ایده�آل�های که مͬ�کنیم تعریف را وابسته اول ایده�آل�های دوگان چهارم فصل در پایان، در

ضرب و وابسته اول ایده�آل�های روی که دوم فصل استاندارد نتیجه از مهمͬ ١٣.١.۴دوگان قضیه� در �مͬ�شوند،

سپس است. همومورفیسمͬ مدول�های و وابسته هم اول ایده�آل�های شامل که مͬ�کنیم مطرح است تانسوری

معروف دوگان ١.٢.۴ قضیه� به�طوری�که مͬ�پردازیم، مدول بودن انژکتیو برای مح�ͷهایی بررسͬ و ارائه به

مح�ͷهایی همومورفیسمͬ، مدول�های پذیری فرضh-بخش با ٢.٢.۴ قضیه� و است موضعͬ یͺدستͬ ͷمح

انژکتیو برای بسیاری معادل گزاره�های ٣.٢.۴ قضیه در هم�چنین مͬ�دهد. ارائه مدول ͷی بودن انژکتیو برای

مطرح حلقه�ها همین در بودن انژکتیو مولد هم برای معادلͬ گزاره�های و تحویل�یافته حلقه�های در مدول بودن

است. شده گرفته قرار استفاده مورد مفاهیم، از بسیاری آن در که مͬ�کنیم

مقاله اساس بر پایان�نامه این مطالب

N. Epstein,Y. Yao, Criteria for Flatness and Injectivity, Math.Z (2012)271: 1193-1210.

است. شده تدوین
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١ فصل

مقدمات

Spec(R) نمادهای از است. حلقه�هایی چنین نماد R و اند یͺدار و جابه�جایی حلقه�ها کلیه پایان�نامه این سراسر در

مجموعه�ی و مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه�ی و اول ایده�آل�های مجموعه�ی برای ترتیب به Max(R) و Min(R) و

مͬ�شود. استفاده R حلقه ماکسیمال ایده�آل�های

مقدماتͬ قضایای و تعاریف ١.١

مͬ�کنیم تعریف صورت این در باشد، R سره ایده��آل ͷی a کنیم فرض .١.١.١ تعریف

V (a) = {p ∈ Spec(R)| a ⊆ p}.

صفر مینیمال اول ایده�آل�های باشد ناصفر R اگر مͬ�شود. نامیده a شامل مینیمال اول ایده�آل�های V (a) مینیمال عناصر

نامیم. R مینیمال اول ایده�آل�های را

طوری به باشد موجود y ∈ R ناصفر عنصر هرگاه نامیم، صفر علیه مقسوم ͷی �را R حلقه�ی از x عنصر تعریف٢.١.١.

،M مفروض R-مدول برای مͬ�دهیم. نمایش Z(R) نماد با را R حلقه صفر علیه�های مقسوم مجوعه�ی .yx = ٠ که

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و داده نمایش ZR(M) نماد با را R Mروی صفر مقسوم�علیه�های مجموعه�ی

ZR(M) = {r ∈ R | ∃ x ∈M ; x ̸= ٠ و rx = ٠}.

مͬ�شود. نامیده M-منظم عنصری x ،x ̸∈ ZR(M) هرگاه و

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به و داده نشان
√
I نماد با را I رادیͺال باشد، R ایده�آل ͷی I کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

√
I = {r ∈ R | rn ∈ Iکه طوری به است موجود ای n ∈ N}.

١



٢ مقدمات .١ فصل

.√q = q باشد R اول ایده�آل q اگر .I ⊆
√
I و است R از ایده�آلͬ

√
I که است واضح و

اگر .
√
I =

∩
p∈V (I)

p =
∩

Min(I)

p صورت این در باشد، R ایده�آل ͷی I کنیم فرض [18, 3.48, 3.53] .۴.١.١ لم

مͬ�شود. نامیده R پوچ رادیͺال √٠ ، I = ٠

مͬ�دهیم نمایش زیر صورت به را (I :R J)قسمت خارج باشند، R ایده�آل�های J و I کنیم فرض .۵.١.١ تعریف

(I :R J) = {a ∈ R | aJ ⊆ I}.

مͬ�دهیم. نشان AnnR J با را (٠ :R J) ، I = ٠ اگر خاص حالت در .I ⊆ (I :R J) که است واضح

این در باشد، R ایده�آل�های از خانواده�ای (Iλ)λ∈Λ
و باشند R ایده�آلهای K و I ،J کنیم فرض [18, 2.33] .۶.١.١ لم

برقرارند. زیر گزاره�های صورت

I))؛ :R J) :R K) = (I :R JK) = ((I :R K) :R J) (١)

)؛
∩
λ∈Λ

Iλ :R K) =
∩
λ∈Λ

(Iλ :R K) (٢)

.(J :R
∑
λ∈Λ

Iλ) =
∩
λ∈Λ

(J :R Iλ) (٣)

باشد. حلقه�ای همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض .٧.١.١ تعریف

تحدید حاصل آن و است R از ایده�آلͬ f−١(J) := {r ∈ R | f(r) ∈ J} آن�گاه باشد، S ایده�آل J هرگاه (١)

همریختͬ کدام که نباشد اشتباه این احتمال اگر مͬ�شود. نامیده f حلقه�ای همریختͬ تحت) یا ) به نسبت J

مͬ�دهیم. نمایش Jc با را f−١(J)است بحث مورد حلقه�ای

به نسبت I توسیع حاصل را S در f(I) توسط شده تولید ایده�آل یعنͬ ،f(I)S ایده�آل R از I ایده�آل هر ازای به (٢)

مͬ�دهیم. نمایش Ie با را f(I)S نباشد اشتباه احتمال اگر . نامیم f حلقه�ای همریختͬ تحت) (یا

صورت این در . باشد S ایده�آل J و R ایده�آل I و حلقه�ای همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض [18, 2.44] .٨.١.١ لم

قرارند. بر زیر گزاره�های

I؛ ⊆ Iec (١)

Jce؛ ⊆ J (٢)

Ie؛ = Iece (٣)

.Jcec = Jc (۴)

.Ic ⊆ Jc هم�چنین و Ie ⊆ Je ، I ⊆ J اگر است واضح



٣ مقدمات .١ فصل

R ماکسیمال ایده��آل J صورت این در ، J ⊇ I که باشند R از ایده�آل�هایی J و I کنیم فرض [18, 3.9] .٩.١.١ لم

باشد. R
I
ماکسیمال ایده�آل ، J

I
اگر تنها و اگر است

دارد. ماکسیمال مدول زیر ͷی حداقل متناهͬ تولید با R-مدول هر .١٠.١.١ قضیه

دارد. ماکسیمال ایده�آل ͷی حداقل Rصورت این در باشد، ناصفر حلقه�ای R کنیم فرض [18, 3.4] .١١.١.١ نتیجه

R از M مانند ماکسیمالͬ ایده�آل صورت این در باشد، R از سره� ایده�آلͬ I کنیم فرض [18, 3.10] .١٢.١.١ نتیجه

.I ⊆M که طوری به است موجود

ایده�آل هر ازای به اگر تنها و اگر است R یͺال عضو a صورت این در ،a ∈ R کنیم فرض [18, 3.11] .١٣.١.١ لم

شود. واقع R ماکسیمال ایده��آل هر خارج a اگر تنها و اگر یعنͬ ، a ̸∈M ، R Mاز ماکسیمال

R مانده�ای هیأت k =
R

m
و نامیم موضعͬ دارد m چون ماکسیمال ایده�آل ͷی دقیقاً که را R حلقه�ی .١۴.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان (R,m, k)صورت به را R موضعͬ حلقه صورت این در مͬ�شود نامیده

مجموعه�ی اگر تنها و اگر است، صورتRموضعͬ این در باشد، دلخواه Rحلقه�ای� فرضکنیم [18, 3.13] .١۵.١.١ لم

باشد. R ایده�آل R یͺال غیر عناصر

ایده�آل که مͬ�شود نتیجه ١٣.١.١ لم از صورت این در باشد، موضعͬ حلقه�ای R فرضکنیم [18, 3.14] .١۶.١.١ نتیجه

است. R یͺال غیر عناصر مجموعه�ی همان دقیقاً R بفرد منحصر ماکسیمال

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به را R جیͺبسن رادیͺال .١٧.١.١ تعریف

Jac(R) =
∩

m∈Max(R)

m.

.Jac(R) = R باشد صفر حلقه�� ،R هرگاه

R[[x١, ..., xn]] صورتحلقه این در Mباشد، ماکسیمال ایده�آل با Rموضعͬ حلقه فرضکنیم [18, 3.19] .١٨.١.١ لم

ایده�آل و است موضعͬ حلقه�ای ،R به متعلق های ضریب با xn،...،x١ مجهول�های از صوری توانͬ های سری از متشͺل

مͬ�شود. Mتولید ∪ {x١, ..., xn} مجموعه�ی توسط آن ماکسیمال

نگاشت ،f∗ : Spec(S) −→ Spec(R)نگاشت باشد، حلقه�ای� همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

.f∗(p) = pc ،p ∈ Spec(S) هر برای که است S و R حلقه�های اول ایده�آل�های مجموعه�ی به وابسته

f∗(N) ∈ Spec(S) صورت این در باشد، S ماکسیمال ایده�آل ͷی N کنیم فرض [18, 3.27(3)] .٢٠.١.١ ملاحظه

.f∗(N) ̸∈ Max(R) الزاماً ولͬ
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گزاره�های صورت این در ، Rباشند از ایده�آل�هایی In،...،Iو١ Rباشد اول ایده��آل p فرضکنیم [18, 3.55] .٢١.١.١ لم

معادلند. زیر

.p ⊇ Ij که است موجود ١ای ≤ j ≤ n (١)

.
n∩
i=١

Ii ⊆ p (٢)

.
n∏
i=١

Ii ⊆ p (٣)

که طوری به باشد R اول ایده�آل p هم�چنین و باشند R از ایده�آل�هایی In،...،I١ فرضکنیم [18, 3.56] .٢٢.١.١ نتیجه

.p = Ij و ١ ≤ j ≤ n که است موجود jای صورت این در ،p =
n∩
i=١

Ii

زیر گزاره�های صورت این در باشند، R از ایده�آل�هایی ، n ≥ ٢ که In،...،I١ کنیم فرض [18, 3.60] .٢٣.١.١ لم

برقرارند.

است؛ حلقه�ای همریختͬ ، f(r) = (r + I١, . . . , r + In) ضابطه� با f : R −→ R

I١
× ...× R

In
(١)

؛
n∩
i=١

Ii = ٠ اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی f (٢)

باشد. متباین دو به دو ایده�آل�های از ١=ni(Ii)خانواده�ای اگر تنها و اگر پوشاست f (٣)

باشند R حلقه از ایده�آل�هایی pn،...،p١ و n ≥ ٢ فرضکنیم اول) های ایده��آل از اجتناب ) [18, 3.61] .٢۴.١.١ قضیه

ضرب به نسبت که باشد R جمعͬ گروه از گروهͬ زیر S کنیم فرض هستند، اول ایده�آل�ها از تا (n − ٢) حداقل که

jای ازای به صورت این در S ⊆
n∪
i=١

pi کنیم فرض باشد) R از زیرحلقه�ای�� یا و ایده�آل است ممͺن مثلا́ ) است بسته

.S ⊆ pj ،١ ≤ j ≤ n که

dim(R) = V dimk(
m

m٢ ) هرگاه است منظم موضعͬ ،m ماکسیمال با R نوتری و موضعͬ حلقه�ی .٢۵.١.١ تعریف

شود. تولید عضو dim(R) توسط m اگر تنها و اگر است منظم موضعͬ (R,m) حلقه�ی دیͽر عبارت به .k =
R

m
که

باشند. G و ٠ ، G زیرمدول�های تنها و G ̸= ٠ هرگاه مͬ�شود، نامیده ساده G R-مدول .٢۶.١.١ تعریف

m آن در که باشد یͺریخت ،R
m
R-مدول با G اگر تنها و اگر است ساده R-مدولͬ ، G [18, 7.32] .٢٧.١.١ نتیجه

است. R ماکسیمال ایده�آل

عمل Mبا صورت این در a ⊆ AnnR(M) که باشد R از ایده�آلͬ a و MیRͷ-مدول فرضکنیم .٢٨.١.١ ملاحظه

با M R-مدولͬ ساختار یعنͬ بود. خواهد نیز R-مدول
a
ͷی x ∈ M و r ∈ R که (a + r)x = rx اسͺالر ضرب

برعکس. و Mاست مدول R-زیر
a
ͷیM مدول R-زیر هر شرایط این تحت . است Mیͺسان R-مدولͬ

a
ساختار
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مدول یͷ(A,B)-دو Mرا صورت این در باشند، جابه�جایی) لزوماً (نه حلقه دو B و A فرضکنیم تعریف٢٩.١.١.

، b ∈ B و a ∈ A و x ∈ M هر برای هم�چنین و باشد راست B-مدول ͷی و چپ A-مدول ͷی M هرگاه ، نامیم

زیر اسͺالر ضرب با B-مدولͬ ساختار N ⊗AM باشد، راست یAͷ-مدول N اگر صورت این در a(xb) = (ax)b

است. B-مدول ، HomA(M,N) ، N چپ A-مدول برای هم�چنین .b′.
t∑
i=١

xi ⊗ yi =
t∑
i=١

b′xi ⊗ yi دارد

با M صورت این در باشد، S-مدول ͷی M و حلقه�ای همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض [18, 6.6] .٣٠.١.١ لم

اسͺالر ضرب

R×M −→M

(r,m) 7−→ f(r)m

مͬ�شود. گرفته نظر در R-مدول عنوان به ،f تحتهمریختͬ اسͺالرها تحدید Mبا حالتگوییم این در است. R-مدول

این در باشد S-مدولͬ همریختͬ g : M −→ N و حلقه�ای همریختͬ f : R −→ S کنیم فرض .٣١.١.١ نتیجه

مͬ�شود. R-مدولͬ همریختͬ به تبدیل g صورت

و rm := f(r)m پس مͬ�شوند R-مدول به تبدیل f همریختͬ تحت که هستند S-مدول دو هر N و M برهان.

داریم لذا ،rn := f(r)n

g(rm) = g(f(r)m) = f(r)g(m) = rg(m).

حلقه�ای همریختͬ را ψ : R′ −→ R′′ و باشند جابه�جایی R-جبرهای ،R′′ و R′ کنیم فرض [18, 6.30] .٣٢.١.١ لم

باشد. R-مدولͬ همریختͬ ψ اگر تنها و اگر است R-جبری همریختͬ ψ صورت این در مͬ�گیریم، نظر در

آزادی R-مدول همریخت Mتصویر صورت این در باشد، MیRͷ-مدول کنیم فرض [18, 6.57] .٣٣.١.١ قضیه

در عضوی n پایه�ای با آزاد R-مدولͬ را F مͬ�توان شود تولید عضو n با و باشد متناهͬ تولید Mبا اگر و است F مانند

گرفت. نظر

زیرمدول هر اگر تنها و اگر است Mنوتری صورت این در باشد. MیRͷ-مدول فرضکنیم [18, 7.18] .٣۴.١.١ لم

باشد. متناهͬ تولید Mبا

باشد. متناهͬ تولید با آن ایده�آل هر اگر تنها و اگر است نوتری R حلقه .٣۵.١.١ نتیجه

هر و مدول زیر هر باشد نوتری M اگر صورت این در باشد، R-مدول ͷی M کنیم فرض [18, 7.14] .٣۶.١.١ لم

است. نوتری نیز آن قسمتͬ خارج مدول
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است. نوتری متناهͬ تولید با R-مدول هر آن�گاه باشد، نوتری حلقه ͷی R اگر [18, 7.22] .٣٧.١.١ لم

است نوتری R-مدول عنوان به M صورت این در باشد R-مدول ͷی M کنیم فرض [18, 7.26] .٣٨.١.١ ملاحظه

.I ⊆ Ann(M) که باشد نوتری R-مدول
I
عنوان به اگر تنها و اگر

داریم BL و ANB MAو مدول�های Aو و B حلقه�های برای [16, 2.75] .٣٩.١.١ قضیه

HomB(M ⊗A N,L) ∼= HomA(M,HomB(N,L)).

هر برای صورت این در ، باشد R-مدول�ها از ناتهͬ ای خانواده (Ni)i∈I کنیم فرض [16, 2.30,2.31] .۴٠.١.١ قضیه

Mداریم R-مدول

HomR(M,
∏
i∈I

Ni) ∼=
∏
i∈I

HomR(M,Ni).

HomR(⊕i∈INi,M) ∼=
∏
i∈I

HomR(Ni,M).

باشد، متناهͬ I اگر

HomR(M,⊕i∈INi) ∼= ⊕i∈I HomR(M,Ni).

F : A −→ B و باشند � باشد R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از دل�خواه رسته دو B و A کنیم فرض .۴١.١.١ تعریف

صورت این در مͬ�گیریم نظر در (پادورد) همورد فانکتور را

(G g−→N
f−→M −→ ٠) ٠ −→M

f−→N
g−→G دقیق دنباله هر برای هرگاه مͬ�شود، نامیده چپ دقیق F (١)

دنباله�ی� ،A در

٠ −→ F (M)
F (f)−→ F (N)

F (g)−→F (G)

باشد؛ دقیق B در

(٠ −→ G
g−→N

f−→M)M f−→N
g−→G −→ ٠ دقیق دنباله� هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده راست دقیق F (٢)

دنباله�ی ،A در

F (M)
F (f)−→ F (N)

F (g)−→F (G) −→ ٠

باشد؛ دقیق B در

باشد. چپ دقیق هم و راست دقیق هم هرگاه گوییم دقیق را F (٣)

هم�چنین چپاست. HomR(−,M)دقیق پادورد فانکتور و چپ دقیق ،HomR(M,−) همورد فانکتور .۴٢.١.١ مثال

هستند. راست دقیق −⊗RM,M ⊗R − همورد فانکتورهای
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S-مدول�ها، رسته�ی به R-مدول�ها رسته�ی از باشد فانکتوری F و باشند حلقه دو S و R کنیم فرض .۴٣.١.١ قضیه

صورت این در

S-همریختͬ ͷی به را (ͷی به ͷپوشا(ی R-همریختͬ هر F آن�گاه باشد، راست دقیق و همورد(پادورد) F اگر (١)

مͬ�نگارد؛ پوشا

S-همریختͬ ͷی به را یͷ(پوشا) به ͷی R-همریختͬ هر F آن�گاه باشد، چپ دقیق و همورد(پادورد) F اگر (٢)

مͬ�نگارد؛ ͷی به ͷی

دقیق دنباله� مͬ�گیریم، نظر در پوشا یRͷ-همریختͬ را f : A −→ B و است همورد F (١) برهان.

S-همریختͬ�ها و S-مدول�ها از زیر دقیق دنباله� R-همریختͬ�ها، و R-مدول�ها از ،٠ −→ Ker f
i−→A

f−→B −→ ٠

مͬ�کند. القا را

F (Ker f)
F (i)−→F (A)

F (f)−→ F (B) −→ ٠

پوشاست. S-همریختͬ ͷی F (f) ویژه به

دقیق دنباله� صورت این در است. ͷی به ͷی R-همریختͬ ͷی f : A −→ Bو باشد پادورد F کنیم فرض حال

دقیق دنباله� R-همریختͬ�ها، و R-مدول�ها از ٠ −→ A
f−→B

π−→ B

Imf
−→ ٠

F (
B

Imf
)
F (π)−→ F (B)

F (f)−→ F (A) −→ ٠

پوشاست. F (f) به�ویژه مͬ�کند، القا را S-همریختͬ�ها و S-مدول�ها از

مͬ�شود. اثبات (١) مشابه (٢)

S-مدول�ها، رسته�ی به R-مدول�ها رسته�ی از باشد فانکتوری F و باشند حلقه دو Sو R کنیم فرض .۴۴.١.١ تعریف

صورت این در

کوتاه و دقیق دنباله� هر F هرگاه است راست دقیق و ( پادورد ) همورد F (١)

٠ −→ A
f−→B

g−→C −→ ٠)٠ −→ C
g−→B

f−→A −→ ٠)

-S و S-مدول�ها از F (A) F (f)−→ F (B)
F (g)−→F (C) −→ ٠ دقیق دنباله� R-همریختͬ�ها، و R-مدول�ها از

کند. القا را همریختͬ�ها

کوتاه و دقیق دنباله�ی هر F هرگاه است، چپ دقیق و ( پادورد ) همورد F (٢)

٠ −→ A
f−→B

g−→C −→ ٠)٠ −→ C
g−→B

f−→A −→ ٠)



٨ مقدمات .١ فصل

-S و S-مدول�ها از ٠ −→ F (A)
F (f)−→ F (B)

F (g)−→F (C) دقیق دنباله�ی R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از

کند. القا را همریختͬ�ها

مانند R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از کوتاه و دقیق دنباله� هر F هرگاه است، دقیق و پادورد) ) همورد F (٣)

دقیق دنباله�ی (٠ −→ C
g−→B

f−→A −→ ٠(٠ −→ A
f−→B

g−→C −→ ٠

٠ −→ F (A)
F (f)−→ F (B)

F (g)−→F (C) −→ ٠

کند. القا را S-همریختͬ�ها و S-مدول�ها از را

صورت این در باشد، R-مدول�ها از ای خانواده (Bi)i∈I و R-مدول ͷی A کنیم فرض [16, 2.65] .۴۵.١.١ قضیه

است. یͺریختͬ ،τ(a⊗ (bi)) = (a⊗ bi) ضابطه با τ : A⊗R (⊕
i∈I

Bi) −→ ⊕
i∈I

(A⊗R Bi) همریختͬ

است. شده داده دقیق سطرهای با زیر جایی جابه دیاگرام کنیم فرض [16, 2.70] .۴۶.١.١ گزاره

A′ //

f

��

A //

g

��

A′′ //

h

��

٠

B′ // B // B′′ // ٠

مͬ�سازد. جابه�جایی و کامل را فوق دیاگرام که طوری به است موجود h : A′′ −→ B′′ یͺتای همریختͬ صورت این در

است. یͺریختͬ h آن�گاه باشند، یͺریختͬ g و f اگر

است. شده داده دقیق سطرهای با زیر جایی جابه دیاگرام کنیم فرض [16, 2.71] .۴٧.١.١ گزاره

٠ // A′ //

g

��

A //

f

��

A′′

h

��
٠ // B′ // B // B′′

سازد. مͬ جابه�جایی و کامل را فوق دیاگرام که طوری به است موجود g : A′ −→ B′ یͺتای همریختͬ صورت این در

است. یͺریختͬ g آن�گاه باشند، یͺریختͬ h و f اگر

صورت این در باشد، R از ایده�آلͬ I و MیRͷ-مدول کنیم فرض .۴٨.١.١ قضیه

.R⊗RM ∼=M (١)

.HomR(R,M) ∼=M (٢)

.R
I
⊗RM ∼=

M

IM
(٣)

نامیده موضعͬ f : R −→ S همریختͬ باشند، موضعͬ حلقه�ی دو (S, n) و (R,m) کنیم فرض .۴٩.١.١ تعریف

.f(m) ⊆ n هرگاه مͬ�شود،
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دو هر G و F آن در که باشد دقیق زیر دنباله هرگاه است، متناهͬ نمایش با ،M R-مدول گوییم .۵٠.١.١ تعریف

.m, n ∈ N که گرفت نظر در F = Rn و G = Rm مͬ�توان و آزادند R-مدول

G −→ F −→M −→ ٠

متناهͬ نمایش ،M آن�گاه باشد، متناهͬ تولید با MیRͷ-مدول هرگاه ،R نوتری حلقه� هر در [16, 3.19] .۵١.١.١ لم

دارد.

.HomR(
R

I
,M) ∼= (٠ :M I) ،M R-مدول هر و R از I ایده�آل هر برای .۵٢.١.١ لم

کسرها مدول و حلقه ٢.١

چنین را نسبت∽ R×S در باشد. R از ضربی بسته مجموعه�ی زیر S ⊆ R و حلقه ͷی R فرضکنیم تعریف١.٢.١.

مͬ�کنیم تعریف

(a١, s١) ∼ (a٢, s٢) ⇐⇒ ∃t ∈ S : t(s٢a١ − s١a٢) = ٠.

به نسبت R × S در ارزی هم های کلاس تمام گردایه�ی را S−١R هم�چنین و است R × S در ارزی هم رابطه ͷی ∼

است. یͺدار و جابه�جایی حلقه ͷی زیر ضرب و جمع عمل دو با S−١R . مͬ�کنیم تعریف ∼

a١
s١

+
a٢
s٢

:=
s٢a١ + s١a٢

s١s٢

a١
s١

· a٢
s٢

:=
a١a٢
s١s٢

گوییم. S به نسبت R کسرهای حلقه�ی را S−١R

ͷی Rp مͬ�دهیم. نشان Rp با را S−١R صورت این در ، p ∈ Spec(R) که S = R \ p کنیم فرض .٢.٢.١ گزاره

است زیر صورت به آن ماکسیمال ایده�آل که است موضعͬ حلقه

pRp := {λ ∈ Rp | s ∈ S و a ∈ p آن در که نوشت λ =
a

s
صورت به λرا مͬ�توان .{که

چنین را ∼ رابطه�ی ،M ×S مجموعه�ی در باشد. ضربی بسته S ⊆ R و MیRͷ-مدول فرضکنیم .٣.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف

(m, s) ∼ (m′, s′) ⇐⇒ ∃t ∈ S : t(s′m− sm′) = ٠.

تعریف ∼ رابطه�ی Mبا × S ارزی هم کلاس�های تمام گردایه�ی را S−١M و Mاست × S در ارزی هم رابطه ͷی ∼

است. ی١Rͷ−S-مدول S−١M زیر عمل دو با مͬ�کنیم.

m١
s١

+
m٢
s٢

:=
s٢m١ + s١m٢

s١s٢
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a

s
· m
t

:=
am

st
(
a

s
∈ S−١R)

است. نیز یRͷ-مدول φ : R −→ S−١R طبیعͬ همریختͬ تحت S−١M هم�چنین

صورت این در باشد، R از ایده�آلͬ J و ضربی بسته S ⊆ R و حلقه ͷی R کنیم فرض .۴.٢.١ قضیه

١J−S؛ = Je (١)

که طوری (به λ =
a

s
صورت به عبارت هر از گاه آن λ ∈ S−١p اگر p ∩ S = ∅ pو ∈ Spec(R) کنیم فرض (٢)

a؛ ∈ p که مͬ�شود نتیجه (s ∈ S و a ∈ R

pec؛ = p به�علاوه و S−١p ∈ Spec(S−١R) آن�گاه p ∩ S = ∅ و p ∈ Spec(R) اگر (٣)

τ؛ = τ ce ،S−١R از τ مانند ایده�آل هر برای (۴)

J؛ ∩ S ̸= ∅ اگر تنها و اگر Je = S−١R (۵)

حلقه اول ایده�آل�های و ندارند اشتراک S با که R حلقه اول ایده�آل�های بین جزئیت وحافظ دوسویی تناظری (۶)

است. برقرار S−١R

.S−١p = q p∩Sو = ∅ که است موجود Spec(R) عضو یͺتا طور به p آن�گاه ،q ∈ Spec(S−١R) اگر بنابراین

مجموعه�ی دو بین جزئیت حافظ و دوسویی تناظری صورت این در ،p ∈ Spec(R) کنیم فرض .۵.٢.١ نتیجه

دارد. وجود Spec(Rp) و {q ∈ Spec(R) | q ⊆ p}

مͬ�شود. نامیده R کلͬ قسمتͬ خارج ،حلقه Q := S−١Rصورت این در S = R \Z(R) فرضکنیم .۶.٢.١ تعریف

همریختͬ f : R −→ S−١R همریختͬ و R از ضربی بسته زیرمجموعه�ی S کنیم فرض [18, 5.10] .٧.٢.١ قضیه

که طوری به باشد حلقه�ای� همریختͬ ͷی g : R −→ R′ و جابه�جایی حلقه�ای� نیز R′ هم�چنین باشد. طبیعͬ حلقه�ای�

h : S−١R −→ R′چون یͺتایی حلقه�ای� همریختͬ صورت این در است. R′ از یͺال عضوی g(s) ، s ∈ S هر برای

،s ∈ Sو a ∈ R هر برای واقع در .hof = g که طوری به است موجود

h(
a

s
) = g(a)(g(s))−١.

به�علاوه و باشد R از ضربی بسته مجموعه�ی زیر S و حلقه�ای� همریختͬ g : R −→ R′ کنیم فرض .٨.٢.١ قضیه

باشیم داشته

باشد؛ یͺال ،R′ در g(s) ، s ∈ S هر برای ( آ )

؛ ta = ٠ که طوری به باشد موجود ای t ∈ S آن�گاه g(a) = ٠ اگر ، R از a هر برای (ب)
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s؛ ∈ S و a ∈ R که باشد داشته g(a)(g(s))−١ صورت به نمایشͬ R′ عضو هر (پ)

مͬ�سازد. جایی جابه را زیر دیاگرام که طوری به است موجود R′ به S−١R از یͺتایی یͺریختͬ صورت این در

R
f //

g

��

S−١R

h||xxxxxxxx

R′

است. نوتری حلقه�ای نیز S−١Rصورت این در باشد نوتری حلقه R کنیم فرض [18, 5.26] .٩.٢.١ قضیه

طبیعͬ همریختͬ صورت این در باشند، R-مدول دو BوA کنیم فرض [16, 4.84] .١٠.٢.١ قضیه

f : S−١(B ⊗R A) −→ S−١B ⊗S−١R S
−١A

است. یͺریختͬ

صورت این در R از ضربی بسته مجموعه زیر S و باشد MیRͷ-مدول کنیم فرض .١١.٢.١ قضیه

S−١M ∼= S−١R⊗RM.

و داده نمایش SuppR(M) نماد با Mرا محمل صورت این در باشد R-مدول ͷیM کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به

SuppR(M) = {p ∈ Spec(R) |Mp ̸= ٠}.

معادلند. زیر گزاره�های صورت این در باشد MیRͷ-مدول کنیم فرض [18, 9.15] .١٣.٢.١ گزاره

.M = ٠ (١)

. SuppR(M) = ∅ یعنͬ ،Mp = ٠ ،p ∈ Spec(R) هر برای (٢)

.Mm = ٠ ،m ∈ Max(R) هر برای (٣)

معادلند. زیر گزاره�های صورت این در باشند R-مدول دو NوM کنیم فرض [18, 9.16,9.17] .١۴.٢.١ نتیجه

است. (پوشا) ͷی به ͷی f :M −→ N همریختͬ (١)

است. (پوشا) ͷی به ͷی fp :Mp −→ Np همریختͬ ،p ∈ Spec(R) هر برای (٢)

است. (پوشا) ͷی به ͷی fm :Mm −→ Nm همریختͬ ،m ∈ Max(R) هر برای (٣)

R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از کوتاه و دقیق دنباله� ͷی ٠ −→ N −→M −→ L −→ ٠ اگر [13, 4.5] .١۵.٢.١ لم

از دقیق دنباله ٠ −→ S−١N −→ S−١M −→ S−١L −→ ٠ آن�گاه باشد، R از ضربی بسته زیرمجموعه�ی S و

١R−S-مدول�هاست.
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تصویر ،T ′ و S ⊆ T که باشند، R از ضربی بسته زیرمجموعه�ی دو S و T اگر [13, corollary 3,p.24] .١۶.٢.١ لم

صورت این در باشد، S−١R در T

(T ′)−١(S−١R) ∼= T−١R

.Rm
∼= R آن�گاه باشد، موضعͬ حلقه R اگر .١٧.٢.١ لم

است. یͺریختͬ ψ مͬ�دهیم نشان مͬ�گیریم� نظر در را ψ : R −→ Rm طبیعͬ همریختͬ برهان.

لم بنابر حال tr = ٠ که است موجود t ∈ R \ m بنابراین r١ = ٠ لذا .ψ(r) = ٠ که طوری به r ∈ R کنیم فرض

پس ،s′ ̸∈ m لذا r
′

s′
∈ Rm کنیم فرض حال است. ͷی به ͷی ψ یعنͬ .r = پس٠ ، است یͺال R در t ،١٣.١.١

پوشاست. ψپس ،ψ(s′−١r′) = r′

s′
لذا .r

′

s′
=
s′−١r′

١

باشد. منظم ،Rm ، m ∈ Max(R) هر برای اگر تنها و اگر است منظم ،R نوتری حلقه [9, p.118] .١٨.٢.١ تعریف

. S−١R⊗R S−١R ∼= S−١Rصورت این در باشد، ضربی بسته S ⊆ R کنیم فرض .١٩.٢.١ لم

به�وضوح است. خوش�تعریف φ(
r

w
⊗ r′

w′
) =

rr′

ww′
ضابطه با φ : S−١R⊗R S−١R −→ S−١R همریختͬ برهان.

پوشاست. و ͷی به ͷی φ مͬ�دهیم نشان است. مدولͬ -S−١R همریختͬ ͷی φ

پوشاست. φ بنابراین φ(w
w

⊗ r

w
) =

rw

ww
=

r

w
لذا r

w
∈ S−١R کنیم فرض

داریم ti =
n∏

j=١,j ̸=i
sj , s =

n∏
i=١

si فرض با مͬ�گیریم، نظر در S−١R⊗R S−١R از دلخواه عضوی را
n∑
i=١

(
ri
si

⊗ r′i
s′i
)

n∑
i=١

(
ri
si

⊗ r′i
s′i
) =

n∑
i=١

(
١
si

⊗ rir
′
i

s′i
) =

n∑
i=١

(
ti
s
⊗ rir

′
i

s′i
) =

n∑
i=١

(
١
s
⊗ tirir

′
i

s′i
) =

١
s
⊗

n∑
i=١

tirir
′
i

s′i

نوشت زیر فرم به مͬ�توان را S−١R⊗R S−١R عضو هر لذا r
u
=

∑ tirir
′
i

s′i
مͬ�دهیم قرار

١
s
⊗ r

u
.

است. ͷی به ͷی φ مͬ�دهیم نشان حال

درنتیجه r
u

= ٠ لذا u١r = ٠ که است موجود u١ ∈ S لذا . r
su

= ٠ صورت این در φ(١
s
⊗ r

u
) = ٠ کنیم فرض

.١
s
⊗ r

u
= ٠

مدول�ها و ها ایده��آل اولیه تجزیه ٣.١

اگر مͬ�شود نامیده اولیه ایده��آل ͷی q باشد، R حلقه از ایده�آلͬ q کنیم فرض .١.٣.١ تعریف


