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೯دایا...
است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به
انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و حسرتنخورم

مͬ�داری. دوست تو که آنچنان اما کنم،
بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو
امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها تو پای به
هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی
را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که
در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانگیختن از من، نگاه
آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بی�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
اصغر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در
این ایشان، ارزنده� راهنمایی�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه رحیمͬ،

رسید. نمͬ� انجام به مجموعه
و مطالعه زحمت که دارابی بیاض دکتر آقای ویژه به تحصیلم، دوران اساتید ازکلیه همچنین

دارم. را امتنان کمال فرمودند، تقبل را رساله این مشاوره�
شان، دریغ بی محبت و حمایت با که مهربانم مادر و عزیزم پدر از کنم مͬ تشͺر خاتمه، در
به تقدیم را ناچیز ی تحفه این و بودند حقیر این پشتیبان تحصیلم، و زندگͬ دوران تمام در

دارم. مͬ شان مقدس وجود

صمدزاده زهرا
١٣٩٠ ماه مرداد



زهرا نام: صمدزاده خانوادگͬ: نام

آشفتگͬ تحت قاب های دنباله پایداری پایان�نامه: عنوان

رحیمͬ اصغر دکتر راهنما: استاد
دارابی بیاض دکتر مشاور: استاد

محض ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
ریاضͬ آنالیز گرایش:

پایه علوم دانشͺده: مراغه دانشͽاه:
٩١ صفحه: تعداد ١٣٩٠ تابستان فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

اندازه�ی تابع قاب، کسری قاب، مازاد قاب، زیرفضاها، بین زاویه�ی کلیدواژه�ها:
ͷموج گابور، قاب�های -واینر، پالͬ آشفتگͬ آشفتگͬ، دنباله�هایموضعͬ، قاب،

چͺیده
قاببیان دنباله�های برای پالͬ-واینر آشفتگͬ قضیه که دقیقͬ روابط نامه پایان این
اصلͬ ویژگͬ�های که دهد مͬ نشان همچنین دهد. مͬ قرار بررسͬ مورد کرده،
تغییر پالͬ-واینر آشفتگͬ تحت رتبه، و کسری مازاد، قبیل: از قاب دنباله�های
همچنین نیستند. پایدار لزوماً فشرده آشفتگͬ تحت ویژگͬ�ها این ولͬ نمͬ�کند.
آشفتگͬ تحت موضعͬ قاب�های به مربوط قاب، اندازه تابع که مͬ�شود داده نشان

نمͬ�کند. تغییری و مͬ�ماند ثابت پالͬ-واینر
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چ



مقدمه

آنالیز از مسائلͬ مطالعه�ی در ٢ شیفر و ١ دافین توسط ١٩٥٢ سال در بار نخستین قابها
فوریه سری�های مطالعه�ی برای ابزاری عنوان به را قاب�ها آن�ها شدند. مطرح ͷغیرهارمونی
یا حقیقͬ اعداد از خانواده�ای {λn}n∈Z که ،

{
eiλnx

}
n∈Z شͺل به دنباله�ای یعنͬ ͷغیرهارمونی

کردند. مͬ استفاده است، مختلط
در نوشت. بود، قاب�ها مورد در اساسͬ مطالب شامل که را کتابش ٣ یانگ ،١٩٨٠ سال در
یافتند. گسترش و معرفͬ مجدداً ۶ مایر و ۵ گراسمان ، ۴ دابوشͬ توسط قاب�ها ،١٩٨۶ سال
L٢(R) در توابع سری�های بسط کردن پیدا برای توانند مͬ که کردند مشاهده را قاب�هایی آن�ها
مͬ یͺه متعامد های پایه استفاده�ی مورد بسط مشابه که طوری به گیرند قرار استفاده مورد

باشند.
مدل�سازی، سیستم نمونه�برداری، نظریه�ی و اطلاعات تراکم سیͽنال�ها، پردازش در قاب�ها

گیرد. مͬ قرار استفاده مورد ارتباطات و کد�گذاری تصویر، پردازش کوانتوم، اندازه�گیری
جمله آن از که گرفته انجام قاب�ها زمینه�ی در مطالعاتͬ اخیر سالهای در ویژه به ایران، در
رجبعلͬ�پور دکتر آقای مشهد) فردوسͬ (دانشͽاه کامیابی دکتر آقای جناب کارهای به مͬ�توان
دکتر آقای رفسنجان)، ولیعصر (دانشͽاه دهقان دکتر آقای کرمان)، باهنر شهید (دانشͽاه
(دانشͽاه نریمانͬ دکتر آقای نجاتͬ- دکتر آقای تبریز)، (دانشͽاه نژاد�دهقان دکتر آقای فاروقͬ-

نمود. اشاره غه مرا دانشͽاه در رحیمͬ دکتر آقای جناب اردبیلͬ)و محقق

١Duffin
٢Schaeffer
٣Young
۴Daubechies
۵Grassmanian
۶Meyer



١ فصل

قضایای و تعاریف پژوهش، ی پیشینه
مقدماتͬ

آتͬ فصل سه در که نمادهایی از برخͬ همچنین و مقدماتͬ قضایای و تعاریف فصل این در
به اول بخش در که است بخش شش شامل فصل این کنیم. مͬ معرفͬ را است نیاز مورد
بخش ،در ٢ زیرفضاها بین شͺاف دوم بخش در آن، به مربوط عملͽرهای و ١ قاب معرفͬ
زیر بین زاویه�ی بیشترین و کمترین به چهارم بخش در و ٣ وارون شبه عملͽر معرفͬ به سوم
درمورد مثالͬ نیز آخر بخش در مͬ�پردازیم. ریس پایه�های معرفͬ به پنجم بخش در و فضاها

. شود مͬ آورده قاب�ها

آن به مربوط عملͽرهای و قاب ١.١

آن به مربوط عملͽرهای و قاب�ها معرفͬ به ، هیلبرت فضای با آشنایی از پس بخش این در
آوریم. مͬ را قاب�ها به مربوط مقدماتͬ های لم و قضایا ادامه در و مͬ�پردازیم

مͬ تعریف x ∈ X هر ازای به را زیر نرم و گرفته نظر در را X برداری فضای .١.١.١ تعریف
کنیم:

∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ .

فضای را X صورت این در شود، تبدیل باناخ فضای ͷی به نرم این با X برداری فضای اگر
متعامد پایه�ی ͷی را {ek}k∈I دنباله مͬ�دهیم. نمایش H با را هیلبرت فضای مͬ�نامیم. هیلبرت

کند: صدق زیر شرایط در اگر مͬ�نامیم، H برای یͺه

H؛ = span{ek}k∈I الف)
١Frame
٢Gap
٣Pseudp-invers

١



.⟨ej , ek⟩ = δj,k ، k, j ∈ I هر ازای به ب)

صورت، این غیر در و ͷی برابر کرونر دلتای باشد، j = k اگر که مͬ�نامند کرونر دلتای را δj,k
بود. خواهد صفر برابر

هیلبرت فضای برای رایͷقاب {fk}k∈I اعضای از شمارشپذیر یͷخانواده تعریف٢.١.١.
داشته f ∈ H هر ازای به که طوری به باشند داشته وجود A,B > ٠ ثابتهای اگر نامیم مͬ H

باشیم:
A∥f∥٢ ≤

∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |٢≤ B∥f∥٢ .

کران کوچͺترین و پائین کران ترین بزرگ نامیم. مͬ قاب بالای کران را B و پائین کران را A
بهین بالای کران و بهین پائین کران ترتیب به کنند، مͬ صدق اخیر نامساوی در که را بالا

از: اند عبارت [٧] بهین های کران دیͽر عبارتͬ به گوئیم. مͬ قاب
A = inf

∥f∥=١

∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |٢ , B = sup
∥f∥=١

∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |٢ .

هر برای اگر است نرمال قاب ͷی و A = B اگر است ۴ تنگ قاب ͷی {fk}k∈I ی دنباله
:k ∈ I

∥fk∥ = ١ .

وجود ای B > ثابت٠ اگر گوئیم مͬ ۵ بسل ی دنباله ، H در را {fk}k∈I دنباله تعریف٣.١.١.
که: طوری باشد، ∑داشته

k∈I
| ⟨f, fk⟩ |٢6 B∥f∥٢ .

نامند. مͬ بسل کران را B ثابت

را T عملͽر و باشد H هیلبرت فضای برای قاب ͷی {fk}k∈I ی دنباله اگر .۴.١.١ تعریف
کنیم: تعریف صورت این به

T : l٢(I) −→ H; T{ck}k∈I =
∑
k∈I

ckfk ;

ی دنباله به مربوط ۶ ترکیبی عملͽر یا قاب پیش عملͽر را [٨] است کراندار عملͽری که
زیر صورت به که نامند مͬ ٧ تحلیلͬ عملͽر رانیز T ∗ الحاقͬ عملͽر نامند. مͬ {fk}k∈I

شود. مͬ تعریف
T ∗ : H −→ l٢(I); T ∗f = {⟨f, fk⟩}∞k=١ .

۴Tight frame
۵Bessel sequence
۶Pre- frame operator or synthesis operator
٧Analysis operator

٢



داریم: T, T ∗ عملͽر دو ترکیب با
S : H −→ H; Sf = TT ∗f =

∑
k∈I

⟨f, fk⟩fk ;

نامیم. مͬ {fk}k∈I ی دنباله به مربوط ٨ قاب عملͽر را S

و باشد H روی کراندار و خطͬ عملͽرهای ی همه ی مجموعه B(H) اگر .۵.١.١ قضیه
اگر: تنها و اگر ، U١ ≤ U٢ صورت این در . U١, U٢ ∈ B(H)

⟨U١x, x⟩ ≤ ⟨U٢x, x⟩; x ∈ H.

این به را f ٩ محمل ،H هیلبرت فضای از f : H −→ H نگاشت هر ازای به .۶.١.١ تعریف
کنیم: مͬ تعریف صورت

Suppf = {x ∈ H; f(x) ̸= ٠}.

این به را XE مشخصه تابع باشد، Hهیلبرت فضای از ای مجموعه زیر E اگر تعریف٧.١.١.
کنیم: مͬ تعریف صورت

χE(x) =


١ x ∈ E

٠ x /∈ E

تعریف زیر صورت به f̂ : R −→ C ی فوریه تبدیل ،f ∈ L١(R) هر ازای به .٨.١.١ تعریف
شود: مͬ

f̂(γ) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−٢πixγdx; γ ∈ R .

هر ازای به همچنین دهیم. مͬ نمایش Ff با معمول طور به را f تابع ی فوریه تبدیل
است. معروف ١٠ پلانشرال اتحاد به تساوی این که ،∥f∥٢ = ∥f̂∥٢ داریم ،f ∈ L١(R)

کنیم: مͬ اشاره ها قاب مورد در مقدماتͬ قضیه چند به ادامه در

عملͽر S و هیلبرتHباشد فضای برای یͷقاب {fk}k∈I دنباله کنیم فرضمͬ .٩.١.١ قضیه
داریم: آنگاه باشند. آن کرانهای A,B و آن به مربوط قاب
AI ≤ S ≤ BI ,

است. همانͬ عملͽر I آن در که

.[٨] به شود رجوع برهان.

٨Frame operator
٩Support
١٠Plancherel

٣



به ∑∞
k=١ ckfk سری و باشد H هیلبرت فضای برای قاب ͷی {fk}∞k=١ اگر .١٠.١.١ قضیه

عملͽر صورت این در باشد، همͽرا {ck}∞k=١ ∈ l٢(I) هر ازای
T : l٢(I) −→ H; T{ck}k∈I =

∞∑
k=١

ckfk ;

شود: مͬ تعریف زیر صورت به آن الحاقͬ عملͽر و است کراندار و خطͬ عملͽری
T ∗ : H −→ l٢(I); T ∗f = {⟨f, fk⟩}∞k=١ .

داریم: f ∈ H هر ازای به بعلاوه
∞∑
k=١

| ⟨f, fk⟩ |٢6 ∥T∥٢∥f∥٢ .

.[٨] به شود رجوع برهان.

باشد، کراندار عملͽری U : K −→ H و باشند هیلبرت فضاهای K,H اگر .١١.١.١ قضیه
برقرارند: زیر عبارات آنگاه

∥U∥؛ = ∥U∗∥ , ∥UU∗∥ = ∥U∥٢ الف)

باشد؛ بسته K در RU∗ اگر تنها و اگر است بسته H در RU ب)

که: طوری باشد، داشته وجود C > ثابت٠ اگر تنها و اگر پوشاست عملͽری U پ)
∥U∗y∥ ≥ C∥y∥; ∀y ∈ H .

U∗ اگر تنها و اگر است ͷی به ͷی U آنگاه باشند، متناهͬ بعد با فضاهایی K,H اگر ت)
باشد. پوشا

.[٨] به کنید رجوع برهان.

آنگاه باشد، شده داده B > ٠ ثابت و باشد H در ای دنباله {fk}∞k=١ اگر .١٢.١.١ قضیه
اگر: تنها و اگر است B کران با بسل دنباله ͷی {fk}∞k=١

T : {ck}∞k=١ −→
∞∑
k=١

ckfk ,

.∥T∥ ≤
√
B داریم: نیز و باشد H به l٢(N) از کراندار عملͽری

.[٨] به شود رجوع برهان.

زیر عبارات آنگاه باشد. S قاب عملͽر با H در قاب ͷی {fk}k∈I فرضکنیم .١٣.١.١ قضیه
برقرارند:
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است. الحاق خود و پذیر معکوس S الف)

دهیم: نمایش زیر های صورت به توانیم مͬ را f ∈ H هر ب)
f =

∑
k∈I

⟨f, S−١fk⟩fk , f =
∑
k∈I

⟨f, fk⟩S−١fk .

نامند. مͬ {fk}k∈I قاب متعارف دوگان قاب را {S−١fk}k∈I دنباله

.[٨] به شود رجوع برهان.

کنیم: مͬ بیان است مشهور [٨] ١١ نیومن قضیه به که را مهمͬ ی قضیه حال

که طوری به باشد H هیلبرت فضای روی به کراندار عملͽری U کنیم فرض .١۴.١.١ قضیه
داریم: و است پذیر معکوس U آنگاه . ∥I − U∥ < ١

U−١ =
∞∑
k=١

(I − U)k .

بعلاوه:
∥U−١∥ ≤ ١

١− ∥I − U∥
.

کند: صدق زیر ی رابطه در باید U−١ همچنین

∥U−١ −
N∑
k=٠

(I − U)k ∥ −→ ٠ , N −→ ∞ ;

که: طوری به باشند الحاق خود عملͽرهای U٣, U٢, U١ کنیم فرض .١۵.١.١ قضیه
U١ ≤ U٢ , U٣ ≥ ٠ ;

.U١U٣ ≤ U٢U٣ داریم، آنگاه باشد. U٢, U١ با شدن جابجا قابل U٣ همچنین

.[٨] به شود رجوع برهان.

λ١, λ٢ ∈ [٠,١[ های ثابت همچنین و باشد H روی خطͬ عملͽری U اگر .١۶.١.١ قضیه
که: طوری به باشند داشته وجود

∥Ux− x∥ ≤ λ١∥x∥+ λ٢∥Ux∥ , x ∈ H

داریم: x ∈ H هر ازای به و است پذیر معکوس و کراندار U صورت این در
١− λ١
١+ λ٢

∥x∥ ≤ ∥Ux∥ ≤ ١+ λ١
١− λ٢

.

١١Neumann
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همچنین: و
١− λ٢
١+ λ١

∥x∥ ≤ ∥U−١x∥ ≤ ١+ λ٢
١− λ١

∥x∥ .

.[١١] به شود رجوع برهان.

در باشد S قاب عملͽر و A,B های کران با قاب ͷی {fk}∞k=١ کنیم فرض .١٧.١.١ قضیه
برقرارند: زیر عبارات صورت این

است. مثبت و الحاق خود پذیر، معکوس کراندار، S عملͽر الف)

است. S−١ قاب عملͽر و B−١, A−١ های کران با قاب ͷی {S−١fk}∞k=١ ب)

قاب بهین های کران نیز B−١, A−١ آنگاه باشند، {fk}∞k=١ قاب بهین های کران A,B اگر پ)
بود. خواهند {S−١fk}∞k=١

١١.١.١ قضیه پسطبق آید بدستمͬ T, T ∗ کراندار عملͽر ترکیبدو از S چون الف) برهان.
داریم:

∥S∥ = ∥T∥٢ ≤ B ;

است. نیز الحاق خود S که دهد مͬ نشان S∗ = TT ∗ تساوی همچنین است. کراندار S لذا
مثبت عملͽری S لذا . S > ٠ ،٩.١.١ ی قضیه طبق بنابراین .A > ٠ که دانیم مͬ تعریف از

است.
:٩.١.١ ی قضیه از دوباره

٠ ≤ I −B−١S ≤ B −A

B
I ;

داشت: خواهیم بنابراین

∥I −B−١S∥ = sup
∥f∥=١

|
⟨
(I −B−١S)f, f

⟩
|

≤ B −A

B

< ١ .

بود. خواهد پذیر معکوس S نتیجه در و B−١S نیومن، قضیه طبق پس

پس: است، خودالحاق S چون ب)
(S−١)∗ = (S∗)−١ = S−١ .

۶



داریم: f ∈ H هر ازای به و است الحاق خود نیز S−١ لذا
∞∑
k=١

| ⟨f, S−١fk⟩ |٢ =

∞∑
k=١

| ⟨S−١f, fk⟩ |٢

≤ B∥S−١f∥٢

= B∥S−٢∥١∥f∥٢ .

طبق است. تعریف خوش آن برای قاب عملͽر لذا و بسل ی دنباله ͷی {S−١fk} نتیجه در
داریم: ١٣.١.١ قضیه و قاب عملͽر تعریف

∞∑
k=١

⟨f, S−١fk⟩S−١fk = S−١
∞∑
k=١

⟨S−١f, fk⟩fk

= S−١
(
SS−١f

)
= S−١f .

داریم: ٩.١.١ قضیه از حال بود. خواهد {S−١fk}∞k=١ دنباله قاب عملͽر S−١ لذا
S ≤ BI ⇒ SS−١ ≤ BS−١ ⇒ B−١I ≤ S−١ .

ترتیب: همین به و
S−١ ≤ A−١I .

داشت: خواهیم f ∈ H هر ازای ،به مذکور قضیه طبق نتیجه در

B−١∥f∥٢ ≤ ⟨S−١f, f⟩ ≤ A−١∥f∥٢

⇒ B−١∥f∥٢ ≤
∞∑
k=١

| ⟨f, S−١fk⟩ |٢≤ A−١∥f∥٢ .

است. B−١, A−١ های کران با قاب ͷی {S−١fk}∞k=١ پس

دنباله بهین بالای کران C که کنیم فرض است. {fk}∞k=١ ی دنباله بهین پائین کران A پ)
قاب ͷی {S−١fk}∞k=١ چون قبل، قسمت طبق . C < A−١ که طوری باشد، {S−١fk}∞k=١ ی
است، C−١ پائین کران با قاب ͷی {fk}∞k=١ = {(S−١)−١S−١fk}∞k=١ ی دنباله لذا است،

.C−١ < A : که طوری
بهین کران A−١ پس است. متناقض پائین کران عنوان به A بودن بهین با این که حالͬ در
برهان نیز، پائین کران عنوان به B−١ بودن بهین مورد در است. {S−١fk}∞k=١ ی دنباله بالای

است. ترتیب همین به

٧



فضا زیر دو بین شͺاف ٢.١

ارائه از پس و پردازیم مͬ فضا زیر دو بین شͺاف عنوان تحت مبحثͬ معرفͬ به بخش این در
آوریم مͬ فضا زیر دو بین شͺاف مورد در ای قضیه متعامد، تصویر مورد در مختصر تعریفͬ

دارد. آتͬ های فصل و ها بخش در زیادی کاربرد که

.V ̸= {٠} که طوری باشد، Hهیلبرت فضای از بسته فضای زیر دو V,W اگر تعریف١.٢.١.
مͬ تعریف زیر بصورت و داده نمایش δ(V,W ) با را فضا زیر دو بین شͺاف صورت این در

کنیم:

δ(V,W ) = sup
x∈V,∥x∥=١

dist(x,W )

= sup
x∈V,∥x∥=١

inf
y∈W

∥x− y∥ .

گرفت: نتیجه توان مͬ تعریف از وضوح به

داریم: صورت این در باشند H از فضا زیر دو V,W اگر .٢.٢.١ لم

V؛ ⊆W ⇐⇒ δ(V,W ) = ٠ الف)

.δ(V,W ) = δ(W,V ) ب)

.[١٣] به شود رجوع برهان.

تصویر صورت این در باشد H هیلبرت فضای از ای بسته فضای زیر V اگر .٣.٢.١ تعریف
عملͽر: از است عبارت V روی به P ١٢ متعامد

P : H −→ H ;

: که طوری
Px = x , x ∈ V

Px = ٠ , x ∈ V ⊥ .

این به P متعامد ،تصویر باشد V فضای زیر برای یͺه متعامد ی پایه ͷی {ek}∞k=١ اگر و
شود: مͬ تعریف صورت

PV x =
∞∑
k=١

⟨x, ek⟩ek , ∀x ∈ H .

١٢Orthogonal projection
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متعامد تصویر ، P و A,B های کران با H فضای برای قاب ͷی {fk}mk=١ اگر .۴.٢.١ قضیه
فضای زیر برای A,B های کران با قاب ͷی نیز {Pfk}mk=١ صورت این در Wباشد، روی به H

خواهد. W

.[٨] به شود رجوع برهان.

آنگاه باشد، H هیلبرت فضای از W فضای زیر برای قاب ͷی {fk}mk=١ اگر .۵.٢.١ قضیه
بود: خواهد صورت این به W روی به H متعامد تصویر

PW f =
m∑
k=١

⟨f, S−١fk⟩fk .

.[٨] به شود رجوع برهان.

آنگاه: ، V ̸= {٠} که طوری به باشند H از فضا زیر دو W,V اگر .۶.٢.١ قضیه
δ(V,W ) = ∥PV PW⊥∥ .

داریم: فضا زیر دو بین شͺاف تعریف طبق برهان.

δ(V,W ) = sup
x∈V,∥x∥=١

inf
y∈W

∥x− y∥

= sup
x∈V,∥x∥=١

∥x− PWx∥

= sup ∥PW⊥x∥ .

داریم: لذا نوشت. توان مͬ را x = PV x تساوی متعامد، تصویر تعریف طبق پس ،x ∈ V چون

δ(V,W ) = sup ∥PW⊥PV x∥

= ∥PW⊥PV ∥

= ∥PV PW⊥∥ .

وارون شبه ٣.١

همیشه است. ها قاب نظریه در کاربردی و مهم مباحث از ͬͺی کاذب وارون یا وارون شبه
دامنه روی تغییراتͬ مبحث، این از استفاده با لذا نیستند، پذیر معکوس که دارند وجود توابعͬ
بزنیم. تقریب توابعͬ چنین برای وارونͬ عملͽر وسیله بدین تا دهیم، مͬ انجام توابع نوع این

٩



آورده خصوص این در قضایایی وارون، شبه مورد در تعریفͬ ارائه�ی از پس بخش این در
مͬ�باشد. بعدی های فصل برای نیازی پیش که مͬ�شود

کراندار و خطͬ عملͽری U : K −→ H و باشند هیلبرت فضاهای H,K اگر .١.٣.١ تعریف
کنیم: مͬ است.تعریف بسته RU که طوری باشد،

Ũ = U |N⊥
U

: N⊥
U −→ H

باشد: مͬ پذیر معکوس نتیجه در و پوشا و ͷی به ͷی نگاشتͬ Ũ : N⊥
U −→ RU نگاشت

Ũ−١ : RU −→ N⊥
U .

کنیم: تعریف صورت این به را U † : H −→ K اگر حال

U †x =

 Ũ−١x x ∈ RU

٠ x ∈ R⊥
U

نامیم. مͬ U کاذب وارون یا وارون شبه عملͽر را U † عملͽر

بود. خواهد کراندار و خطͬ نیز Ũ پس است کراندار و خطͬ U چون قبل تعریف در تذکر:
داریم: آنگاه ، x ∈ NŨ اگر که چون است، نیز ͷی به ͷی Ũ

Ũ = ٠ ⇒ x ∈ NU , x ∈ N⊥
U ;

آنگاه:
x ∈ NU ∩N⊥

U = ٠ ⇒ x = ٠ ⇒ NŨ = {٠} .

از دلخواهͬ عضو y کنیم مͬ فرض حال .RŨ ⊆ RU ; پس است U ی شده تحدید Ũ چون
پس: باشد RU

∃x ∈ K s.t Ux = y ⇒ x ∈ NU ⊕N⊥
U ;

که: طوری به دارند وجود x١ ∈ NU , x٢ ∈ N⊥
U بنابراین

x = x١ + x٢ ;

داشت: خواهیم پس

Ũx٢ = Ux٢

= U(x١) + U(x٢)

= U(x١ + x٢)

= Ux

= y ⇒ y ∈ RŨ ⇒ RU = RŨ .
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باشد. مͬ پذیر معکوس نتیجه در و پوشا و ͷی به ͷی نگاشتͬ Ũ : N⊥
U −→ RU بنابراین

عملͽرهای ترتیب به U †, U∗ و باشد کراندار و خطͬ عملͽری U : K −→ H اگر .٢.٣.١ لم
برقرارند: زیر عبارات صورت این در باشند، آن وارون شبه و الحاقͬ

†NU؛ = R⊥
U = NU∗ الف)

.RU† = N⊥
U = RU∗ ب)

.[٨] به شود رجوع برهان.

باشد، کراندار عملͽری U : K −→ H و هیلبرت فضاهای K,H کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه
برقرارند: زیر عبارات آنگاه است. بسته RU که طوری

است؛ RU توی به H از متعامد تصویر UU † الف)

است؛ RU† توی به K از متعامد تصویر U †U ب)

†(∗U)؛ = (U †)∗ و است بسته برد دارای U∗ پ)

بود. خواهد U † = U∗(UU∗)−١ صورت به RU روی U † عملͽر ت)

.[٨] به شود رجوع برهان.

باشد، S قاب عملͽر با H هیلبرت فضای برای قاب ͷی {fk}k∈I دنباله اگر .۴.٣.١ قضیه
داریم: آنگاه

T †f = {⟨f, S−١fk⟩}k∈I , ∀f ∈ H

.[٧] به شود رجوع برهان.

داریم: آنگاه باشد، بسته برد با پوشا عملͽری T اگر .۵.٣.١ لم
١

∥T †∥٢
∥f∥٢ ≤

∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |٢ , ∀f ∈ H

.[٧] به شود رجوع برهان.

ترکیبی عملͽر T و باشد Hهیلبرت فضای در ای دنباله {fk}k∈I کنیم فرضمͬ .۶.٣.١ قضیه
برقرارند: زیر عبارات آنگاه باشد. آن به وابسته

١١



باشد؛ بسته RT اگر تنها و اگر است قاب دنباله ͷی {fk}k∈I بسل دنباله الف)

RT؛ = H اگر تنها و اگر است قاب ͷی H برای {fk}k∈I بسل دنباله ب)

مͬ تعریف زیر صورت به آن بهین های کران آنگاه باشد، قاب ͷی {fk}k∈I دنباله اگر پ)
شوند:

A =
١

∥T †∥٢
, B = ∥T∥٢.

کنیم مͬ ثابت همͽراست. y به که باشد RT در ای دنباله {yk}k∈I کنیم فرض الف) برهان.
لذا: ،{yk}k∈I ∈ RT چون .y ∈ RT که

∃{ck}k∈I s.t T ck = yk ⇒ lim(Tck) = limyk ;

داریم: پس است، پیوسته T چون و
y = T (limck) ⇒ y ∈ RT ;

است. بسته RT بنابراین

که: دانیم مͬ است. بسته RT و تعریف خوش T که کنیم فرض حال برعکس:
Span{fk}k∈I ⊆ RT ⊆ Span{fk}k∈I ;

لم طبق و پوشاست عملͽری T بنابراین .RT = Span{fk}k∈I پس است، بسته RT چون
داریم: ۵.٣.١

١
∥T †∥٢

∥f∥٢ ≤
∑
k∈I

| ⟨f, fk⟩ |٢ .

نتیجه در است، بسل دنباله ͷی {fk}k∈I فرض طبق چون ونیز است برقرار پائین کران پس
که: طوری به دارد وجود ای B > ٠∑

k∈I
| ⟨f, fk⟩ |٢≤ B∥f∥٢ ;

است. B بالای کران و ١
∥T †∥٢ پائین کران با قاب ͷی {fk}k∈I لذا و

قاب پیش و قاب عملͽر ،با قاب ͷی {fk}k∈I که کنیم فرض ب)
S : H −→ H , T : l٢(I) −→ H ;

از نیز T بودن پوشا لذا پوشاست، نتیجه در و پذیر معکوس S ،١٧.١.١ قضیه طبق باشد.
.RT = H پس: است. واضح S = TT ∗ تساوی

داریم: ١٢.١.١ قضیه طبق پس باشد، بسل دنباله ͷی {fk}k∈I که کنیم فرض برعکس:
∥T∥ ≤

√
B ;
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